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Extra
Total
E necessario justificar todas as passagens.
Boa Sorte!
1. Determine os valores maximo e minimo de
(@) |Z—%|, ondelz|=3 (b) |z+i], ondel|z—2/=1
a nde |z| = z 41 nde |z — 2| = 1.
241l ’
Resolucgao:

Utilizemos o isomorfismo entre C e R?, C = R?, como espacos vetoriais reais.

(a) Seja C' a circunferéncia de centro na origem e raio 3.

O ponto (0, —3) = —3i é o ponto em C mais distante de i = (0, 1) e também

o mais préximo de —i = (0, —1). Logo, o valor méximo pedido é

|—&—u_4_2
| —3i+4 2 7

O ponto (0,3) = 3i é o ponto em C' mais préximo de i = (0, 1) e também

o mais distante de —i = (0, —1). Logo, o valor minimo pedido é,

13i —i] 2
13i +i] 4

1
2

(b) Os pontos da circunferéncia C, centrada em z, = 2 e de raio 1, que sdo o
mais proximo e o mais distante do ponto —i sao os pertencentes a intersecgao

da reta determinada pelos pontos (0,—1) e (2,0) com a circunferéncia C"

2 (—i) . 2+4i
R TR

A distancia minima e maxima sao, respectivamente,

Kz-i%§-{-@}:VG—2¢S , ((z+i%ﬁ—%—)M:V6+2¢5l




Atencao Uma outra resolugdo para (a) é obtida analizando maximo/minimo de

|z—z’|2_f( y)_m2+(y—1)2_10—2y_5—y

|z +i]2 S22+ (y+1)?2 10+2y 54y’

para 22 + y* = 9. Isto é, 0 méximo e o minimo de g(y) =

5_
ﬁ Y € [_373]



2. Suponha que lirf a, = a. Verifique que:
n—-+0oo

al+..+an __
Y a

@) IR

(b) lim /ajas...a, =a,sea>0ea, >0, VneN.

n—-+o0o

Resolugao.

(a) Dado € > 0, existe p € N tal que n > p = |a,, — a| < e. Portanto,

ap+ ...+ ap+ap + ...+ ay

n
_ ay + ... +ap, —pa " Apy1 — A+ Qpyog —a+ ...y —Q <
n n
P la;j—a — P laj—a
< ]—1|] |_'_ (n p)e < Z]_1|] |+€, Vn>p.

n n - n
Z?:l |a;—al

n

Como p é fixo, podemos escolher N > p tal que n > N = < €.

Logo,

ar+ ...+ ap +apy1 + ...+ ay
n

< 2¢ .

n>N = —a

Isto prova o {tem (a).

(b) Imediato do item (a), notando que loga, — a se n — +00, e escrevendo

1
n

lim {/aias..a, = lim elosl@—an)™ —

n—-+00 n—-+00
— lim enlogl@r-an) — |y elogaﬁﬁﬂogan =
n—-+o00 n—-+o0o

lim logay+...+logan 1
= en—too " =e*®’=0a



3. Determine se sao convergentes ou nao as séries:
+o00o

(@) X v

n=1

(b) +zof)?zQ(l — cos#).

n=1

—+o0
!
(c) 7;1 3.5A7..Tl(2n+1)'

Resolucgoes.
+oo 1 +oo 1 +00 n
1 <« 1 ' 1 ,
(a) > e < > ~3 < 00, pois > -x converge se A > 1
n=1 n=1 n=1
+o00o
(b) 1* solugao: Compare com Y # , computando
n=1
. 2?(1 —cosh) . l—cos  1—cost . sent 1
lim ————* = lim ——"% = lim ———— = lim —— = .
T——+00 ol T——+00 oy t—0+ t t—o0t+ 2t 2

22 solugao (do aluno Gabriel Salimene Zoha). Se 0 < z <1 temos,

T 2 2

2 zt b T T
cosle—a—l—<E—g>—|—...21—5—1—0—1—0—1—0—1—...:1—520.

Logo,l—cosxﬁx;se0§$gle,
9 1 1
0 <n(l—cos—| < —,Mm>1,neN.
n? 2n?

Pelo Critério da Comparacao, a série converge.

(c) Teste da razao W



—+00

+oo

4o 1 1 :

4. Dadas as séries ) , mlogm e , wlogn)? seja a, o termo geral de cada uma delas.
n= n=

|an+1‘

(a) Calcule lim

o] > bara cada uma delas.
n—-+00 n

(b) Calcule lim n<1 — M), para cada uma delas.

n—+o0o |an]

(¢) Qual destas séries converge? Qual diverge?

Resolucao:
im - = i logz _ _ 3 i — lim @l —
(a) Como nl_l)r_"l_loo mr=1le xggloo Toa (e T) xkr—ir-loo + wll}l}_loo 1 temos,
para a primeira série,
. nlogmn , n . logn
lim = ( lim —) ( lim —) ,
n—+oo (n + 1)log(n + 1) n—+toon + 1/ \n—+oo log(n + 1)

e para a segunda série,

1 2 1 2
im n(logn) 5 = ( lim L) < lim ﬂ) =1.
n—+oo (n + 1)[log(n + 1)] n—too (N + 1)/ \n—toolog(n + 1)

(b) Para a primeira série devemos analisar o limite de,

w1 klog k _k 1+log(1+%)k
(k+Dlog(k+1))  k+1 log(k+1) |

Para a segunda série devemos analisar o limite de,

klog? k ok log?(k+1)—log2k] & log(14+1)" log k(k+1)
k [1 B (k+1)log2(k+1)} k41 [1 +k log? (k+1) } — k+1 [1 + log(kJrkl) log(k+1) | -
Mas, 5= — 1, lim 808" g iy lezletl) _ py logatlogrl) _ o
) k41 ) log(k+1) r—too loglz+1l) o log(z+1) =

Logo, o limite obtido pelo teste de Raabe para ambas as séries é 1.

(¢) Com os integrandos continuos e decrescentes, vale o critério da integral:

N
1
/ dx = logz|) = (log N —log2) — 400, se N — +00
5 wlogx

e, substituindo y = logz e & = 1,

/N 1 dx:/logN@:<_l>
2 I10g2l’ log 2 y2 Yy

Logo, a primeira série diverge e a segunda série converge W

log N 1

se N = +oo .

_> _’
log 2 log 2



5. Dada a série

“+o00

Z ala—1)(a—2)...(a—=n+1)

n!

, —1l<a<0,

n=1
determine se ela é divergente, convergente, condicionalmente convergente, ou
absolutamente convergente.

Atencao: No excelente livro “Exercicios Propostos e Resolvidos de Sequéncias
e Séries Numéricas e de Fungoes” do Prof. Boulos ha um engano relacionado
a tal exercicio. Encontre-o ! A prova sugerida no livro do Prof Guidorizzi é
distinta desta e utiliza um lema nao intuitivo e nao simples. A prova abaixo é
auto-suficiente.

Resolugao:

e Pondo q, = e=t=le=ntl) o 4hlicando o Critério de Raabe temos,

n!
) = lim n(l— ]oz—n])
n—-+o00 n+1

e, notando que | — n| = n — « se n é suficientemente grande,

. n—auo . a+1
>: lim n(l— >: lim n =a+1.
n—+00 n+1 n—+oo N+ 1

Qp+1
G,

lim n<1 —

n—+400

an+1

lim n(l —

n—-+00

Qn

(a—1)---(a—n+1)

+o00o
Como a+1 < 1, pelo Crit. de Raabe > @ '
n!

diverge.

e Visto que —1 < a < 0 temos —a < 1 e concluimos:

|an+1|_n—a -
an, n+1

L,

e a sequéncia (|a,|) decresce e existe lim |a,| = L. Mostremos que L = 0.
n—+00

Fixone N, n>a,se =14+« temos 0 < <1 e, para p € N arbitrario,

Api1 _n—a_n+1—(1+a)_1 g
a, | n+1 n+1 N n+1’
Untp| _ | Gntp OGnip-1  Gn+1 — (1 p )(1— p ) (1= s )
Qn Qn+p—1 an-&-p—Q”” Qn n+p n+p_1 n+1 7
6 [ sa- Loy ca-Lopran Loy
(n, n+p n+p n+p
Como lir+n (14 2)" = ¢, Va, com o limite em (*) para p — +o0o temos
n—-+0o0
L s
0<—<e™”, Yn>a, neN.
Qn

Desta forma temos, 0 < e’L < lima,, = L, o que implica L = 0 pois €? > 1.
+oo “+00
Logo, pelo critério de Leibnitz, Y (—1)"|a,| = >_ a, é convergente N



Extra. Seja P(z) = ap + a1z + ...a,2" um polinémio complexo e de grau n > 1 (isto é,
a, # 0). Mostre que :
(a) lim |P(z)] = +o0.
|z]—+o0

(b) Existe zg € C tal que |P(z)| < |P(z)],Vz € C.

(c) Podemos assumir, sem perda de generalidade, zy = 0.

Resolugao. Provado em sala B



