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Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

O Hessiano
Polindmios de Taylor de Ordem 1 em Duas Va#@veis
Recordamos o inimo necesario neste cépulo sobre érmulas de Taylor em uma vasiel.
Lema 1. Sejaf € C?([a,b]) exo, X € [&, D], X # X. EXiste, £ entrexp eX, & # Xg €€ # X, tal que:
fII
£(X) = £(%0) + 1 (%) (X Xo) + —2(5) (X %0)2.

Prova:

Existe,é 6bvio, uminico A real e dependendo dg e x tal que

(5) 00 = F(%) + /(%) (X = %0) + A(X = %0)? .
Definamos er#o a fun@o,

(1) = (1) = F(%) = /(%) (t = %) = At~ to).

Temosp(X%,) =0 e, por (*),¢(X) = 0. Logo, pelo TVM,3 ¢, centrex, € X, C# X, C # X, tal que

f'(c) - f/
0-4/(0)= 1(0) - 1'(x0) ~2(c- %) — 21= 1= L),
Pelo TVM, aplicado &’ € C([a,b]), existes, £ entrexo ec, £ # Xy & # ¢, tal que,
f7(c) - (%) _ cn _ ")
Py =f"(¢) = A= 20 [

Proposicio 1.Sejaf € C?(Q), P, = (Xo.Yo) € Q eV = (h,k) 0. Consideremos a restiigy = ¢y
(isto &, ¢ depende d&), de f sobre um segmento p&%, na dire@oVv e contido erm:

e(t) = f(Xo+th,yo +tk), te(-r,r), r>0, e B(Py;rVv) cQ.
Temos,

, of of
(@ #()= &(xoﬂh,yoﬂk)ma—y(xo+th,yo+tk)k.

(b) ¢"(t)= az—f( +th +tk)h2+262—f( +th, yo+tk)hk + az—f( +th, yo + tk) K2
()0 - axz XO ayO axay XO 7y0 ayz XO ’yO .
, of of . B} , of 3
(©  ¢'(0)= = (Po)h + a_y(Po)k =VIiR).V . ¢ (0)= = (Po). sel|=1

8% f 8 f 8% f 8% f ~
(d) ¢"(0) = W(Po)hz + 28—X(W(Po)hk+ 0—y2(P0)k2 . ¢"(0) = ﬁ(Po), selv|=1.

2 -
(e) ¢"(0)= |\7|23_\7\/2(P°) , Sew = % € o versor d.



Prova:

(a) Pelaregra da cadeia temos
o = %{f(onrth,yothk)} = —(x0+th Yo +tk)h + —(xo+th Yo +tk)K = ﬂh a;k

(b) Diferenciando adrmula obtida em (a) e utilizando que pelo Teorema de Schwarderivadas
mistas def € C* comutam, iste, fy, = fyx, temos

1 :t{ [f(x0+th yo+tk)]} E{Z—)f(()(0+th,y0+tk)}h+%{%(x&th,y&tk)}k
ot o°f 0%t 6°f 821 82f 51
= [ﬁ + %(k]h + [(’)Xayh o ] = 52 W+ M/hk -~ ol

(c) Segue trivialmente de (a) e darfnula : % =vf-v,selv =1
(d) Segue de (b).

(e) Sejaw = ‘% :(ﬁ,£> Temos, por (d), a reld@p entrep!’(0) e ¢!/ (0):

N> 9]

2f h? azf 32 1,
e o) o ( o) O)|V|2 = V2 =rid (0),

o-f
P.) = ©”(0) =
( o) ‘Pw( ) P |V|2 6x0y |V| M ay2

6W2

Teorema 1 (Polirdmio de Taylor de Ordem 1 Com Resto de Lagrange)Dadaf ¢ C?(Q),
= (x,Y) e P, = (X, Yo) ambos enf2 tais quePP, c Q, existeP = (X, y) ¢ PP, tal que,

) = F0636) + 5 (6 Y0) (X~ X0) + 3 (0o (Y ¥o)

1

Pf _ 6%f _
5 3X2( V) (X= %)% + ZM/(X,W(X—Xo)(y—yoHW(X,%(y—yo)z

Prova Restringindof ao segmentd®P,, parap(t) = (X + th,yo + tk) = f( (Xo,¥o) + tV ),
€[0,1], comv = (h,K) = (X - X0, Y - Yo, pelo Lema 1 existee (0, 1) tal que

() €(1) = () +¢'(0) + £,

Temos(1) = f(xY), ¢(0) = f(X,Yo) €, pela Propos#p 1, itens (c) e (d),
¢'(0) =5 00Yo)h + 5 (X Yo)k,
¢'(0) = T (% +ye + BN + 22 (% + Thyo + )Pk + 21 (%o + T.yo + TR)KZ.

Substituindo no sistema aciniz y) = (X, +th,y, +tk), h=x-x%o, k=y-Y, e em (*) os valores
encontrados para(1), ¢(0), ¢'(0) e ¢” (1), segue a tesem

Adendo ao Teorema 1 Com a nota&o (x,Y) = (X + h, Yo + k) temos,

F(X+h,Yo + K) = (X0, Yo) + 5% (X Yo)N + 28 (X0, Yo) K+ 3 [9 (XY + 221 (X Phk+ 21 (. wkz]



Matriz Hessiana e Maximos e Minimos em Duas Varaveis

Definicdes Sejaf : Q — R, Q aberto enR?. Classificamo®, ¢ Q, relativamente &, como

(a) ponto de mAximo [minimo] local se existe uma bola aberB(P,;r) c Q, r > 0, tal que
f(Po) > f(P) [f(Po) < f(P)] paratodoP e B(Py;r); se tal desigualdade estrita para
P e B(Po;r), P Py, Py &€ ponto de raximo [minimo] localestrito.

(b) ponto de maximo [minimo] global, ou absolutg sef(Py) > f(P) [f(Py) < f(P)],VP ¢
Q; se tal desigualdadeestrita par®@ € Q \ {P,}, P, &€, em adigo, estrito.

(c) extremante local [absoluto]seé um ponto de @ximo, ou de rmimo, local [absoluto].

(d) ponto critico, ou estaciorrio, de f, supondof € C1(Q), se
of of
—(Py) = —(P) =0.
ox (Po) = 5, (Po)
(e) ponto de selaseP, & ponto citico de f mas o de néximo ou mnimo, locais.

Observagio 1: Um ponto de raximo, ou ninimo, local def € C(Q) & sempre um ponto itico.

Corolario 1. Com mesmas hiteses e noté&p da Propos#p 1 temos:

(i) SeP, & ponto de raximo [minimo] local def na dire@ovV, |v| = 1; istoé,t = 0 & maximo
[minimo] local degy, enfio,

% f

ov2

o f

of - o
E(PO)ZVf(PO)'VZO ’ ﬁ

(Po) <0 [ (PO)ZO].

(i) Se P, & ponto de raximo [minimo] local def enﬁo?f(Po) =0e,

o f O f ) o f o f ’ N
W(Po) = ﬁ(Po)h + Zw(Po)hk + a—yz(Po)k <0 (Z 0), VVveR ,|V|:1.

Prova:

(i) Segue da asise das derivadas de ordens 1 e 2 dadore uma vagvelpy e do Lema 1.

(i) Conseqencia imediata da Propo&ig 1, de (i) e da Obsen@ag 1, acima =

Corolario 2. Sejaf € C3(Q), Py = (X0, Yo) UM seu ponto Gtico e B(Py;r) c Q, r > 0. Dado
v=(h,k), V| <r, existe(x,y) no segmento unindo os pontBs e P, + V tal que

F (%4 hyo + K) - Fxoye) = S [2F prz+ 228 ks CF (zpe
XO 3y0 XOs yO - 2 axz 9y axay ’y 8y2 9y .
Prova: Conseqéncia imediata do Teorema 1 e da defiigle ponto dtico m

Mantendo a notdp, analisemo®p(h, k) = fu(P)h? + 2fx (P)hk + fyy(P)k?, (h,k) € R2,



Observago 2. Dadosa, b, ¢ € R, sejamH = ac — b? e aforma quadréatica Q : R? - R,

:Q(h,k):ah2+2bhk+ck2:[ h k]l: b“ :] , V=(hk)eR?,
Cc

(i) Sea+0, vale a fatoraoz= Q(h,k) = a[ (h+ 2k)? + Hk?].
(i) Sea=+ 0, o giafico deQ: R? - R & um parabdide do tipo:
e seH > 0, eliptico ou circular, eixdz e concavidade para cima [baixo]ae 0 [a < O].
e seH <0, hipertblico com sela eng0, 0).
e seH =0, cilindrico.
(i) Sea=c=0eb=0 (logo,H < 0), o giafico deQ & um parabdiide hiperlblico.
(iv) Ainda, z= Q(h,k) troca de sinal se édsseH < 0.
Se o gafico deQ & um parabdlide: elptico ou circular, 0= Q(0,0) & valor mnimg/maximo
estrito e absoluto; se @ildrico 0= Q(0, 0) & valor ninimg/maximo rfo estrito mas absoluto.

Prova:

(i) Pondoa e R em eviddncia e completando quadrados obtemos,
2, 2bhk ck?y bky2 b%k? ack?y bk\2 ac-Db? ,
Q(h,k) (h a)—al:(h-‘r;) —?+?]—a|:(h+€) 2 k]
(i) , (iii): Consequenmas triviais de (i). Gtem (iv) segue de (i), (ii) e (i) =

Definicao. SeM & a matriz (simgtrica) 2x 2 em Obs. 2Q & aforma quadr atica associada aM.
Comentario. IdentificandoR? com o espaco das matrizes-colua.;(R), indicamos a matriz

k
Entao, sgV]' = [h k] € M1,2(R) € a transposta da matfiz], mantendo as notaes acima temos,

Q(h,k) = [V]*M[V] = M[V] - [V], onde *" denota o produto escalar eRf.

h
das coordenadas deem relago & base cabnica ordenada dg?, {éléz} como[V] = l ]

Proposicgo 2. Dadaf € C2(Q) e P € Q, P um ponto citico de f, seja pardh,k) € R?,

fyx(P)  fyy(P)
Denotanda’ = ( h,k) # 0 e definindoH f (P) = fxx(P) fyy(P) - [ fx,(P)]% temos

Qo(h.K) = f(P)F + 26 (P)h+ fy (P = [ h K ]{ fu(P)  fiy(P) H E l

(i) Qp(h k) = |v|28w2(P) = % o versor dev.
(i) 2 0v2 L (P) >0, ¥V unitario, se somente d¢f(P) > 0 e f(P) > 0.
(iii) 2 avz L (P) <0, ¥V unitario, se e somente $¢f (P) > 0 e f,(P) < 0.

(iv) W(P) troca de sinal, em relag av unitario, se e somente s f(P) <0
Prova:

(i) Segue da Proposip 1, item (e).

(ii) , (iii) e (iv) Seguem imediatamente de (i) e da Obseb@? =



Definicdes: Sejaf ¢ C3(Q) eP e Q.
o A matriz hessianade f emP, denotad@ f (P) € M2 (R) = [a;j], &€ dada poas1 = fu(P),
Aip = adp1 = fxy(P) €eayy = fyy(P)
e O hessianade f emP, Hf(P), & o determinante da matriz hessigga(P).

¢ A forma quadr atica associada a f, enf, indicadaQp, & a associada matrizH f (P).
Teorema 2 (Teste do HessianoBejaf € C2(Q), Py = (%o, Yo) € Q, P, um ponto citico def e,
25 (Po) ot (Po)
Hf(Po) _ 6;2 0 ayzax 0
ay(Po) 5t (Po)
oxdy (o] 5y2 (o]

(a) SeHf(Py) >0 e f(Po) >0, P, & um ponto de fimimo local estrito.

] . Hf(P,) = detH f(P,) .

(b) SeHf(P,) > 0 e fy(Po) <0, Py & um ponto de @ximo local estrito.
(c) SeHf(Py) <0 enBoP, & um ponto de sela.

(d) SeHf(P,) =0, Py pode ser de qualquer um dos tipos acima.

grafico aproximado dé

Figura 1: Caso em quix(Po) >0 e Hf(Pg) > 0.

Prova.

(a) Comof e C? temosHf = fufy, - f2 > 0 e f,, > 0 numa bolaB(P;r), ser > 0 e
suficientemente pequeno. Pelo Céra 2, dadov = (h,k) # 0, |v| < r, existeP = (X,y) no
segmento unind®, e P, + V, e portantdP € B(P,; r), tal que

f(Po+V) - f(Po) = 3[fu(P)h?+2f(P)hk + fyy(P)K?] =
— 2 —
_1i[¢ (B iy (P) HE(P) 2
- E[fXX(P)(m fz(ﬁ)k) + 2Ok ] >0.

(b) Basta aplicar éem (a)a fung@o-f.
(c) Por contradigo. SeP, & ponto de raximo [rminimo] enfo, pelo Cordirio 1, %(Po) >0,
2
Vv =1 [ ‘;TE(PO) <0,V = 1], e pela Prop. 2(ivHf(P,) >0 7

(d) Vide exemplos 1, 2 e 3, abaimn



Exemplo 1. A fungdo f(x,y) = x* + y* & tal que(0,0) & ponto de rimimo absoluto estrito, e 0
valor minimo & 0. E, ainda, dinico ponto ditico e f e suas derivadas parciais se anulam nele.

Exemplo 2. A fungo f(x,y) = X + y° & tal quef e suas derivadas parciais se anulam(6rg),
queé olnico ponto citico. Poém,é facil ver, (0,0) naoé extremante local & um ponto de sela.

Exemplo 3.Sejaf(x,y) = ax? + by? + cxy + dx + ey + |, coma,b,c,d el emR, ea® + b? + ¢ # 0.
SeP, & extremante local eab P, & extremante global (absoluto) (vide Exero 2, p. 315, “Um
Curso de @lculo™’, H. L. Guidorrizzi, vol 4, 5 ed.).
Prova:
SejaV = (h,k) eR%, V% 0,ed = % seu versof,.
SendoP, = (X, Yo) UM extremante local ele um ponto dtico e assim,

(1) 0 = V(X Yo) = (28% + Cyo + d, 2byo + CXo + €).

Computandd sobre a reta pdP, e dire@ov, por (1) obtemos,

f(X +th,yo +tk) = a(xo +ht)2+b(yo + kt)? + c(Xo + Nt) (Yo + kt) + d(Xo + hit) + e(yo + kt) +1
(ah? + chk + bk?)t? + t [ (2ax, + Cyo + d)h + (2by, + CXo + €)K ]+

+ (X2 + by2 + CXoYo + OXo + €Yo + 1) =

= (ah? + chk + bk?)t? + f (X0, Yo) -

Donde, encontramos

(2) f(Xo+th,yo+1tK) — f(Xo,Yo) = (ah? + chk + bk?)t? .

12 solu@o (simples):

Analisando (2)£ claro que seu primeiro membeopositivo (negativo) parg| < r, para algum
r > 0, e qualquev tal que|v| = 1 se, e 6 se, 0é tamkem para qualquet € R e qualquew tal que
[V| = 1. Logo, P, & minimo (maximo) local se e&seP, & minimo (maximo) global.

22 solug@o (reconhecendo conceitos):

Derivando (2) em reldp at obtemos [ (X, o) € constante], pela Propoaig 1(e),

2f
(3) IVIZBT Po)=E{E{f(xo+th,yo+tk}}(0):Z(ah2+chk+bk2),
A2 dt (dt
e, substituindo (3) em (2),
V|? 9°f
(4) f(X0+th,y0+tk)—f(X09y0):uTZ(Po)tZ
2 00
Ainda, sendd?, localmente um ponto deimimo ou maximo temos, respectivamente,
o f LV = i I N
5 ——=(Py)20,Vw=—7+0 ——(Py) <0, Vw=—=+0.
( ) az}g( 0)— ’ w |\7| * ’ ou 632( 0)— ’ w |\7| *

Pelas desigualdades em (5), a diferehfs, + th, y, + tk) — f(Xo,¥o) €m (4) riio muda de sinal
segundd € R e V € R?. Logo, P, & ponto de rinimo, ou de raximo, global.

3?2 solug@o (sugerida) Aplique o teorema, o Teste do Hessianm



Exemplo 4.Uma fungio f € C?(R?) com um $ ponto citico, minimo local mas #&o global:
f(xy) =X+ (1-x)%?2.

Resolug@o:

Temos
VH(xy) = (2x=3(1- 0%, 2(1-x)%)y) -

Logo, ?f(x,y) = (0,0) implica (1 - x)%)y = 0 e assim, oy = 0, e portantax = 0, oux = 1 e
neste caso@oé possvel resolver X + 3(1 - x)%y? = 0. Logo, (0,0) & olnico ponto ditico.

Ainda, fyx = 2+ 6(1 - X)%y?, fuy = -6(1 - x)?y, f,y = 2(1- x)® e ento

wieo-| 2 7.

e (0,0) & minimo local. Ainda,f(2,3) = -5< f(0,0) = 0 e(0,0) ndoé minimo globalm

Exemplo 5. Analisemos os pontositicos def (,y) = x°> + y* - 5x — 32y - 3. Impondo
V= (5x-54°-32)=(0,0),
obtemos os pontositicos (1,2) e (-1,2). Ainda,

203 0

0 1272

Logo, (1,2) & ponto de rmimo local e(-1,2) & ponto de sela

’Hf(x,y):l ] , Hf(xy) = 2403y .

Exemplo 6. Determine a digtncia entre as retas
r-x=1+2,y=1+61,z=21, 1R
S:X=1+2u, y=5+15u, z=-2+6u, uekR.

Resolug@o (existem taml&m solu@es via geometria vetorial ou multiplicadores de Lagrange)

Consideremos os pontos arhitiosP e Q sobrer e s, respectivamente:

P =(1+4, 1+64,21), AeR
Q =(1+2u,5+15,-2+6u), ucR.

O quadrado da diahcia entré® e Q, |@5|2, & dado pela expreas,

D(A,p) = (1-2u)%+ (~4+61-15u)? + (22 +2— 6u)? = 414° + 265 — 2081 — 401 + 961 + 20 .



Com?D(/l,y) = (821 - 208: - 40,53Qu — 2081 + 96) , e os pontos ¢ticos deD dados por:

411 - 104 - 20 =0 44 16
— w=(%.35).
1041+ 265+ 48 =0 707
A matriz hessiana dB no pontoP, = (%}, 1?) g,
82 -208
H(D)(Po) =
(B)(Po) l 208 530 ]

com? M D (Py) = 82> 0 e hessiandi(D)(Po) = 82 x 530- (208)? = 196> 0.

Logo, Py € ponto de rmimo local deD e, comcg olnico ponto citico deD, que mede a dighcia
entre dois pontos arbérios das retas e s, segue que estagia €0 paralelas e portanto o
concorrentes oua® reversas. Ainda mais, geometricamente segu@®géeale ninimo global.

Substituindo os valores encontrados paeu obtemos,

51 271 88
P=(1 1 2 —_—
(1+2,1+64, /l)(7 7,7)
39 275 82

Entdo, a dishncia ente e sé:

144 16 36 \/196 14

—)
IPQ| = o
49 " 49 49 49 7

22 Resoluéo (via geometria vetorial):

As retag e snao {0 paralelas e portanto oiGsconcorrentes Ow@s reversas.

Um pontoP = (x,y,2) € R3 pertence ao plane que coném a retar e & paraleloa retas se e
somente se [note quéd, 1,0) € r]:

x-1 y-1 z-0
0=]1 6 2 =6(x-1)-2(y-1)+3z=6x-2y+3z-4.
2 15 6

A distancia procurada enfio a dishncia de qualquer ponto dao planor. Escolhendd1,5, -2) €
sobtemos (utilizando &fmula para a diéincia):

61-25+3.(-2) -4 14

d= =
V62 + 22+ 3 7

=2 =




O exemplo a seguie de G. Peano (1884), corrigindo um erro no livro de J. A. $erre

Exemplo 7.Sejaz= f(x,y) = (y- x?)(y - 2x%), (x,y) € R?. Verifique:

(a) (0,0) é olnico ponto citico.
(b) O teste da derivada segun&linconclusivo para classificar tal pontatico.
(c) f restrita a qualquer reta= mx pela origem tem neste ponto umnimo local.

(d) f ndo conserva sinal em nenhuma vizinhancd@e), o qualé ento ponto de sela.

Resolu@o:

(a) E facil ver queV f = (2x(4x% - 3y),-3x% + 2y) = (0,0) se e & se(x,y) = (0,0).

(b) Temosfy = 24x* - 6y, fy = fyx = —6x € fy = 2. Logo, 0 hessiano eii®,0) éH f(0,0) = 0.

(c) Sejap(x) = f(x,mx) = (Mx - x2)(mx - 2x%) = 2x* - 3mx® + MPx?, muma constante real.
Temosg' (X) = 8X5—9mx? + 2mPX, ¢'' (X) = 24x% - 18mx+2n?, ¢’ (0) = 0 e¢” (0) = ? > 0,
sem# 0. Logo,x = 0 & ponto de riimo local dep, sem# 0. Sem = 0 temosf (x,0) = 2x*

e é claro quex = 0 & ponto de rmimo deg.

(d) Nas regbes, do plano{y > 2x%},{x? <y < 2x?} e {y < x*} temosf >0,f <0ef > 0,
respectivamente. Vide Figura abaixo. Note témb vide Figura abaixo, que paxas O,
comx # 0, 0s pontog x, mx) da reta pertencefregio em quef > 0.

Exemplo 8.Sejaf : Q - R, Q um aberto d&?, Hf = f,,f,, - £, Po = (X0, yo) um ponto citico

f f
de f tal quefy(Po) 0 eH f = l S ] Supondo nétem (a) as matrizes ey verifique:
Xy yy

1 O 0
(@) SeM:M(x,y):l_ny 1]eN:M1:lf 1]em%todetl\/lzdethle

fXX
f 0 f 0
MHfM‘:l Y ] e Hf:Nl - ]Nt.
0 0
f)()(
(b) Aplicando (a) e o Cordlrio 2 c® uma outra demonstiag para

e Sef(Py)>0e %I(PO) > 0 enfio Py € ponto de rimimo local estrito.

o Sefy(Pp)<0e ?TI(PO) < 0 enfilo Py & ponto de raximo local estrito.



Matriz Hessiana e Maximos e Minimos em Trés Variaveis

Estas segoé facilmente generaliwel para o caso de matrizes gimicas de ordem e N*,
Proposicao 3. SejaA € M3(R) uma matriz sirétrica real de ordem 3,
a;; Q12 A3
A= a2 an a3 |,
Q13 3 as3

tal que osmenores principaisde ordens 1, 2 e 3,

a1 a2
Ar=a1, Ar= =defajj]icijco © Az =defa]iqj<3 = detA,

a2 ax

respectivamente@e rao nulos. Eréio, existeP e M3(R) satisfazendo d&t=1e

Ay 0 0
PPAP=- [0 % 0 [=D.
1

A
0 o0 £

Prova:

Construiremo® a partir deA pelo netodo da elimina@go de Gauss e de opedas elementares
realizadas pela multiplicép por matrizes (elementares) com determinante 1. Lemisrepm®
multiplicar uma linha ou coluna por unimero e ergo adicio@-la a uma outra linha ou coluna,
respectivament& uma operaio elementar quedo altera o determinante de uma matriz.

Na etapa linicialmente multiplicamos a 12 linha depor —:—ﬁ e somamos 22 linha e, ainda,

multiplicamos a 12 linha pm;‘—ﬁ e somamosa 32 linha. Efetuamos tais opedas, que comutam,
multiplicando a matriA a esquerda, respectivamente, pelas matrizes

1 00 1 00
Pi=| -22 1 0| e P,=| 0 10
0 01 ~aw o0 1

ail

A seguir, na matriz obtida efetuamos opéres nas colunas correspondendo as feitas nas linhas:
multiplicamos a 12 coluna perg—ﬁ e somamos ha 22 coluna e multiplicamos a 12 colunagg)r

e somamos na 32 coluna. Efetuamos tais oesgultiplicando a matria direita porP; e PJ.
Resumindo as quatro opefsss obtemos,

a;; a2 a3 an O 0
PoPi| ap ap @ |PiP3=Di=| 0 ag) a%) )
13 A3 az3 0 aéé) aé?

ondeaéé), aé? e a%) sS40 os coeficientes que surgem ao final da etapa 1.

Devidoas opera@es realizadas os respectivos menores principais dagesasingtricasA e D,
sao iguais. Consequentemente temos,

A
el sy — =22
1
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(1)
Na etapa 2 multiplicamos a segunda linha d& por —a% e somamos terceira linha, repre-
. 2 ~
sentando tal operag pela matriZ’;, e completamos efetuando a op@&m@gorrespondente nas
colunas deD;, representada (a opetar) pela matri2}. Obtemos eléto,

1 0 ail 0 0 10 (‘()1) ail 0 0
1 1 2
PsD1Ps=| O 0 1110 ad &y || oo —% =lo a2 o |=D..
0 a3 1 0 1) (1) 2 0 0 (2)
ab 83 8g3 01 1 a33

Analogamente etapa 1, devidas operages efetuadas os menores principaifgeay 1, allag)
e allag)aég) S0 iguais aos respectivos menores principai.déssim sendo, obtemos

aj1=Ag, 31132) =N , anaé?aé? = Az,

2 _ Az @ _As
=— e =— .
) AL ST A,

Por fim, notemos quB'AP = D, comP! = PsP,P; e detP=1 m
Lembrete: A, B € M,(R) sdocongruentesse existeP inverdvel emMn(R) tal queP'AP = B.

Notagio: No que segue, identificamos vetores Bfrcom matrizes-colunas eMs, 1 (R):

X1
XZ(X1X2,X3)E X2

X3

Corolario 3. Com as hipteses e not@p da Propos#p 3, sejaQ(X) = X'AX, X e R3.

(@) SeA; >0,A,>0eA;>0enBoQ é definida positiva.
(b) Se, alternando sinaisz < 0,A; > 0 eAz < 0 enBoQ € definida negativa.

(c) Nao ocorrendo (a) ou (b) [ma4; s + 0], existemX; e X, tais queQ(X1) > 0eQ(X;) < 0.

Prova:

Pela Proposio 3 existeP ¢ M3(R) inverdvel, P'AP = D, D = [dij] uma matriz diagonal e
di=dj1=Asedi =dj = ﬁ, se 2<i < n. Ainda mais, sé& € R® existeY ¢ R tal queX = PY e,

Q(X) = X'AX = (PY)'APY =Y'P'APY = Y'DY.
Logo, & facil ver,

(a) Qé positiva definidae=d, >0 (V1<i<n) < A >0 (V1l<i<n).
(b) Qé definida negativa—>di <0 V1<i<n) <= A;<0,A,>0 e A3<0.

(c) Existem elementos na diagonal Becom sinais confirios. Logo, existér; € RS tal que
Y{DY; > 0 e existeY, € R® tal queY;DY; < 0. Assim, basta tomarmo§ = PY;,i=1,2 =

11



Definicdo O sinaldexe R é+1 sex>0,-1sex<0e0sex=0. Sex,y € R sao tais quex > 0
ey < 0, x ey temsinais opostos Sex > 0, x & positivo e, sex < 0, X € negativo. Sex > 0, x é
estritamente positivoe, sex < 0 enfio x é estritamente negativo

Teorema 3.Dadaf € C?(Q) e P, um seu ponto Gtico, consideremos osimeros:

&t & f 5 f

92 XD i Pt 8Pt
fx(Po) » Hif(Po) =Hi=| G [(Po) e Hf(Po)=H=| 72 }? ez | (Po)-
yox Oy & f o f o f

adx  dwy ~ 0F
(a) Supondo-osao nulos temos,
(i) Se os tes f0 (estritamente) positivoBy & ponto de rmimo local estrito.

(i) Se (alternando sinaisx < 0, H; > 0 eH < 0, Py & ponto de raximo local estrito.

(iii)y Se (i) e(ii) ndo ocorremPy & ponto de sela.
(b) Se existirem ameros na diagonal principal d&f com sinais oposto$, & ponto de sela.

Esta afirmagoé valida independentemente flg ouH; ouH se anularem oudo emPy.

Prova:

Analogamente Proposigo 2 definimos para/ = (v, Vz,V3) = [V1 Vo V3] € R3ePeQ,

fix Ty fx Vi
QP(V) = [Vl Vo V3 ] fxy fyy fyz Vo |,
fe fyz fz V3

com as entradas da matriz3, amatriz hessiana# f de f, avaliadas enp.

(&) (i) Por continuidade, existe uma bola abeBtd®o;r),r > 0, em quefy, Hif e Hf sdo
estritamente positivas. Eid, pelo Cordirio 3 temosQp(V) > 0, VV # 0, e por um
resultado trivialmente a@ogo ao f provado em duas vaneis, na Proposip 2(i),

2
I (P)=Qo(7) >0, ¥PeB(PGir) & ¥V, com[¥|=1.

Entao, fixado um versow & elementar que a restig def sobre o segmenty +tV,
lt| < r, tem um ponto de imimo estrito enPy. Logo, f (Po+t V) > f(Po) se O< |t/ <r .
Assim, comoV é versor arbitario, obtemos

f(P) > f(Po),VPE B(Po;r),P:# PO .

(i) Segue do item (a)(i) aplicad®afungo—f.
(iii) Pelo Corofrio 3(c) existemv; e V5 tais queQp, (V1) > 0 e Qp,(V2) < 0 e escolhendo
2
Seus versores se preciso, supoivgs= 1 e|v;| = 1. Enfo, gz_\;l(PO) = Qp,(V1) > 0,
%(PO) = Qp,(%2) < 0O, f restrita a0 segment®y + tvy, |t| pequeno, tem erRy um
ponto de rinimo estrito e,f restrita ao segment®y, + tvz, [t| pequeno, tem erRy um

ponto de naximo estrito. LogoPy naoé extremante local @ um ponto de sela.
(b) Obvio m
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Comentario Tal teorema tem a@logos nas vagiveisy e z, se ao ines defy(Pg) # 0, tivermos
fyy(Po) ou fz(Po) n&o zero. Seyy = fyy = f, = 0, emPg, e HT(Pg) # 0 & claro queQ(r,t,s) =
26rs+ 2ert + 2y st muda de sinal &, € ponto de sela.

Exemplo 9. Estude com reld&p a naximos e nnimos locais a furio

f(xy,2) =X +y*+Z -3x-3y-3z+2.

Resolugio:
Temos,
Vi=(30¢-1),3(/-1),3(Z- 1)),
e 8 pontos dticos:
Po = (Xo0,Yo. %) = (£1,%1,+1).

Como as derivadas parciais em uma &eel $.0 fun@es independentes das demaisaseeis, as
derivadas mistas$,y, fy, e fy; sS40 nulas e a matriz hessianalé uma matriz diagonal:

6x 0 O 6x O
X
Hf(Po) = 0 6y 0 N H_‘]_(Po) = O Gy .
0 0 &

Pelo Teste do Hessiano para uma fimgle tés varaveis, os pontos a seguir, em gque a diagonal
troca de sinal&o de sela:

P,=(1,-1,-1), P,=(1,1,-1), P3=(1,-1,1), P,=(-1,1,1), Ps=(-1,,1,-1), Ps = (-1,-1,1).

EmP;=(1,1,1) temosH;f >0,Hf >0 e f > 0; logo,(1,1,1) & ponto de rimimo local.

EmPg=(-1,-1,-1), comoH;f >0,Hf <0 ef<0,(-1,-1,-1) & ponto de raximo local m

Exemplo 10.Estude com reldp a naximos e nmimos locais, e pontos de sela, a faog

5
f(xy,2) = XE +yr+ 2 - § - 2y%.
Resolu@o:
Os pontos dticos satisfazeny f(x,y,z) = (x* - x2,4y° - 4y,47%) = (0,0,0). Logo,

X(x*-1)=0,4y(y*-1)=0,2=0.

Istoé,

P, =(0,0,0), P,=(0,-1,0), P3=(0,1,0),
P,=(1,0,0), Ps=(1,-1,0), Ps=(1,1,0),
P;=(-1,0,0),Pg=(-1,-1,0),Pg = (-1,1,0).
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Temos, fyx = 4x3 — 2x = 2x(2x% - 1), fyy = 12y% — 4 = 4(3y? - 1), f, = 127 e derivadas mistas
nulas. Analisemos as matrizes &n(note quez=0), 1<i <9,

2x(2x% - 1) 0 0
H(F)(P) = 0 43°-1 o |,
0 0 fz=0
| 2x(2¢-1) 0
Hi(f)(Pi) = 0 azp-1) |

Como o (determinante) hessiadaero, analisemos os sinais na diagonal da matriz hes$ielt.
Teorema 2(d), os pontositicos em que a diagonal dé¢f troca de sinal&o de sela. Assim, no
pontoP, temosfyy = 2 e fyy = -4; emPg e Pg temos, fy, = -2 e fyy = 8.

Os pontodP;, i = 1,2,3, tem a formaP; = (0,y;,0) comy; = 0,-1 ou 1, respectivamente, asde
sela:x = 0 nao& maximo ou mirimo local da restr@og; (x) = f(x,y;,0) = x3(§—%) + (yH-2y?)
pois("—s2 - %) <0sex~ 0ex® é positivoa direita de zero e negatigoesquerda. Ist®, a diferenca

2
F(x3.0) - F(0.0) = X - 3)

€ positiva ou negativa conformese aproxima de 0 pela direita ou pela esquerda.

O pontoP; = (-1,0,0) & de sela poig(z) = f(-1,0,2) = Z* + 135 tém ninimo local estrito em
z=0ey(y) = f(-1y,0) = & +y* - 2y? ¢ = 12y? - 4 tem maximo local estrito eny = 0.

Os pontosPs = (1,-1,0) e Ps = (1,1,0) sdo de ninimo local pois as furfies de uma vaaivel,
ng—é y*-2y? eZ* tém ninimo local emx = 1,y = +1 ez = 0, respectivamente, e considerando-as
fungdes de tés varaveis,x, Y, z, elas €m minimo local em(1, +1,0) e, a soma dasés, que f,
tém ninimo local em(1, +1,0) .

Resposta:Pontos de sela?;, Py, P3, P4, P7, Pg € Po. Pontos de fimimo local:Ps e Ps m
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Matriz Hessiana e Maximos e Minimos em Varias Variaveis

Supondof € C2(Q), Q aberto enR", e considerando a matriz (sitmica) hessiana deemPq

Al &t &t
24 XX T XX
of
HE=HIP)=[-—(P)] = .. . . . |
0% X 1<i,j<n
& f 5 f &% f
L OXn X1 XXy T OXaXn

sejaAg, 1 < k< n, omenor principal de ordenk dado pelo determinante da matkiz k formada
pelas primeira& linhas ek colunas deH f.

Teorema 4.Dadaf € C?(Q) e Py um ponto citico, consideremos o<imerosA; , Az, ...A, .

(a) Supondo-osao nulos temos,
(i) Se todos &o (estritamente) positivoBy & ponto de rmimo local estrito.
(i) Se (alternando sinaig); < 0,A; >0, A3 <0, etc,Py € ponto de raximo local estrito.
(iii)y Se (i) e(ii) nao ocorrenPy, & ponto de sela.

(b) Se existirem imeros na diagonal principal d&f com sinais oposto$)y € ponto de sela.

Prova: Com a argumenté@p no Teorema 3 claro que exist®' € Mp(R), comP! um produto
finito de matrizes que realizam a opetagle multiplicar uma linha por umimero e ergo soma-
la em uma outra linha, tal que'H f(Pg)P = D, D = [dij]1<i j<n uma matriz diagonal. Como
0S menores principaisao mudam com cada ope#agtemosd;; = fyx = A, diidyy = Az €
Oy = i—i,...,djj = %. O restante da prov@aralogo ao Teorema 3m

No que segue aplicamos armula de Taylor de ordem 2 e Multiplicadores de Lagranga par
expressar o Teste da Derivada Segunda segundo o conceittoeeator de uma matriz.

Notacao: Identificamos vetores ef®” com matrizes-colunas eMp,1(R):
X1
X=(Xg,yes Xn) =
Xn
Definicdo: A aplicago linearT : R" - R" determinada pela matrix ¢ Mp.n(R) & dada por
T(X) = AX.
Definigao: SeA e Mn(R) eniol € R & umauto-valor de A se existeV € R" tal que

AV = AV .

Definicao: SeA € M«n(R) & sintrica aforma quadr atica associada & & a aplicago

Q:R"->R, Q(X)=X'AX=AX-X .
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Lema 4. SeQ é a forma quadittica associada matriz singtricaA € M.n(R) entio
VQ(X) = 2AX .

Prova:

n n
SeA=[a;] enBloAX = ( ‘Zlaljxj _Zlanjxj ) e entio, comaa;j = ajj,
j= j=

n n n
QX) =% Y aixj=2 3 a&jxxj + yaix .
1 i=1

i=1 = I<i<j<n
Logo,
0Q n —
— = 2> agX + 28X =2). ajX;] = VQ(X)=2AX m
(2% j=k j=1

Coroléario 4. SejamM, o maximo, em, o minimo, deQ sobre a esfera ugitia{X ¢ R" : |X| = 1}.

(a) Os rumerosM e msao, respectivamente, o maior e 0 menor auto-valores (dais)
(b) mX|? < Q(X) < M|X|?, YX e R".
(c) Q & definida positiva se ésse todos 0s auto-valores desao estritamente positivos.

(d) Q € definida negativa se é se todos os auto-valores Aesao estritamente negativos.
Demonstra@o’:

(@) Por ser comtuaQ assume r@aximo e ninimo sobre o compact8™! = {X e R": [X| = 1}.
Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, para cada perméaximo e de rmimo X
na esfera unitriaS"* = g71(0), comg(X, , ..., Xn) = X2 +.... + X2 — 1, existed € R tal que

?Q(xl,... ,Xn) = /l?g(xl,... ,Xn) s
e enho, para tais pontos e pelo Lema 4 temos
2AX = 12X = AX=aX,
e assim, sy, | Xu| = 1, & tal queQ(Xym) = M e Ay € R & tal queAXy = Ay Xm, temos
M = Q(Xw) = AXp - Xu = Am[Xm[* = Am,

e analogamente tem@e{m = AnXm, [Xm| =L em= Q(Xn) = AXn - Xm = Am.
Ainda, sel € R & auto-valor dé, & claro que exist&/, | V| = 1, tal queA(V) = AV. Logo,
m<Q(V)<Me,aindaQ(V)=(AV)-V=AV -V =/ V[]?= 1, dondem< 1< M.

(b) SeV =0 enfio,

m< Q(z) <M = mc< A(z).

= — <M.
\ \

VoM me )

Vi VP2

(c) e (d) Seguem trivialmente de (b)m

1E provado emAlgebra Linear que toda matrix simétrica e real de ordem temn auto-valores reais: asiz@s, com suas
multiplicidades, do poliamio caractdstico p(1) = det{A— A1), | a matriz identidade dbl,(R). Mas, réo utilizaremos tal fato.
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Lema 5. Sejaf € C2(B(a;r)), comB(a;r) c R", r > 0, a um ponto estacidrio (istoé, ponto
critico) def e V = (vq,...,V,) e R" tal que| V| < r. Enfio,

n 2
fla+ V) = % 5 aaaf B @V ¢ [VPE(® V), com limE(a; ¥)=0.
ij=

Prova:

FixadoV = (v1,...,Vn) # 0 € R", | V| < r, consideremos o seu versar = (w, ..., wn) = %
Aplicando ap(t) = f(a+tw),te[0,r), a Formula de Taylor com Resto Infinitesimal temos

() e(t) = ¢(0) + (Ot + @tz + PE(O;t), lim E(0;t) =0

com, analogamente ao mostrado no Teorema 2 e no &ird! para funges em duas vaveis,

noo9ef

, - _\ of "
(= 1@. ¢O=(T1@.3)-L@=0e ¢©-% D=2 G @
Assim, substituindo tais exprésss em (*) obtemos a equEeg
- 2 0, 9 2 .
f(a+tw) = f(a) + = Z ——(a)wiw; + t°E(0;t) ; Illrrg) E(0;t) =0,

|115N5M

v

we notando quév 2 wiwj = V;Vj conclimos a tesem

da qual com a substitldgst = | V] ew =

Teorema 5Sejamf € C2(B(a;r)), comB(a;r) c R", r > 0, aum ponto estacidario def e
n aZf

QAV) = X

———(a)VVi, V ={vi,...,Vp) eR".
& [9xi6xj( ViV (1 n) €

Entao,

(a) Se os auto-valores @éf (a) sdo estritamente positivo$,tem um ninimo local ema.
(b) Se os auto-valores d¢f(a) sao estritamente negativosfem um naximo local ens.

(c) Se#H f(a)tem auto-valores positivos e negativos, ambos estritargatum ponto de sela.
Prova:

(@) Sem> 0 & o menor auto-valor d&, pelo Cororio 4 (b) temosQ(V) > m[V|?, vV e R".
Ainda, pelo Lema 5 e sua nofag existes > 0 tal que|E(a; V)| < 3 se 0< | V| < 6 e enfo,

f(a+ V)~ f(@) = 5Q(V) +[VPE@E V) = TNvF - TvF = T197 >0,

(b) Segue de (a), trocandopor - f.
(c) Basta notar que ské auto-valor dé\ e V & um vetor unério tal queAV = AV engo,
Pt
OV2
Logo, havendo auto-valores com sinais opostos, sobre umesgg pora a restri@o def
assume ema um valor minimo estrito e sobre um outro segmento pof assume eraum

(@) = Q(V) = AV -V = VP =

valor maximo estrito. Logoa naoé um extremante local dee & um ponto de selam

17



O resultado abaixo permite mostrar a “volta” do Teorema th ésseQ &€ uma forma definida
positiva endo 0s menores principals,....An SA0 estritamente positivos.

Corolario 4: SeA € Mpn(R) € sinetrica e real €@(X) = AX- X >0, VX %0, ento detA > 0.
Prova:

Pelo Coroario 3 o polidmio caractedstico deA, p(1) = det(A - Al), | a matriz identidade de
ordemn, tem ao menos umaimareal e todas as suadzas reais pertencem(@, +«). Ainda
mais, seu modmio de maior gra@ (-1)"A" e assim,

Alim p(d) = Alim (-1)"2" = +00 , sejan par ouimpar.

Ento, como @o Ha rdzes reais enj—oo, 0] segue que(0) = detA & estritamente positivom

Estratégia para a determina@o de maximos e mnimos, locais e absolutos.

Defini¢des topobgicas: Abaixo,R" €R ouR? ouR3. Sejaac R".

o Aéfechadose seu complementéaraberto.
e A=K cR" écompactoseé fechado e limitado.

e Ointerior deA, int(A), & o conjunto dos pontd& em A tais que existe uma bola aberta
centrada enX e contida emA: B(X;r) c A,r > 0.

e A fronteira deA, indicada poBA, & o conjunto dos pontos € R" tais que toda bola aberta
centrada enX intersectaA e A®, o complementar deA. Istoé,Vr > 0,B(X;r)nA+ e
B(X;r) nAC # &.

Obs DadoX € Ac R", X & umponto interior, X € int(A), oude fronteira, X € dA.

Def. Dadaf : Dom(f) - R e Ac Dom(f) c R", umextremante local def em A & um ponto
P, € A queé maximo, ou minimo, local de f restrita a A. Isto &, exister > 0 tal queP, &
maximo, ou ninimo, def restrita ao conjunt®(Po; ) N A.

Segue, sem a demonstéag um resultado fundamental para estudo dgimos e nmimos.

Teorema (Weierstrass)Dadaf € C(K), K compacto enR", f assume valor @ximo absoluto e
minimo absoluto enk. Isto g, existemP; e P, € K tais que

f(Py) < £(X) < f(Py), VXeK.

Determinagio de maximos e ninimos, locais e absolutos, pard € C(K):

(1) Restringindof aint(K) determinamos os pontositicos, candidatos a extremantes.

(2) Investigamos os pols&is pontos de @&ximo e minimo de f sobre a fronteiragK, ou ele-
mentarmente ou (veremos) por multiplicadores de Lagrange.

(3) Os extremos absolutos astentre os valores denos pontos encontrados.
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