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42 LISTA DE EXERCICIOS

. Seja f(xz,y) =1, para todo (x,y) € R = [a,b] x [¢,d]. Prove que
[ 1@ yydzdy = o= a)d-o).

. Seja f: R=[a,b] x[c,d] > R definida por
Ise(xz,y) e (QxQ)nR

f(x,y)={ .
0se (z,9) ¢ (QxQ)nR.

Determine se f ¢é integravel ou nao. Se f é integravel, compute sua integral.

. Prove, a partir da definicao de integral dupla e da teoria da integracao em R,

[ b]f{d] xdxdyz@(d—c)z(d—c)fabxdx.

. Sejam f:[a,b] > Reg:[c,d] = R continuas e positivas. Prove, a partir da definigdo
de integral dupla e da teoria da integracao em R, que fg ¢é integravel e

I @y =( [ rar)( [ o).
[a,b]x[c,d]

. Sejam f: X > Reg: X - R limitadas, com X um subconjunto de R?. Mostre que

inf f+infg<inf(f+g) e sup(f+g)<supf+supyg.
X X X X X X

. Seja X um conjunto (universo), I um conjunto de indices e {A; : i € [} uma familia
de subconjuntos de X. O complementar de um subconjunto A de X é A¢=X \ A.
Mostre as relagoes:

(Ua) o o () U
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Seja R =[a,b] x [¢,d]. Para A um subconjunto de R? temos as defini¢oes abaixo.

e O complementar de A: A¢=R2\ A.
e O interior de A: int(A) ={ae A: existe r >0 tal que B(0;r) c A}.
e Ofechode A: A={zeR2: B(x;r)nA+a,Vr>0}.
e A fronteira de A: 0A={zeR2: B(x;r)nA+@ e B(z;r)n A+ @, Vr>0}.
Com o simbolo v indicando uma reuniao disjunta de conjuntos, mostre
i) R=int(A)vdAu (RN A)
(i) 1= Xint(a) + Xo(4) + Xp7-

Seja A um subconjunto de R2. Mostre que

(i) O conjunto A\ int(A) estd contido na fronteira de A.

(ii) A fronteira do interior de A estd contida na fronteira de A.
(iil) xa = Xint(A) T X Axint(A)-

Sugestao: Faca um desenho ilustrativo.

Seja A um subconjunto de R2. Mostre que

(i) A fronteira de A est4 contida na fronteira de A.

(ii) A fronteira de A \ A est4 contida na fronteira de A.
(i) X7 = X4+ X7ua-
Sugestao: Faca um desenho ilustrativo.

Seja f: K — R? continua, com K compacto em R2. Mostre que f(K) é compacto.

Sugestao: Utilize a seguinte caracterizacao de compacidade: “K é compacto se e
somente se toda sequéncia em K admite uma subsequéncia convergente a um ponto

de K. Considere entao uma sequéncia ( f (zn))mN em f(K) e mostre que ela admite
uma subsequéncia convergente em f(K).

Sejam A e B subconjuntos de R?, com A c B. Mostre que se B tem contetido nulo

entao A também tem contéudo nulo.

(i) Sejam A e B dois subconjuntos de R?, ambos com contetido nulo. Mostre que

AU B tem contetdo nulo.

(ii) Mostre que a reunido finita de conjuntos de contetido nulo é um conjunto de

conteudo nulo.
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Seja f: A — R integravel, com 0A de contetido nulo. Mostre as afirmagoes abaixo.

(i) A restricdo de f ao aberto int(A), denotada por f| " tint(A) - R, e que
int

abusando da notac¢ao indicamos apenas por f, é integravel e

[th(A) fdxdy = [[Afdxdy.

(ii) Consideremos f: A - R uma extens3o limitada qualquer de f ao compacto A.

Entao, f é integravel e
fﬁ?dxdyzﬂfdxdy.
A A

Sugestao: Utilize os exercicios 8, 9 e 11. Talvez também lhe seja 1til ou o Corolario
9, ou a Proposi¢ao 10 ou o Lema 12 (ou uma combinagao deles) nas notas de aulas.

Seja A um conjunto de contetido nulo. Mostre que JA tem contetido nulo.

Sejam A e B subconjuntos de R?, com A c¢ B. Mostre que se B tem medida nula
entao A também tem medida nula.

(i) Sejam A e B dois subconjuntos de R%, ambos com medida nula. Mostre que
AU B tem medida nula.

(ii) Mostre que a reuniao finita de conjuntos de medida nula é um conjunto de
medida nula.

Seja F': R =[a,b] x[c,d] - R integravel e C' c R tal que C tem contetido nulo. Seja
G :[a,b] x [¢,d] — R limitada tal que G = F em R~ C. Mostre que G ¢ integrével e

Gdxdy = [/ Fdxdy.
[/a,b]x[c,d] [a,b]x[c,d]
Sugestao: Aplique o Teorema de Caracterizagao para funcoes integraveis.

Seja f: A - R continua e A um subconjunto limitado do plano com fronteira de
conteudo nulo. Mostre que f ¢é integravel.

Sugestao: aplique o Teorema de Caracterizacao para funcoes integraveis.

Seja f: A - R integravel. Mostre que |f|: A = R é integravel e

<[] 1@ pldzdy.

Sugestao: aplique o Teorema de Caracterizagao para fungoes integraveis.

] yyasiy

Estude, e reescreva com sua proprias palavras, a demonstragao de que toda funcao
continua f: K - R, onde K é um compacto em R?, é uniformemente continua.



