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Justifique todas as passagens
Boa Sorte!
1. Dadas as retas L ¢ Lo
-1 -3 -2 -2 —6 2
L, T _ Y _ z o L, T _ Y 2y 7
2 2 1 1 -1 3
determine:

(a) se Ly e Ly sao paralelas, concorrentes ou reversas.
(b) se forem concorrentes , determine o ponto de intersecgdo das mesmas.

(c) se forem reversas, compute a distancia entre Ly e L.

Resolugao: Vide Questao 2, 1* Prova de Calculo I1I-10-2010.



2. Dé exemplos de fungoes f : IR? — IR tais que (verifique o que afirmar):
a) f admite derivadas parciais em (0,0) mas nao é diferenciavel em (0, 0).
b) f tem todas as derivadas direcionais em (0,0) mas nao ¢ ai diferenciavel.

¢) f admite derivadas parciais em Py = (¢, yo) mas o plano
T fo(®o, Y0) (2 —x0) + fy(@0,Y0) (Y—40) — (2—20) =0, 20 = f(z0,50) = f(Fo),
nao é tangente ao gréafico de f.

of
¢) existem as derivadas direcionais —=, Vo unitdrio, mas nao vale a férmula

8—»7

of

Solucgao:

Consideremos a func¢ao

fx,y) z{ SgTyy% 22 Ei,z;i(o,m |

(1°) Para que f seja diferenciavel investiguemos se o limite abaixo é ou nao zero:

hi)»00) V2L K2 (k)00) (h2 + k2)VRZ F B2

Restringindo o computo do limite acima sobre a reta k = h obtemos

. f(h,h) =0 . h3 , 1 A
lim ———— = lim —— = lim —— —,
h=0 RZ+ B2 h=02R2\/2h2  h=024/2 |h|
o qual nao existe e consequentemente f nao é diferenciavel na origem.

(b) Dada uma diregao 7 = (a, b) , || = va? + b* = 1, investiguemos a existéncia
da derivada direcional a—é(O 0) computando o limite:

of 0) = lim f(ta,tb) — f(0,0) i 1 { ta(tb)? 0}

= lim ab® = ab®.

a_'( t—0 t 150 Z t2a2 + t2b2 N t—0

Logo, existem todas as derivadas direcionais de f na origem.

Vide proxima pagina.



(c)

Por (b), as derivadas parciais na origem de f = f(x,y) existem e temos

Y £(0,0) = <g—£(0,0),g—£(0,0)> = (0,0) .

Portanto a equacao planar citada no enunciado é
m: z2=0.

Porém, a curva contida no grafico de f = f(z,y),

t
A1) = (41 f (1) = (1. 5)
é tal que ~/'(t) = <1,1,%> sendo que tal vetor nao é paralelo ao plano
m: 2z = 0. Donde, tal plano nao é tangente ao grafico de f na origem.

Se F' é uma fungao arbitraria diferencidvel na origem, é vélida a férmula

OF 0.0y = VF(0,0)- T .

ou

Assim, se a fungdo f acima dada fosse diferencidvel na origem, por (b) e
(c) terfamos g—g(0,0) -0 -7 = 0, para todo vetor unitirio 7, o que
evidentemente nao ocorre para todos os versores ja que a férmula para a as
derivadas direcionais é g—é(O, 0)=ab®* N



0 0
3. Determine gz e gz para

O0s ot

z=e%gy,

Resolugao: Temos,

e entao,

Js

ot

0s _ o2 (2 4 9)tg () + oS t2s

2)tg
= (-8 ) (D) + e



4. A funcdo z = z(x,y) é diferencidvel e é dada pela equagao, com abe # 0,

Mostre que a equagao do plano tangente ao grafico de z(x,y) em (o, Yo, 20) é

ToX Yoy Z0%

@ Tete b

Solucgao:

Notemos, para esbo¢armos uma figura, que o gréfico de z = z(x, y) esté contido

2 22

noelipso’ideE:ﬁ—; + = + Z=1

Ainda, o gréfico da fungao z = z(x,y) estd contido na superficie de nivel 1 da
fungao F(x,y,2) = ﬁ—; + ‘Z—i - i—; Assim, o vetor gradiente

2 2 2
ﬁF($071/0720):< 0 ﬂ ﬁ>7

a? b2 2

ortogonal a superficie de nivel 1 de F' = F(x,y, z) no ponto Py = (xo, Yo, 20), ¢
também normal ao plano tangente ao grafico de z = z(x, y) neste mesmo ponto
Py = (0, Yo, 20)- Logo, a equagao do plano 7, tangente ao grafico de z = z(z, y)
no ponto Py = (o, Yo, 20) €

T Y z
7r:a—g(:z:—xo)+b—g(y—yo)+c—g(z—zo):0.

Mas, escrevendo

2 2 2
zo Yo 20 — o Yo 20 Zo Yo 20
B —z)+BW—Y)+BE—2n)=Br+By+B2- S -3 —F=

— Z Yo 2
=3r+py+32-—-1,

obtemos a equacao



5. Estude com relagao a maximos e minimos locais a fungao

flz,y,2) = 2% 4+ 2y + 3> + 2> — br — 4z .

Solucgao:
Os pontos criticos satisfazem

V)f(x,y,z):<3x2+2y—5,2x+2y,2z—4> :

Logo, os pontos criticos sao

5 b
Plz(_17172) € P2:<§a_§72> )

e a matriz hessiana Hf e o determinante H; fsao

Oz 6x

2
Hf = , Hlf:’ ) 2‘:1233—4.

S NN
N OO

2
0
No ponto P; temos Hf(P) = =32 < 0, Hif(P1) <0 e f..(P1) —6 < 0. Logo,
P, é um ponto de sela.

No ponto P, temos H f(P2) =16 > 0, H1 f(P,) =8 > 0 e f..(FP2) > 0. Logo, P»
¢ um ponto de minimo local estrito.



6. Extra.
Determine o ponto sobre a reta de interseccao dos planos x + 2y + 2z = 1 e
—3x — y + 2z = 4 que estd mais proximo da origem.

Solucgao:

Vide outra solugao em Lagrange, em MAT-145-10-2010, Exemplo 6, pg. 9-10.

Minizemos a fun¢ao D(z,y, z) = x?+y*+ 22, que indica o quadrado da distancia
de um ponto P = (z,y,z) € R3 & origem, sujeita as restricoes planares

mir+2y+z=1 e Ty —3x —y+22=4.

Notemos que o problema pedido tem, geometricamente, uma solucao.

Notemos também o plano 7 é a superficie de nivel 1 de f(z,y,2) =z +2y+ 2
e o plano 7y é a superficie de nivel 4 de g(z,y,2) = —3x — y + 2z. Notemos
também que os vetores normais a m; e 7y sdo, respectivamente,

Tl = (1,2,1) = ﬁf(x,y, z) e Ty, = (—3,—1,2) = ﬁg(x,y,z) ,

0s quais sao nao paralelos e portanto estd satisfeita a condigao necessaria a
aplicagao do método dos Multiplicadores de Lagrange:

VI(P)x Vg(P)#0 .
Entao, se Py € m; N7y é o ponto procurado, existem reais A e p tais que
VD(R) = AV(P) + uVg(P),

ou, equivalentemente [utilizando que v f(P) x ﬁg(P) 0,

2330 2y0 22’0
1 2 1 | =10x9g — 10y + 10z =0 .
-3 -1 2

Assim temos, Yy = xg + 2o e substituindo nas equacoes de 7 e 7Ty encontramos

3xg+ 320 =1
—4.’13'0 + 20 = 4,
o que implica xg = —% e zp = % e, entdo, yg = %

Resposta Final: Py = ( — % ’ % : i_g) n



7. Extra.
Seja f(x,y) = (y — 2*)(y — 22°), (x,y) € R®.
(a) Determine os pontos criticos.

(b) Compute a matriz hessiana nos pontos criticos. O que o teste do hessiano
nos informa ?

(c) Mostre que f restrita a qualquer reta y = mx pela origem, m uma constante
real, tem neste ponto um minimo local.

(d) Classifique os pontos criticos encontrados.

Resolucao: Vide Hessiano em MAT 145-10-2010, Exemplo 7, pg. 9.



