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1 - Regra da Cadeia (idéia da demonstragao)
Supondo z = f(y) e y = g(x) fungoes diferencidveis de R em R, determinemos a
derivada da fun¢ao composta z = (fog)(x). Interpretando derivadas como limite

de taxas de variagao temos
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sendo que se Az tende a zero entdo Ay = g(x + Azx) — g(z) também tende a zero
( pois g é continua, ja que derivavel ) e assim,
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Isto é, a taxa de variacao da composta é o produto das taxas de variacao e, ana-

logamente, a derivada da composta é o produto das derivadas.

Identifiquemos os pontos analisados. Sendo = = p e y = g(p) temos,
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sendo que esta dltima aproximagao segue de Wp)(p)) ~ f'(g(p)) se y ~ g(p), o

~ f'(g(p));

que realmente ocorre pois, ja vimos, y = g(p+ Ax) tende a g(p) quando Az — 0.

Passando ao limite (para Az — 0) as aproximagoes acima, encontramos

(fog)(p) = f(9(p)g'(p) .
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Atencao O computo é valido desde que Ay = g(p + Az) — g(p) # 0, o que é
verdade (para valores pequenos, nao nulos, de |Az|) se admitirmos ¢'(p) # 0.
Temos entdao a regra da cadeia provada nos pontos em que ¢’ é nao nula. A

demonstracao completa é um pouco mais elaborada (vide texto cadeia-inversa).

2 - Elementos para esboco de graficos e determinagao de maximos e
minimos
[-Se f:I=(ab) — R éduas vezes diferenciavel e J = (¢,d) C (a,b), entdo
temos,
(i) se f* > 0 sobre J entao f ¢ estritamente crescente sobre .J,
(ii) se f* < 0 sobre J entao f é estritamente decrescente sobre J,
(iii) se f” > 0 sobre J entdo f tem concavidade voltada para cima sobre J,
(

iv) se f” < 0 sobre J entdo f tem concavidade voltada para baixo sobre J.

Prova de (i) e (ii).

se f' > 0 sobre J entdo, se z,y € J, x <y, pelo TVM temos que f(y) — f(z) =
f'(c)(y — x) > 0, para algum c entre x e y, e portanto, f(y) > f(x). Analoga-
mente se f' < 0 sobre J.

Interpretagao de (iii) e (iv) :

Suponhamos que a variavel é temporal. Se f” > 0 sobre J, as retas tangentes a
curva descrita por uma particula que se move ao longo do grafico de f, restrita
a J, sdo tais que suas inclinagoes (coef. angulares) aumentam com o decorrer do

tempo. Logo, a concavidade é voltada para cima. A interpretacao é analoga se
f"<o.

IT - (i) Se um ponto é de maximo ou minimo entdo a derivada no ponto é nula.
(i) Um ponto de inflexado ¢é definido como um ponto onde muda a concavidade.
Assim, em um ponto de inflexao a derivada segunda é nula.

Prova de (i): supondo f'(p) > 0, f’ continua, temos f’ > 0 em um pequeno
sub-intervalo J contendo p e, f crescente em J. Absurdo! pois p é de maximo ou
minimo. Analogamente, f'(p) < 0 é também falso. Concluimos que f’(p) = 0.

Prova de (ii): supondo f” continua, a concavidade ’antes’ do ponto p voltada



para baixo e 'apds’ voltada para baixo, temos f” < 0 antes de p e f” > 0 depois

de p ; segue que f"(p) = 0.

[T - Seja f : I = [a,b] — R, derivavel em (a,b) e continua em [a,b]. Seja p
um ponto de maximo ou de minimo de f. Entao, ou p é um dos extremos do

intervalo I ou f'(p) = 0.

IV -Dada f : R — R, aretar : y =mx+n é dita uma assintota para f,
em +o0o, se lim[f(z) — (mx + n)] = 0, quando = — +o00. Analogamente para
assintotas em —oo e mesmo em um ponto p € R, f nao derivavel em p ; podendo

p pertencer ou nao ao dominio de f.

3 - Regras de L’Hospital Uma indeterminacao ocorre quando no computo
do limite de um quociente encontramos uma expressao do tipo % ou 2. O caso
trivial abaixo ¢ ilustrativo.

Sejam f e g derivaveis em p, tais que f(p) = g(p) =0 e ¢'(p) # 0. Entao,
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