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RESOLUCAO DE P(&4)z = R(t)e”!, R um polinémio real e v € C

Lema. Sejam a,, ..., a;, aq nimeros nao todos nulos e R(t) = b,t"+- - -+bit+by

um polinémio de grau menor ou igual a n. Consideremos a edo na variavel t
™ + ap 12"V 4 4 a2’ +agr = R(t) = but™ 4 - + byt + by.

(a) Se ag # 0, entao existe uma solugao polinomial (), com grau(Q)) = grau(R).

(b) Seja k = max{i : ap = 0,...,a; = 0}. Entao, a edo tem uma solu¢ao

polinomial da forma Q = t**1R;, com grau(R,) = grau(R).

Prova.

(a) Resolvamos o par de equagoes

) Q(t) = cpt™ + cpgt™ P+ -+ ot? + 1t + o,
% .
a0Q + a1Q' + a2Q" + -+ + @;QV + -+ + 4, Q" 4+ 4,Q™ = R,

identificando o coeficiente de t"~% nas parcelas an(j) , 7 < 1, nas demais ele é
zero. Fixada tal parcela um fator deste coeficiente surge do trivial computo,
&’

Cn,iJrj%{ tniiJrj} = cn,iﬂ(n —1 + j)(n — 1 +] — 1) cee (TL — 1 + 1)1&”71.,

. / = (n—i+j)!
e o coeficiente é entao a;cp_;4; T

O coeficiente de t"~ no sistema (*) satisfaz, a soma em ordem decrescente em

j=idi—1,...,0,

n! (n—i+j)!

(4) Gicmer' : '+ajcnfi+jW+' cFagCh—; = bp—i, 1=10,1,2,... n.



Pelas expressoes (i) acima obtemos a equacao matricial trivialmente resolivel,

[ 0 00 0 1Te 1 [on
ain ap 0 0 0 0 O 0 0 0 Cn—1 bn,1
Gy Gt ao 0 00 0 0 0 Coa bn—a
az(n”T'Z), ;1 ((2:1)): Qa; % Qo 0 0 0 0 Cn—i bn—z
agp 0 Co bQ

ag O 1 by

ann! a2 a; ag Co bo

(b) Neste caso, a equagao é

ane™ + - a2 = R,

Pelo item (a), a equacdo a,y™ %Y + ... + a1y = R, com k+ 1 < n, tém
solugao y(t) = Q(t), com grau(Q) = grau(R). Integrando y = y(t) k + 1-vezes, e
escolhendo em cada integragao zero para termo independente, obtemos a solugao
desejada W
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A FORMULA PARA P () {Q(t)e"}:

(Regra de Leibnitz). Sejam f e g pertencentes a C*°(R). Entao,

(fg)" = Xn: (n) FU)gm=a),

=0 \J

Prova.

O caso n =1 é trivial: (fg) = f'g+ fg¢’. Supondo a férmula para n, temos

(1) _ 4 - (”) (4) o(n—3) | _ - K”) (+1) ,(n—4) (”) (5) (n+1—j>1
(f9) dt[jojfg D) e ()1
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1) f(k)g(n+1—k) 4 f(n+l)g i Z (Z) f(k)g(n+l—k) 4 fg(n+1)
k=1

n+1 " /n+1 n+1
_ (n+1) (k) ,(n+1-k) (n+1)
<0>fg +;(k)f g +(n+1)f g
n+1 n
Z (k) Fk) g(nt1-F) gy
k=0

Utilizaremos também uma férmula para as derivadas de um polinomio. Dado

p(t) = apt™ + -+ ait + ao = Y _ axt*,
k=0

é facil ver que
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Teorema. Consideremos o operador diferencial com coeficientes constantes

bl d”+ et d
—_— a —_— .
ar )~ g Tt 2 T Mgy A0

Seja Q = Q(t) uma fungao de classe C*°(R). Entao, vale a férmula

(n) //
P (%> [Qe} = {p o e B )0 50

Prova.

Pela regra de Leibnitz segue

P = Y a e - [ 35S (I;)Q(”(t)v’“‘j]

k=0  j=0

Finalmente, trocando a ordem no somatdrio encontramos

N ks

k=0 i= 7=0

Logo,

P(L)we - [ v
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Corolario. Consideremos a edo homogénea
ant™(t) + - + a12' (t) 4 apx(t) = 0.

Se v é uma raiz de multiplicidade m do polinémio caracteristico p(\), entao as

m funcoes
el tedt .t lent
sao solugoes da edo.
Prova.
Utilizemos que p(y) = p'(y) = --- = p™Y(y) =0 e que Ztk =0sek>j.
Computando P(%) (t7eM), com j = 0,...,m—1, pela férmula acima obtemos
m—1 ; ;
d pr(y) d* () pr(y) d*(¥)
P( ) t] vt _ =04+0M0
Tl a T Z Rtk

Conclusao: Dada uma edo com coeficientes constantes e de ordem n, deter-
minando suas raizes caracteristicas e suas respectivas multiplicidades algébricas

enconramos n solucoes da edo homogénea.



