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OBJETIVO

Nesta notas apresentamos o que segue.
o A Teoria de Somas (ndo ordenadas) e sua relagdo com a Teoria de Séries.

o Cléssicos teoremas da Teoria da Medida (teorema de Tonelli, teorema de
Fubini, lema de Fatou e os teoremas da convergéncia mondtona e da con-

vergéncia dominada) transpostos para a Teoria de Somas Nao Ordenadas.

¢ (Apéndice.) A aritmética na reta estendida [-oo,+00] e 0s conceitos de

limite inferior e limite superior de uma sequéncia na reta estendida.
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Capitulo 1

Séries e Somas (nao ordenadas)

1.1 Séries

Consideremos K = R ou K = C e uma sequéncia (a, ), real ou complexa.

A série de termo geral a,, [ou série gerada pela sequéncia (a,)] é o par ordenado
((an): (50)),
com (s,) a sequéncia das somas parciais de (a,) e
Sp=ag+ -+ ay

a soma parcial de ordem n da série. [Notemos que explicitamos como somar os
termos de (a,). Agradeco ao prof. Jorge Aragona por tal esclarecimento.
Tal série é dita convergente se (s, ) converge em K e, neste caso, s =lims,, é

a soma da série indicada por
+00
S= Y ap.
n=0
A série é dita divergente se (s,) é divergente.

Abusando da notacdo, denotamos uma série arbitréria ((a,), (s.)) por
+00
>
n=0
Se a série Y, %) a, cOnverge, esCrevemos
+00
> ay, < 0.
n=0
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Se a série é de niimeros reais e lim s, = +o00, escrevemos

+00
> ay, = %00,
n=0

Dado p em N, definimos a série }.,,% a,, como

+o00 [}
ZGnZan, onde b, =0, sen<p, e b, =a, senp.
n=p n=0

. . N . +00 . .
Para investigar a convergencia de ), 7 a, podemos ignorar qualquer quanti-

dade finita de seus termos pois temos

n
Sp = Sp + Z Gy, para todo n > p,
m=p+1

e é claro que existe lim s,, se e s se existe

m=n

Isto é, a série Y% a,, converge se e sé se a série Y.'%° . a, converge. Se uma
) n=0“n g n=p+1 “'n ge.

destas converge, temos

+00 +00
Yan=s+ Y. an.
n=0

n=p+1
. +00 .
Uma série complexa Zn:O Zn converge se e somente se suas partes real e ima-

ginaria, dadas pelas séries reais
+00 +00
Y Re(z,) e Y Im(z,),
n=0 n=0
convergem e entao segue
+00 +00 +00
Z Zn = Z Re(z,) +1 Z Im(z,).
n=0 n=0 n=0

1.1 Proposigao. Suponhamos a, >0, para todo n € N. A série Y.1% a,, converge

se e somente se a sequéncia das somas parciais S, = ag + -+ a, € limitada.

Prova.

Trivial, devido a propriedade do supremo#
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Definicao. A série complexa Y% a, €
o absolutamente convergente se Y% | a,| < oo.
o condicionalmente convergente se Y., a,, é convergente e Y% | a,| = +o0.

No Teorema 1.12 veremos que as séries absolutamente convergentes sao con-

vergentes. Um exemplo classico de série condicionalmente convergente é

+ _ n

Z (=1) (série harmonica alternada).
n=1 n

1.2 Proposigao (Critério da Comparagao). Sejam Y% a, € Y120 b, séries

complezas, tais que
lan| < c|b,|, para algum ¢ >0 e para todo n>ng (para algum ng fixo),

e também Y% |bn| < 00. Entao,

+oo

> lag| < oo.

n=0

Prova. Trivials

1.2 Somas Nao Ordenadas em C

A Definigao 1.5 de familias soméveis [em K] a seguir, equivale a usual. De
fato, decorre da definicao cldssica de somabilidade que uma familia (v;); em um
espago vetorial de dimensao finita normado e completo (V, | -|) [i-e., um espago
em que as sequéncias de Cauchy convergem| é uma familia somével se e somente
se ela é absolutamente somavel [i.e., . ; |v;| < oo]. Com a defini¢ao aqui adotada,

tal equivaléncia se mantém. Vide Segao 1.4 (Apéndice).

Seja X um conjunto arbitrario e J um conjunto de indices arbitrario. Uma

familia em X, indexada em J, é uma funcao x : J - X. Indicamos a familia x por
(z;)jes ou (z;); ou, brevemente, (x;).
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Dada uma familia (p;) contida em [0, +o0], definimos

ij = sup{ij : F' é subconjunto finito de J} em [0, +o0].

JedJ jeF

Tal sup ¢ finito se e somente se existe um real M > 0 tal que

ij < M, para todo subconjunto finito F' contido em J.
jeF

Também escrevemos ) ; p; para Y ;.;p;. Se J ¢ subentendido, escrevemos

ij-

1.3 Proposigao. Sejam (p;); e (g;)s duas familias em [0,+oc0]. Entdo,
(a) X(pj+q;)=Xpj+ X4
(b) ¥ Apj =AY p;, para todo A em [0,+00).

(c¢) (Propriedade Comutativa) Se o : K - J é uma bijecao, entdo
2205 = D Path):
T K

Prova.
(a) e (b). Triviais
(c) Sao iguais os conjuntos sobre os quais computamos Y ;p; € Y Do(k)®

Dada uma familia (p;); em [0, +oco], se 3. ;p; ¢ finito (um ndmero real), dize-

mos que (p;); é uma familia somavel e que sua soma é o niimero
DD
J

Escrevemos ). ; p; < oo, indicando que (p;), ¢ (familia) somavel.
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1.4 Teorema (Associatividade). Seja (p;); uma familia em [0,+o0] e J uma

reuniao de conjuntos Jy, com k em K, dois a dois disjuntos. Entao,

;Pj: Z ij-

keK jedy

Prova. Mostremos duas desigualdades.

o Dado F finito e contido em .J, por hipdtese existem indices distintos kq, ..., k;,
todos em K, tal que F'c Ji, u...u Jy,. Donde segue
2Pi= 2 Ptk 3 p S X pt et p € ) DB
F FﬁJkl Fkal Jkl Jkl kGKjEJk
e entao, pela definicao de ). ;pj,
NI IDIN
J ke K j ey,

o Dados indices distintos kq, ...,k em K e conjuntos finitos Fy,, com Fj, c Jj.
se 1 <r <, os conjuntos Ji,,...,J, sao dois a dois disjuntos e portanto os
conjuntos Fy,,...,Fy, também. Sendo assim, temos

INAERDN DN
Fy, Fy, J
Entao, fixando os conjuntos Fj,, ..., Fj, e computando o supremo sobre a

familia dos conjuntos finitos Fj, contidos em Ji, obtemos a desigualdade

INIEDWIEEEDWIED W

Ty Fr, Fy, T

Argumentando analogamente (I —1)-vezes obtemos

2Pt it 2 py € )by
J

Ty iy i,

Por fim, como {ky, ks, . .., k;} é qualquer subconjunto finito de K concluimos

> > p < ijpﬂ

kel jeJy,



Seja x € R. Suas partes positiva e negativa sao, respectivamente,

r, sex >0 0, sex >0
D= e q=
0, sex <0 -r, sex < 0.
Temos,
OSpS|$| T=p—q o p:|z|2+:r
0<q<lal 2 =p+g g="

1.5 Definicao. Seja J um conjunto de indices.

o Uma familia (x;) de nimeros reais € somavel se as familias (p;) e (g;)
das partes positivas e negativas de x;, com j em J, respectivamente, sao

somdveis. Se (x;) € somdvel, sua soma (ndo ordenada) ¢
2.7 = 2P 245

o Uma familia (z;) de nimeros complezos é somavel se as familias (Re(zj))]
e (Im(zj))J, das partes reais e tmagindrias de zj, com j em J, respectiva-

mente, sdo somdveis. Se (z;) € somdvel, sua soma (ndo ordenada) ¢

Y zj =) Re(zj) +iY. Im(z;).

s

o Uma familia (z;), de niumeros reais ou complexos, é uma familia absoluta-

mente somavel se a familia (|2;]); € somdvel. Isto é, se

Z|Zj|<00.
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1.6 Teorema. Seja (z;) uma familia de nimeros complezos. Sao equivalentes:
(a) (z;) € somdvel.
(b) (z;) € absolutamente somdvel.

Prova.

Consideremos as familias de ndmeros reais (Re(zj)) ;€ (Im(z])) ;€ as
familias de suas partes positivas, denotadas (p;) e (P;), respectivamente, e

de suas partes negativas, denotadas (g;) e (Q);), também respectivamente.

Para todo 5 em J temos
(1.6.1) 0 < min{p;,q;, P}, Q;} Smax{pj,qj,Pj,Qj} < |z € pj+g;+Pj+Q;
Logo,

Z |z;] é finita se e somente se ij, qu, ZP] e ZQj sao finitas.

Donde concluimos que a familia (|z;|) é somével se e somente se a familia

(#;) é somavels

1.7 Corolario. Seja (z;); somdvel e K c J. Entao, a familia

(Zk)keic

é somavel.

Prova.

Pelo teorema (1.6) temos Y, |z| < oo. E fécil ver que

DLzl < Xl

K J

Utilizando novamente o teorema 1.6, concluimos que (zj)x é soméavels



1.8 Proposigao. Sejam (z;); e (w;); familias somdveis em C e X € C. Entao,

as familias (z; +w;) s e (Az;); sGo somdveis e valem as propriedades:
(a) Y(zj+wj) =Yz + Yw;.
(b) Z)\Z] = )\ZZ]

Prova. Exercicio.

1.9 Teorema (Propriedade Comutativa). Seja (z;); uma familia somdvel

arbitrdria de numeros complexos e o : K - J uma bijecdo. Entao,

EJ:ZJ' = ) Zo(k)-

kelkC

Prova. Exercicio.

1.10 Teorema (Lei Associativa para Somas Nao Ordenadas). Seja (z;);
uma familia somdvel em C. Suponha J uma unido de conjuntos Jy, com k em K,

dois a dois disjuntos. Entao, a familia (z;)je, € somdvel, para todo k em IC, e

EJ:ZJ‘: ZZZJ-

kek Jg

Prova.

Devido a definicao de somavel para familias complexas e a linearidade da

soma, podemos supor (z;) somavel e

(2) € [0, 00).

Pela associatividade para somas de ntimeros positivos (Teorema 1.4), con-

cluimos a prova deste teorema

10
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1.11 Proposicao. Sejam (z;); e (wi) i familias somaveis em C. As familias
(z) e (zwn)ixx

sao entao somaveis e valem as propriedades abaixo.
(@) Xz=27%
®) X zwe= () (D wn).

JxK

() |Z Zj‘ <zl
Prova.

(a) Pela definigdo da soma da familia (z;) e por linearidade, segue
sz = ZRe(zj) -1 ZIm(zj) = Z[Re(zj) —iIm(z;)] = Zz_J

(b) Temos ¥ sy i |25] [wi| < (X 124]) (X Jwi|). Logo, a familia (z;wy) sxx ¢ somavel.

Pela propriedade associativa (1.10) segue
P =TS su 35 T u) - (Su) (£4)
JxK jeJ K jed K K J

(¢) Temos

>zl - (sz) (ﬁ) = (X %) (X7)

Jed keJ
= Z ZjZ_k.

Logo, ¥ 7,;(#;ZK) é um ntimero real e a parte imaginaria desta soma é nula.

Logo, ¥ sy Im(z;Z;) = 0. Donde segue

>z = 3 Re[z7] < 3 [Re[27%]
JxJ

JxJ

< JZX;]|ZJ‘| |2k = (Z|Zj|) (Z|Zkr|) = (Z|ZJ|)2 .
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1.3 Somas x Séries.

1.12 Teorema. Seja Y% z, uma série complexa. Sao equivalentes,
(a) ¥ 2, € absolutamente convergente.
(b) A familia (z,)nen € somavel.

Ocorrendo (a) ou (b), seque que a série dada é convergente e

+00
YIS PN
n=1

Prova.

Decompondo z, em suas partes real e imagindria e estas em suas partes
positiva e negativa concluimos que, gragas as desigualdades (1.6.1), a de-
finigdo de familia somavel complexa (e de sua soma) e as propriedades de
linearidade das séries (absolutamente) convergentes, podemos supor z, = p,

em [0, +00).

Seja (s,) a sequéncia das somas parciais de Y,%) p,. Fixemos n em N e um
subconjunto finito F' ¢ N, ambos quaisquer. Seja max(F') o maximo de F.

Temos,
+00
Sp = Z pjgzpn € z:pjssmaxl:‘S an
1,..n} N F n=1

Donde segue

+00 +00
DPn <) <) Puk
j=1 n=1

Definigao. Uma série complexa Y./ z, é comutativamente convergente se para

toda permuta¢do (ou, bije¢ao) o0 : N - N a série
+00
D Zo(n)
n=1

é convergente. Esta tltima série é um rearranjo da série Y% z,,.

12
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1.13 Teorema. Seja Y%z, uma série real. Sao equivalentes:
(a) A série dada é absolutamente convergente.

(b) A série é comutativamente convergente [e a soma independe do rearranjo.

Prova.

(a) =(b) Segue do Teorema 1.12 e da propriedade comutativa para a familia
entao somavel (z,,).
(b) =(a). Por contradigao.

Suponhamos que Y.'%) x, converge comutativamente e Y.r% |z, | = +00. Se-

jam p, e g, as partes positiva e negativa de x,, para todo n. Entao,

+00 +0
> (Pn = qn) ¢ finita e Y (pp +qy) = +o00.
n=0 n=0

Segue entao (trivialmente) que ambas, Y./%) pn € Y nop Gn, divergem.

A seguir, reordenamos a série Y.7%) x, da seguinte forma.

o Na etapa 0, coletamos os primeiros termos x, > 0, com soma > 1.

o Na etapa 1, coletamos os primeiros termos estritamente negativos cuja

soma com os ja coletados é < 0.

o Na etapa 2, subtraidos de N os indices ja selecionados, coletamos os

proximos termos z,, > 0 cuja soma com os ja coletados é > 1.

o Iterando, o rearranjo obtido é tal que a sequéncia (S,,) de suas somas

parciais satisfaz
Son>1 e Sy, <0, para todo n.

Logo, (S,,) diverges
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1.4 Apéndice. Somas x Somabilidade Classica.

1.14 Teorema. Seja (z;); uma familia complera. Entdo, (z;) € somdvel se

e somente se existe um numero complexo z tal que para todo € > 0, existe um

subconjunto finito F. c J satisfazendo a condicdao

2. %57

jeF

<€, para todo F finito e tal que F, c F c J.

Prova. Como usual, escrevamos z; = x; +1iy; ¢ 2 = & +1y.

Notemos que valem hipéteses andlogas para a familia (x;) e o nimero z e
para a familia (y;) e o nimero y. Ainda, (z;) é somavel se e s6 se (z;) e

(y;) sdo soméaveis. Logo, basta analisarmos a familia (z;).

Neste caso a familia (x;) e as familias (p;) e (¢;), das partes positivas e
negativas de x;, sao todas somdveis. Entao, pela desigualdade triangular

vemos que podemos supor x; > 0 para todo j. Assim, por hipétese temos
Y xj=xe0,+00).
J
Dado € > 0, a defini¢ao de ) x; garante um conjunto finito F, c J tal que
T-€e< Yy x;<a.

Fe

Donde entao segue x —€ < Y. px; <, para todo F finito tal que F, c ' c J.

Por hipétese, (dado € = 1) existe um subconjunto finito G c J tal que

Z[L’j—l'
F

Seja F' um arbitrario subconjunto finito de J, com F' disjunto de G e tal

(1.14.1) <1, para todo F finito tal que G c F' c J.

que z; = p; > 0 para todo j € F. Devido a (1.14.1) temos

Y x;<l+xz eentdo ij<(1+:c—2mj).
G

FuG F

A arbitrariedade de F' garante [na segunda desigualdade use p; = 0 se x; < 0]
Z pj<(1+x—2xj) e entao ijg(ler—ij).
{j:z;20\G G JNG G

E entdo claro que ¥ sp;j € finita. Investiguemos Y. ¢g;. Trocando (z;) por

(-z;) segue que ) ;¢q; também é finita. Logo, (x;) é somavel#
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Capitulo 2
Somas x Teoria da Medida

Enfoquemos alguns teoremas da Teoria da Medida na teoria de somas.

2.1 Tonelli e Fubini

2.1 Teorema (Tonelli, para somas nao ordenadas). Sejam J e K conjuntos
de indices. Seja (pjk)sxx uma familia arbitrdria em [0, +o0]. Entdo,

Z Djk = Z ;pjk = ; ijpjk.

JxK J
Prova.
Segue da propriedade associativa para somas nao ordenadas de valores nao

negativos e das particoes

JxK={J{jyx K= ) Tx{k}e

jedJ keK
2.2 Teorema (Fubini, para somas nao ordenadas). Sejam J e K conjuntos
de indices. Seja (zji)sxx uma familia somdvel e complexa. Entdo,

T ED IS WIS

JxK jeJ keK keK jeJ

Prova.

Segue da propriedade associativa para familias somaveis de niimeros com-

plexos e das particoes

IxK=J{j}xK=1_J Jx{k}

jeJ keK
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2.2 Fatou

Por definicao, o limite inferior de uma sequéncia real é o menor valor de
aderéncia da sequéncia. Isto é, o limite inferior de tal sequéncia é o menor valor
L € [—o0,+00] que é limite de alguma subsequéncia da sequéncia considerada.
De forma analoga, o limite superior de uma sequéncia real é o maior valor de
aderéncia desta sequéncia. Portanto, uma sequéncia real é convergente a um
valor na reta estendida se e somente se o seu limite inferior coincide com o seu

limite superior. Vide Apéndice - Capitulo 3 - A reta Estendida.

Dada uma sequéncia real (z,)y utilizamos as notagoes abaixo para o limite

inferior e para o limite superior, conforme a conveniéncia,
liminfx, =limz, e limsupz, =limz,.

Dadas duas sequéncias reais (x,) e (y,) tais que a soma de seus limites infe-

riores estd bem definida na reta estendida [-o0, +00], é conhecida a desigualdade

(2.3.1) liminf x,, + liminfy, <liminf(z, +y,).

2.3 Lema de Fatou, para somas nao ordenadas. Seja J um conjunto de

indices qualquer. Seja (pnj)nxs uma familia de nimeros reais em [0, +00). Entao,
> limp,; <lim )" py;.
3] 7

Prova.

Pela desigualdade (2.3.1), dado um subconjunto finito F' c J temos

Y limp,; <lim Y p,; <lim > p,;.
jeF jeF J

Variando F' obtemos

Zh_mpnj Sh_mzpnj*
J J

16



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

2.3 Convergéncias Moné6tona e Dominada

2.4 Teorema da Convergéncia Mondétona, para somas nao ordenadas.
Seja (pnj)nxs uma familia de nidmeros reais maiores ou iguais a zero, com J um

conjunto de indices qualquer. Suponhamos que
Pnj 7 bj sen — oo.

Entao,

2,05 = Jim, 2 by
J J

Prova.

Pelo Lema de Fatou (para somas nao ordenadas), e observando que temos

lim p,,; = b; para todo j em J, segue diretamente a desigualdade
>, b <lim )" py.
J J

Vejamos a desigualdade contraria. E trivial que

anj < ij, para todo n € N.
J J

Logo,
m anj < Z bj.
J J

Assim, tais limites inferior e superior coincidem. Concluimos entao

n—+o0o 7 7

17



2.5 Teorema da Convergéncia Dominada, para somas nao ordenadas.

Seja (zn)nxs uma familia real, com J um conjunto de indices qualquer. Supo-

nhamos que

lim z,; =z, para todo j € J.

n—>+00

Suponhamos também que para quaisquer n e j temos

|Tpj| <75, com Y ;< oo.
T

Nestas condigoes, a familia (z;); € somdvel e

2.2 = w3 n;

Prova.

o A familia (z;) é somavel. Pois, como é claro, temos |z,| < r; para todo j.

Analogamente, a familia (x,;), é somével para cada n fixado.

o Fixado j temos
7i=Tpj 20 e rj+x,; >0 eainda Um(r;-z,;) =r-z; e Um(rj+x,;) =r;+z;.
Pelo lema de Fatou segue
Doy —wy) <lm Y (rj—wey) e Y (ry+ay) <Hm ) (r;+zyy).
J J J 7
Propriedades para somas e para limites inferiores garantem
Dori= < yyryrim Yy (—wyy) e Yory+ yiay < Y ory+lim Y wy,.
J J J J J J J J
Podemos cancelar ). r; (cheque). Propriedades de liminf e lim sup garantem
—ijé—manj e ij Sli_manj.
J J J J

Donde segue
ij Sli_manj Smme < ZIjQ
J J J J

18



Capitulo 3

Apéndice. A Reta Estendida

3.1 A Reta Estendida

Definimos a reta estendida por
R=Ru{-c0,+00}

[a reta acrescida dos valores +oo e —oco]. Também indicamos R por [-oo, +oo].
Dados a,b € R definimos

a<bse: a,beRea<b, oua=-c0eb#+—-00, oua++00eb=+oo.

A relacao de ordem acima definida sobre R é total isto é, dados a e b, ambos na
reta estendida, temos a < b ou b < a ou a = b] e completa [isto é, todo subconjunto
nao vazio A da reta estendida admite um unico supremo, sup A, e um unico
infimo, inf A]. Notemos também que +oo [respectivamente, —oo| é um majorante

[respectivamente, minorante] de qualquer subconjunto da reta estendida.

Estao bem definidas, de maneira 6bvia, a adigao
+:RxR~ {(+00,F0)} — R
e a multiplicacdo - : Rx R~ {(0, £00), (£00,0)} — R. Por conveniéncia definimos

0.+c0=0e +00.0=0.
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3.2 Sequéncias na Reta Estendida.

Consideremos X um conjunto nao vazio. Uma sequéncia em X é uma funcgao
x: N > X. Indicamos a sequéncia x por (x,)ney, onde x, = x(n), para todo

n € N. Também denotamos x por (z,)n ou, brevemente, ().

Seja (x,,) uma sequéncia em R = [~co, +0c0]. Temos as seguintes definigoes.
o (x,) converge a L € R se, para todo € >0 existe N € N tal que temos

|z, — L| < €, para todo n > N.

o (x,) converge [na reta estendida R] a +oco se, para todo real M > 0 existe

N €N tal que temos x,, > M, para todo n > N.
o (x,) converge [em R] a —oo se a sequéncia (-x,) converge a +co.

o (z,) diverge [na reta estendida) se (x, ) niao converge a nenhum valor em R

[nlimeros também s3o valores].

Se (z,,) converge a algum valor L € R, pomos limz, = L ou

lim z, =L

n—+oo
ou, brevemente, x,, - L.

Suponhamos que a sequéncia (x,) é real. Temos as seguintes definigoes.
o Se limz, = +o0, dizemos também que (z,,) diverge [em R] a +oo.
o Se (z,) nao converge a um numero real, dizemos que (z,) diverge [em R].

O conjunto das sequéncias reais e convergentes em R, munido das operacoes
(xn) + (yn) = (xn+yn) € AMa,) =(Az,), onde A€ R,
é um espaco vetorial real e temos

lim(z, +y,) =limz, +limy, e limAz, = Alimz,.
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Quanto a multiplicacao e ao quociente, de sequéncias reais e convergentes, temos

as propriedades

n  limz,
lim(z,y,) = (limz,)(limy,) e hmi_n: liizn

, ey, #0,VneN, ey=0.

Seja X um conjunto e (x,) uma sequéncia em X. Dado um subconjunto
infinito de indices {n; < ng < ng <---} em N, dizemos que a sequéncia (x,, )ren ¢

uma subsequéncia de (z,,). Brevemente, escrevemos (z, ).

Observagao 1. Seja (x,) uma sequéncia em [-oo,+00]. Sao equivalentes as

afirmagoes abaixo.
o 1, — L.
¢ Toda subsequéncia (x,,) converge a L.

k—+o00

e Toda subsequéncia (z,,) = (y;) admite uma subsequéncia y;, —— L.

Valor de Aderéncia. Dizemos que L € [-c0,+00] é um valor de aderéncia de

(z,,) se existe uma subsequéncia (z,, ) tal que x,, — L, se k - +oo.

Uma sequéncia (z,,) c R é crescente [decrescente] se temos
Tp41 > Ty, para todon eN [z, <x,, para todo n € NJ.
Ainda, (x,) é estritamente crescente [estritamente decrescente] se
Tpy1 > Ty, para todo n €N [z, <x,, para todo n € NJ.

Dizemos que (z,) é mondtona se (x,) é crescente ou decrescente.

Suponhamos que (x,) é uma sequéncia em R tal que z,, - p*. Notemos que
existe uma bijecao o : N - N tal que (y;) = (2,(j)) é descrescente e y; - p*.

Alerta: a sequéncia (,(;)) pode nao ser uma subsequéncia de ().

Para melhor explorarmos as propriedades relativas aos valores de aderéncia

de uma sequéncia, € 1til o teorema que segue.
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3.1 Teorema. Toda sequéncia (x,) c R admite uma subsequéncia mondtona.

Figura 3.1: Fungao poligonal conectando os pontos (n,x,) € R?
Prova. (Vide figura 3.1.)

Seja M ={neN:z,>x,, para todo m>n}.

Se M ¢ infinito, temos M = {n; <ny < -} e (z,,) decresce. Se M ¢é
seja n1 = 1 + max M. Entao, ny ¢ M e existe ny > n; tal que z,,, < x,, e,
analogamente, existe ns > ny tal que z,, < x,,. Por recursao, construimos

uma subsequéncia (z,, ) crescente #

Toda sequéncia (x,) em R tem um valor de aderéncia em R. De fato, consi-
deremos o conjunto

J={n:x,=+00 ou x, =-00}.

Se J ¢é infinito, entdo ou —oo ou +oo [ou ambos| é valor de aderéncia de (z,). Se
J é finito, entao existe N € N tal que a subsequéncia (z,),sn é real. Assim, se
(zn)nsn € ilimitada superiormente, ou inferiormente, em R, entao +oo0, ou —oo, é
valor de aderéncia de (z,,),sn €, portanto, de (z,) também. Se (x,,),s>n ¢ limitada
em R, pelo Teorema 3.1 segue que (x,),>n tem uma subsequéncia mondtona e
limitada em R e portanto convergente em R. Logo, (z,).sny tem um valor de

aderéncia em R e, portanto, a sequéncia (z,) também tem.
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A seguir, dada (x,)y em R = [~o00, +00], consideremos o conjunto (ndo vazio)
L={Le[-00,+00]: L é valor de aderéncia de (z,)}.
Definimos
liminfx, =inf £ e limsupz, =sup L, ambos em [—oco,+oc0].
Observacgao 2. Para todo N € N, as sequéncias (x,)y € (Z,,)nsn tem os mesmos
valores de aderéncia e, portanto, os mesmos liminf e lim sup.
3.2 Teorema. Seja (x,) um sequéncia na reta estendida.
(a) o =liminfx, € (o menor) valor de aderéncia de (x,).
(b) p=limsupz, € (o maior) valor de aderéncia de (x,).
(c) limx, = L se e somente se liminf z,, = limsupz, = L.
(d) Se (z,) é limitada em R, entdo liminf x,, e limsup x,, sdo reais.
Prova.

(a) ¢ Caso a = —o0. E claro que existe ny € N com z,,, < —1. Pela Observacao
2, a sequéncia (T, )nsn, tem os mesmos valores de aderéncia que (zy,)

e entao existe ny > n; tal que x,, < -2. Iterando, obtemos x,; - —oo.

o Caso « real. Por definicao de infimo, existe um valor de aderéncia
de (z,)y em [, + 1). Logo, existe n; tal que z,, € (o - 1,a+ 1).
Como o liminf da subsequéncia (z,),sn, ¢ também «, por um ra-
ciocinio andlogo ao anterior concluimos que existe um indice ny > 14
tal que z,, € (o —1/2, + 1/2). Tterando tal processo obtemos uma

subsequéncia (z,, )ky convergente a .

¢ Caso a = +o00. Entao, £ = {+c0}. Pela Observagao 1, x,, > +co.
(b) Basta trocar (z,) por (—z,).
(c) Sao equivalentes: o= = L, o unico valor de aderéncia é L, e x,, - L.

(d) Trivials
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Se (x,) é uma sequéncia real ilimitada superiormente na reta [respectiva-
mente, ilimitada inferiormente na retal, temos limsup x,, = +oo [respectivamente,

liminf x,, = —oco].

Dada uma sequéncia (z,) na reta estendida, utilizamos as notagoes

lim x,, = limsup(z,) = limsupz, e limz, = liminf(z,) = liminf z,,.

Observagao 3. Uma sequéncia (x,) tem uma subsequéncia convergente a L em

R se e s6 se, dados quaisquer € >0 e N em N, existe n > N tal que
|z, — L] <e.

Verifique, é trivial.

3.3 Teorema. Seja (,) uma sequéncia em R. Valem as identidades

liminf x, =supinfz; = lim infz; e limsupz, =infsupz; = lim supz;.
n>1 Jjzn n—>+oo j>n n>1 j>n n—>+o0o j>n

Prova.

Trocando (x,) por (-z,), vemos que basta analisar liminfz,. Pela Ob-

servacao 2, para todo n temos

;Izlg z; <liminf(x;);s, = liminf z,,.
Logo,

a =supinf z; < liminf z,.
nx1 J2n

S6 resta vermos que a é valor de aderéncia de (z,).
o Caso a = —o00. E claro que

infx; = —oo, para todo n.
i>n

Logo, existe j; > 1 tal que x;, <-1. Entao, temos

inf z; = —o0
J>J1
e existe jo > j; tal que zj, < -2. Iterando, obtemos z;, — —oo e portanto

—o0 é valor de aderéncia de (z,,).
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o Caso a real. Sejam € >0 e N e N. Como (infj,,x;) 7 a, segue que existe
m > N tal que

a-e<infz;<a.
>m

Por definicao de infimo, existe n >m > N tal que
a-e<infz;<x,<a+e.
j>m
Pela Observagao 3, o nimero real a é valor de aderéncia de (z,,).
o Caso a = +oo. Temos
. . n—o0o
x, >infz; e infzr; —— +oo.
zn Jjzn

Donde segue x,, > +oco#

Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias reais. Se a soma de limites inferiores esta

bem definida, temos (cheque)

liminf z,, + liminf y,, < liminf(z, + y,).
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