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Consideremos o conjunto
X={zeR:2*<2}.

O conjunto X ¢é nao-vazio pois 1 € X. O conjunto X ¢é limitado superiormente
pois, se x> 2 entao 2 >4 >2e x ¢ X. Assim, X é limitado superiormente pelo

nimero 2 (isto é, x <2 para todo x € X). Pela Propriedade do Supremo, existe
a =sup X.

Teorema (Existéncia da Raiz Quadrada de 2). Temos o? = 2.

Prova. Suponhamos a? # 2.

e Por defini¢ao de supremo segue 1 < a <2, pois 1 € X e 2 majora X.

e Consideremos um arbitrério € em (0,1). Como X é limitado superiormente

por «, entao a + € nao pertence a X. Donde segue
(a+e)?22.
Como aw<2e0<e<1, temos 2a <4 e €2 <e. Logo,
a?+be=a’+4e+e>a’+2ae+e? = (a+e€)? 2 2.
Encontramos entao
(1) (a?=2) +5¢> 0.

Por hipédtese, a? # 2. J& vimos que 1 < a <2 e portanto |a? — 2| < 2. Logo,

2 _
M<1.
)

Substituindo, para € e na identidade (1), obtemos

0<

(a?-2) +|a?-2|>0.

Donde segue a2 -2 > 0.
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e Consideremos um valor arbitrariamente pequeno de € no intervalo (0,1).
Entao, a - € ndo majora X e existe x € X satisfazendo o —e < x e 22 < 2.
Segue entao

(a-e)?<2.

Logo,

a? =2 < 20€ - €2 < 20e < 4e.

Como a2 # 2, podemos supor € < |a? - 2|/4. Segue

a?-2<a?-2|

Logo,
a?-2<0.
e Provamos que
a?-2>0
a2 — e
a?2-2<014



