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Duas normas N; e Ny, definidas num espaco vetorial V| sao equivalentes se

existem a >0 e b > 0 satisfazendo aN;(v) < Na(v) < bN;(v) para todo v e V.

Teorema. Todas as normas sao equivalentes em R", dado n € N*.

Prova.
¢ Fixemos N : R" - [0, +00), uma norma arbitraria. Seja (R”,|-|) o espago
vetorial R® com a norma usual. Seja {ei,...,e,} a base canénica de R™. Se

n =1, escrevemos |-| (o médulo usual) ao invés de | - |.

o A aplicagdo N : (R, | -|) — (R,|-]) é continua. Mostremos.

Sejam x = xy1eq +-+Tpey € Y = Y€1 + -+ Ypey, com cada x;,y; em R. Pelas

propriedades para normas segue (cheque)
IN(2) = N()| < N(z —y) = N[(z1 - gr)ex + -+ (2 = yn)en]
<oy = p[N(er) + - +[zn = ya| N (en)
<[N(er) +-+ N(ew)]|z -yl
o Por definigao temos N(x) >0 se x # 0. Sabemos que a esfera unitaria
St = e R o] = 1)
é compacta em (R™, | -|). Pelo Teorema do maximo e do minimo, de Weiers-
trass segue que existem m >0 e M > 0 tais que temos
m < N(x) < M, para todo x € S™1.

Segue

msN(ﬁ) < M, para todo z € R" \ {0}.
T

Donde concluimos

mlx|| < N(z) < M|z|, para todo z € R"™.

Logo, N(-) é equivalente a || - |. Donde entao segue a equivaléncia entre

duas normas quaisquer sobre R” (cheque)#
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