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No que segue, utilizamos o resultado abaixo.

Propriedade de Darboux (Teorema do valor intermediário para deri-

vadas). Seja f � �a, b� � R derivável. O conjunto imagem da função derivada,

dado por f ���a, b�� � �f ��x� � x > �a, b��, é um intervalo.

Prova. Vide https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DARBOUX.pdf¥

O teorema da função impĺıcita é um resultado local. Podemos então simplificar

a notação para a prova supondo a função definida em R2.

Teorema da Função Impĺıcita (no plano). Sejam F � R2
� R diferenciável,

com ∂F
∂y

�x, y� x 0 em todo ponto, e um ponto �a, b� tal que F �a, b� � 0. Então,

existe um retângulo aberto X � Y centrado em �a, b� e satisfazendo o que segue.

Y Para cada x em X , existe um único y � f�x� em Y tal que F �x, y� � 0.

Y Temos f�a� � b. A função f �X � Y é diferenciável e satisfaz

f ��x� � �

∂F
∂x

�x, f�x��

∂F
∂y

�x, f�x��
, para todo x em X.

Ainda, se ©F �x, y� é cont́ınua em �a, b�, então f ��x� é cont́ınua em x � a.

Prova. Dividamos a prova em três partes: existência e unicidade, continuidade

e diferenciabilidade.

http://arxiv.org/abs/1312.2445v1
http://www.ime.usp.br/~oliveira
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DARBOUX.pdf


l Existência e Unicidade. A derivada da função ϕ�y� � F �a, y� não se anula.

Pela Propriedade de Darboux podemos supor ϕ�

A 0 em todo ponto. Assim,

ϕ é estritamente crescente e pela continuidade de F existe um retângulo não

degenerado X � �b1, b2�, centrado em �a, b� e com X aberto, tal que

F U

X��b1�
� 0 �na base� e F U

X��b2�
A 0 �no topo�.

Figura 1: O teorema da função impĺıcita.

Fixando um arbitrário x em X , a função

ψ�y� � F �x, y�

satisfaz ψ�b1� � 0 � ψ�b2�. Pelo TVM existe η > Y � �b1, b2� tal que

ψ�

�η� �
∂F

∂y
�x, η� A 0.

Pela Propriedade de Darboux temos ψ�

�y� A 0 em todo y > Y . Pelo TVI,

existe um único y � f�x� > Y tal que F �x, f�x�� � 0.

l Continuidade. Sejam b1 e b2 tais que b1 � b1 � b � b2 � b2. Pelo visto acima,

existe um intervalo aberto X �, contido em X e contendo a, tal que f�x�

pertence ao intervalo aberto �b1, b2�, para todo x > X �. Logo, f é cont́ınua

em x � a. Por fim, dado a� em X , seja b� � f�a��. Então, f � X � Y é uma

solução do problema F �x,h�x�� � 0, para todo x em X , com a condição

h�a�� � b�. Assim, pelo que acabamos de mostrar, f é cont́ınua em x � a�.
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l Diferenciabilidade. Fixemos x em X . Denotemos ©F �x, f�x�� � �α,β�.

Como F é diferenciável no ponto �x, f�x��, temos

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

F �x � h, f�x� � k� � F �x, f�x�� � αh � βk �E�h, k�Y�h, k�Y,

lim
�h,k���0,0�

E�h, k� � 0.

Logo [lembrando que F �x, f�x�� � 0 para todo x no domı́nio de f ],

0 � F �x � h, f�x � h�� � F �x, f�x�� �

� αh � β�f�x � h� � f�x�� �E�h, f�x � h� � f�x�� Z�h, f�x � h� � f�x��Z .

Dividindo por h x 0, simplificamos os cômputos com as notações

D�h� �
f�x � h� � f�x�

h
e E�h� � E�h, f�x � h� � f�x��

ShS

h
.

Assim, temos

0 � α � βD�h� � E�h�Y�1,D�h��Y com, pois f é cont́ınua, E�h�
h�0

��� 0.

Lembrando que D � D�h� e E � E�h� são funções de h x 0, escrevemos

α � βD � �EY�1,D�Y.

A seguir, elevando ao quadrado encontramos

α2
� 2αβD � β2

D

2
� E

2
�1 �D2

�

e então

�β2
� E

2
�D

2
� 2αβD � �α2

� E

2
� � 0.

Como E�h�
h�0

��� 0, podemos usar a formula quadrática e obtemos

D �

�2αβ �
»

4α2β2
� 4�β2

� E

2
��α2

� E

2
�

2�β2
� E

2
�

h�0

���

�2αβ

2β2
� �

α

β
¥

Provemos que localmente, em �a, b�, a curva de ńıvel 0 de F é o gráfico de f .

Corolário. Com a notação acima temos, com Gr�f� gráfico de f ,

�
�x, y� >X � Y � F �x, y� � 0� � Gr�f� � ��x, f�x�� � x >X�.

Prova. Imediata¥

Comentário. O teorema da função impĺıcita também vale para F �x, y� � c com

c um número na imagem de F , mantidas as demais hipóteses sobre F . De fato,

basta aplicar o resultado provado acima para a função G�x, y� � F �x, y� � c.
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SOLUÇÃO (IMPLÍCITA) MAXIMAL

Sejam Ω um aberto no plano e �x, y� a variável no plano.

Teorema (Solução maximal). Consideremos F � Ω � R diferenciável, com
∂F
∂y

x 0 em todo ponto de Ω. Fixemos �a, b� > Ω e c � F �a, b�. Vale o que segue.

(1) Se as funções y1 � I1 � R e y2 � I2 � R, onde I1 e I2 são intervalos abertos

contendo o ponto a, são soluções do problema

�P �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

F �x, y�x�� � c

y�a� � b,

então temos y1 � y2 na intersecção I1 9 I2.

(2) Toda solução de (P) é estend́ıvel a um mesmo intervalo maximal (máximo

domı́nio conexo da solução). Tal intervalo é aberto e denotado I � �ω�, ω�

�.

(3) A solução de (P) no intervalo maximal é única (e dita solução maximal).

Prova.

Notemos que I1 9 I2 é um intervalo aberto contendo a.

(1) Seja

O � �x > I1 9 I2 � y1�x� � y2�x�� ` I1 9 I2.

Temos O x g pois a > O. Pelo teorema das funções impĺıcitas, as funções y1

e y2 são diferenciáveis (cheque) e cont́ınuas. Logo, O é fechado em I1 9 I2.

Dado α > O, seja β � y1�α� � y2�α�. Temos F �α,β� � c.

Pelo teorema da função impĺıcita segue que existe um intervalo aberto I3

contendo α (podemos supor I3 ` I1 9 I2) tal que o problema

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

F �x, y�x�� � c

y�α� � β

tem solução única. Donde então segue y1 � y2 em I3.

Portanto temos I3 ` O e O é aberto.

Assim, O é não vazio, aberto e fechado em I1 9 I2. Como I1 9 I2 é um

intervalo, e então conexo, conclúımos

O � I1 9 I2 e y1 � y2 em I1 9 I2.
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(2) Consideremos todas as soluções yλ � Iλ � R, onde Iλ é um intervalo aberto

contendo o ponto a, do problema original

�P �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

F �x, y�x�� � c

y�a� � b.

A união I �
�

Iλ é um aberto e um intervalo (cheque). Escrevamos

I � �ω�, ω�

�.

Por (1) segue que está bem definida a função

Y � �ω�, ω�

��� R, onde Y�x� � yλ�x� se x > Iλ.

É claro que a função Y é uma solução do problema (P).

Vejamos que I � �ω�, ω�

� é o maior intervalo em que há uma solução de (P).

Suponhamos, por contradição, que J é um intervalo (arbitrário) contendo

propriamente I e que existe uma solução Z � J � R do problema (P).

Podemos então supor sem perda de generalidade que ω�

> J . Como temos

F �x,Z�x�� � c para todo x > J , conclúımos que

�ω�,Z�ω�

�� > Ω e F �ω�,Z�ω�

�� � c.

Pelo teorema da função impĺıcita, existe uma solução do problema

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

F �x, y�x�� � c

y�ω�

� � Z�ω�

�

em algum intervalo aberto �ω�

� r,ω�

� r�, onde r A 0.

Definamos a função

W�x� �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

Y�x�, se x > �ω�, ω�

�

Z�x�, se x > �ω�, ω�

� r�.

Temos
¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

F �x,W�x�� � c

W�a� � Y�a� � b.

Donde segue �ω�, ω�

� r� ` �ω�, ω�

�¡

(3) Segue trivialmente de (1)¥
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