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Capitulo 7 - Convergéncia em S(R) e Distribuigoes Temperadas.
7.1 Convergéncia em S(R)

Também indicamos S(R), brevemente, por S.

Definigao. Seja (yp,) uma sequéncia de fungées em S(R). Seja ¢ € S(R).

Dizemos que ¢,, converge a ¢, se j - oo, se

l‘jsDSLk)(w) Lniformemente, 27" (2) se n » oo, para quaisquer j e k.

Notacao:
S S
Y, — Y sen — oo ou, brevemente, @, — .

Dada ¢ em S e dados j e k, ambos naturais, seja

Pin(®) = [470® o = sup {|z7 ") (z)| : z € R} .
Cada funcao
pjvk:S_) [0700)
¢ uma semi-norma (cheque).

Sejam (p,) em S e p em S. Seja j e k dois nimeros naturais arbitrarios e

fixados. Sao entao equivalentes as afirmacoes abaixo.
S
(1) ¢, = @ se n— oco.

)(ZE) uniformemente l’jgﬁ(k)(l‘) se m - 0o,

(2) 27l
(3) pjs(ion — ) == 0.

A afirmagao (3) revela que a convergéncia em S é determinada pela familia

(enumeravel ou contavel) de semi-normas {p;: j e k sdo naturais}.

Teorema 7.1. Suponha que ¢, 50. Seja x a variavel espacial na reta. Entao
(a) Dy, 5, 0, onde D é o operador derivagao na variavel x.
(b) My, X 0, com M o operador multiplicagao por z [i.e., M(p)(x) = zp(z)].

S
(c) o — 0.



Prova.

(a) Segue de
Pj,k(SO') = pj,k+1(g0), para toda ¢ € S.

egue da ldentidade xp(x)| = o+ e entao de
b) Segue da identidad DF © kDF 1g0 D"kp ao d
Pik(xe) <kpjr-1(p) + pisik(p), para toda p e S.

(c) Sejam j e k dois niimeros naturais e ¢ em S. Entao temos

6(%) 70 = L5 (L [4o0)])

Donde segue 4
| D7 [z*o(2) ]l

pin(P) < (27)i-F
=l 1@+ 2 D [ahe@)]].
) (2m)i-F
< Pog(MPp) + poy(MFyp)
} (2m)i* '

Por (b) temos que M*¢, 5 0sen — oo. Portanto, po ;[ (-2mi)kM*p,)] - 0

e também po ;[ (-2mi)kM*p,)] - 0. Logo, pelos computos acima segue
pjk(Pn) > 04

Dizemos que a derivagao D, a multiplicacao M e a transformada de Fourier

F sao operadores lineares continuos em S.

Corolari 7.2. A transformada de Fourier
FiS(R) - S(R)

é bijetora e bicontinua.

Prova.
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7.2 DistribuicGes Temperadas: S’(R)



7.3 Transformada de Fourier em S’(R)
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7.4 A Identidade T =T

Nao ha ambiguidade entre a definicao de transformada de Fourier para funcoes
absolutamente integraveis e a definicao de transformada de Fourier para distri-
buigoes temperadas.

Sejam

R'=RY(R)={f:R—C, com f absolutamente integravel (impropriamente)}
e
Co=Co(R)={f:R—>C, com f continua e tendendo a 0 no infinito}.

Proposigao. Sejam f:R — C absolutamente integravel e

J©) = [ ermeta

Entao, temos
Ty =T7

Isto é, o diagrama abaixo é comutativo.

R T S’

I

/
Prova.

Seja ¢ € S. Por defini¢ao da transformada de Fourier em S’ e de T}, segue

<T;790) = (Tf7$> = ff(T)@(T)dT.

Pelo teorema de similaridade (ou multiplicacao) [3.21] e as hipGteses segue

[ 1@mar = [ Foyenyar = (17.6) +



7.5 A Transformada de Fourier H =

N[>

1 1
+35: PV (3)
Lema 7.21. A funcéao In|x| é absolutamente integravel no sentido impréprio no

intervalo [-1,1]. Ainda mais, vale a desigualdade

|In(2? + €%)| < 1+ 2% + 2|In|z||, para quaisquer e em [0,1] e z # 0.

Prova.

o Com a troca de varidvel z = e ¥ temos

1 1 0 +00
]:1 |In|z||dz = -2 [0 Inzdr = -2 ‘/;oo(—y)(—e_y)dy =2 fo ye Ydy < oo.

o Suponhamos 0 < 22 +€2 < 1. A funcao In(-) é estritamente crescente e entao
(a2 + )] = ~In(a? + ) = ln(;) <+ = 2fina].
22 + €2 22
Suponhamos z2 + €2 > 1. E claro que Int <t para todo ¢ > 0. Entao,

In(2? +e?)| =In(2? + ) <In(z® + 1) < 1+ 2% &

Proposicao 7.22 Seja H(t) a fungao de Heaviside,

H(t) = 1, set>0,
0, caso contrario.

Mostremos que

Solucao.
o E trivial ver que H define uma distribuicio temperada (cheque).

o Seja € > 0. Observemos que

et Zh1e0<e < 1, para todo t > 0.
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o Dada ¢ €S, temos
(e} = (H.2) = [ HO@Wd= [ F(t)a.
Pelo teorema de continuidade sob o sinal de integracao segue (cheque)
(7.22.1) (H,0) = fow@(t)dtﬂeiirol foooe‘et@(t)dt.
Pelo teorema de multiplicagao (3.21) temos
/O T B (1) dt = f H(t)e @(t)dt = f FIH®)e (1) p(r)dt.

Pela tabela de transformadas (Capitulo 3, se¢@o 3.3) encontramos

FLH()e (1) = —

OMiT + €

Donde segue

(r1222) [T ety = f (7)dt = ‘QL”;WW

2mT + e

1 82t

€
= - —2¢(T)d7+/m¢(7)d7—

dm J An?T?+ €
Analisemos as duas ultimas integrais separadamente.

o A pendltima integral em (7.22.2). Temos

8mir

ng(T)dT:[%[1n(47r27'2+62)]g0(7')d7

= In(47?72 + EQ)QO(T)[ / (47272 + €)' (1)dr
—fln(4w272 + €)' (T)dT.
Claramente (€, 7) = [In(47272+€2)]¢'(7) é continua em [0, +o0)x {7 : 7 # 0}.
Pelo lema 7.21 segue a desigualdade
| In(47272 + €2) ]’ (7)] < [1 + 47272 + 2‘ ln27r|7’|‘]|g0’(7’)|,

em que a funcao a direita é integravel em toda a reta. Entao, pelo teorema

da continuidade sob o sinal de integracao segue

limfln(47r27'2+e2)go'(7')d7‘ fln(47r Yo' (T)dr = 2/1n(27r|r|)g0'(7)d7‘

e—0

com todas estas integrais em destaque finitas.
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o A pendltima integral em (7.22.2). Temos

[471' 7'2+6290( 2[we(7)@(7)d7

1 (7 2¢
60 -0(7)- e

+00

f@Z)(T)dT = - - =1.

Entao, pelo Teorema de convergéncia pontual 5.6, tens (i) ou (iii), segue

. (0)
13}01/4% T2+62 p(r)dr ===

[Para outra argumentacao, vide comentario a esta proposigéo.]

onde

v(r) = Am272 417

¢ Resumo parcial. Com as integrais até aqui analisadas e (7.22.2), obtemos
(7.22.3) f etp(t)dt =% f In(2n]7])¢’ (T)dﬂ‘p( )
0
o O 9 de Dirac ja surgiu. A seguir, computamos a integral convergente
/111(27T|T|)g0'(7)d7’= liI(I)l f_ 111(—27?7')g0'(7')d7'+b1i%1f In(277) " (7)dr
a—0% J -0 —-0* Jbp
= lim [1n(—27r7)g0(7’)|_a —f_ = ]
a—0* —o0 oo —2TT
1' 1 2 +00 +00 27T d
+lim [m@re(], " - [ (]
= lir(r)l [ln(27ra)<p(—a) - /_ de]
a—0" —00 T
+ lim [—1n(27rb)go(b) - f ~ (1) dT] :
* b

b—0 T

Nao é possivel continuar os computos com a e b independentes um do outro.

Consideremos a = b. Entao segue

f In(27|7])¢ (T)dr = all)r(% [ln(27m)<p(—a) -In(2ma)p(a) - /T>a @dT]

= lim[ 2a1In(2m G)M 90(7—) ]

2a [T|2a T

E trivial ver que [com a troca 2mwa = e7¥ no segundo limite abaixo]

lim pla) ~p(za) =¢'(0) e hm 2aIn(27ra) = lim y;—y)

a—0* 2a Yy—>+00

=0.

12
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Donde segue

f In(27|7|)¢'(7)dT = - hm (p(T)dT

|T|2a T

Isto é,
[ In(27|7))¢' (7)dT = —VP[ —SO(T)dT
T
Como valor principal de Cauchy para distribuicao, escrevemos
[ m(znirl)e!(r)dr = VP( )(90)

Substituindo tal férmula em (7.22.3) encontramos

J A i DGR IO

Portanto, pela equagao (7.22.1) concluimos que

(o) =--vP(2) (0)+ 50)
Isto é, ﬁ:ngL.VP(l) )

271 T

Comentario. O limite

_ €
elilg£ ./ 4272 + €2 p(r)dr

também pode ser analisada integrando por partes. Notemos que

e 1 d [arctan (2’")]
/ 42712 + €2<p(7)d7' T or / dr #(r)dr
1 2nT 2rT\ |,
=— [arctan (—) - f arctan (—) ¥ (T)dT]
2 € €

1 2
=——[arctan(ﬂ)g0’(7)d7'.
2m €

Polo teorema da continuidade sob o sinal de integral segue (cheque)

1 +o00 2 PN +00
— f arctan( i ) o' (1)dr —>0 f o' (T)dr = ——¢(0).
2w Jo € 4 Jo

4
Analogamente,
L ro 2T ot 1 [0 0
- [ arctan( il ) (T)dT _O, _Z SOI(T)CZT _ _90( )
21 J-oo € 4 J_oo 4

Por fim, encontramos

—%[arctan(%z ) o'(T )dTi)}l sgn(1)e'(1)dr = —= (0)

13



7.6 A Transformada de Fourier do Seno Cardinal (revisitada).

Seja '
F£(t) = sinc(rt) = 22
7t

No Exemplo 3.4 vimos que a transformada de Fourier da funcao retangular é

1T (§) = sinc(€) = £(8).
No capitulo 4, secao 4.2 mostramos (como valor principal) a identidade

F [sinc(7t)] (&) = { 11_1(5), se £ # -3,

1
3 se { = +5.

Mostremos que tal transformada de Fourier coincide com a fungao retangular II

no sentido de distribuigoes.

Seja  no espago de Schwartz. No sentido de distribuigoes temos

—_—

(F.0)=(f2) = (11, 8) = (I1.3).

A mudanga de varidvel t > ~t mostra que (cheque, desenvolvendo as integrais)
(,3) = (1,37

A fungio 1 é par e satisfaz I1- = II. Logo,

(,3) = (1,7").

Substituindo tal identidade na definicao de fchegamos a

—_

(Fre)=(m.37).

A férmula de inversao (Coroldrio 3.26) garante 3 = . Obtemos entao

—_

(F.0) =(IL¢).

Isto é,
f=Ta

14
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7.7 As férmulas 2t = §(t—qa), T=6 (revisitada) e 0 = 1.

Sejam a um ponto na reta, ¢ no espago de Schwartz e ¢t a variavel na reta.

Entao,
(f[e2wiat]7 ()0> — f 627ria§§5(§)d§'

Pela propriedade translacao-modulacao segue

e?MEB(€) = Flo(t +a)](€).
Logo,
(I, o) = [ Flott+a))()de.
Pela propriedade de integracao (Coroldrio 3.23) segue

[ Flott+ ))(©)de = 90+ a) = (),
Logo,
(Flem ), 0) = p(a).
Por outro lado (convenga-se com a notagao integral para distribuigdes),

(5(t-a),0) = (6.t + a)) = 90+ a) = p(a).

Logo,

(Fle*™a],0) = (5(t—a),p) eentdo |F[e>]=0(t-a)l.

Em particular, no ponto a = 0 temos [reveja Capitulo 4, segao 4.4]
1=0]|

Por fim, temos

(5.0) = 0.2) =2(0) = [ ()= [ o)t =(1,6).

Logo,

)
Il
—
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