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2.7 Teorema de Fubini (em retângulos)...............................................................

2.8 Continuidade Uniforme. Sequências e Séries de Funções (e de Potências)........
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2.16 A Integral ∫ ∞−∞ ∣ sin tt ∣dt = ∞ e a Integral ∫ ∞−∞ sin t
t
dt = π.....................................

1

http://www.ime.usp.br/~oliveira


Caṕıtulo 3 - Transformada de Fourier.

3.1 Introdução...................................................................................................

3.2 Definições e Propriedades Básicas.................................................................

3.3 Exemplos de Transformadas de Fourier..........................................................

3.4 O Lema de Riemann-Lebesgue......................................................................

3.5 Decaimento x Suavidade..............................................................................

3.6 Gaussianas e Aproximação............................................................................

3.7 A Transformada de Fourier Inversa................................................................
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3.9 Fórmula para a Soma de Poisson...................................................................

3.10 Teorema de Paley-Wiener.............................................................................
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Caṕıtulo 7 - Transformadas de Fourier de Distribuições Temperadas.

7.1 Convergência em S(R).................................................................................
7.2 Distribuições Temperadas: S ′(R) . ...............................................................
7.3 Transformadas de Fourier em S ′(R).. ............................................................
7.4 A Identidade T̂f = Tf̂ .................................................... ..............................
7.5 A Transformada de Fourier Ĥ = δ
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Caṕıtulo 4 - A Transformada de Fourier Estendida como Valor Principal

4.1 Introdução

Já encontramos várias vezes a função seno cardinal (não normalizado)

sinc(x) = sinx

x
.

Também provamos a fórmula

Π̂(ξ) = sinc(πξ) [com Π a função retângulo].
É então razoável que computemos efetivamente e de forma elementar a transfor-

mada de Fourier do seno cardinal. O obstáculo que encontramos é que tal função

não é absolutamente integrável (nem Lebesgue integrável) e então

∫ e−2πiξt
sinπt

πt
dt não converge.

É de esperar que ultrapassar tal obstáculo produza ganhos significativos.

Em suma, devemos estender o conceito de transformada de Fourier.

Iniciemos com um cômputo ingênuo. É de se esperar que a transformada

inversa de sinc(πt) seja a função retângulo Π(t). Ainda mais, como sinc(πξ) é
uma função par então devemos ter F[sinc(πξ)](t) também par e então

Π(t) = F−1[sinc(πξ)](t) = F[sinc(πξ)](−t) = F[sinc(πξ)](t).
Isto é, dentro de uma “teoria razoável” devemos encontrar

̂sinc(πξ) = Π.
Para estabelecermos tal fórmula, comentemos três abordagens posśıveis.

Fatos Gerais. No caṕıtulo anterior definimos para uma função arbitrária

f ∶ R→ C absolutamente e impropriamente integrável, a transformada de Fourier

f̂(ξ) = ∫ e−2πiξtf(t)dt.
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Entretanto, o espaço de tais funções não é um espaço vetorial normado com-

pleto [i.e., não é um espaço normado em que as sequências de Cauchy sejam todas

convergentes] e isto limita a utilização de argumentos que envolvem convergência.

Tal espaço de funções não é sequer normado pois

∫ ∣f(t)∣dt = 0 não implica f(t) = 0 em todo ponto.

Para obtermos uma norma é necessária a condição adicional “f cont́ınua”, no

contexto da integração de Riemann, e esta é uma condição muito restritiva.

Abordagem via teoria de Lebesgue. Para maior versatilidade e para uti-

lizar técnicas de análise funcional é conveniente definir a transformada de Fourier

em um espaço vetorial normado, completo e com a norma derivada de um pro-

duto interno. Assim, é vantajoso definir a transformada de Fourier no espaço das

funções de quadrado Lebesgue-integráveis definido por

L2(R) = {f ∶ R→ C ∶ ∣f(t)∣2 é Lebesgue-integrável na reta}.
Mostrando que S(R) é denso no espaço completo L2(R) e utilizando que operador
F ∶ S(R) → S(R) é uma isometria [Plancherel 3.26, seção 3.8] segue que

F ∶ L2(R) → L2(R) é uma isometria.

A função sinc(t) é de quadrado Riemann-integrável e portanto de quadrado

Lebesgue-integrável. Segue então que

̂sinc(πξ) está bem definido em L2(R).
A abordagem da transformada de Fourier via integral de Lebesgue requer

resultados não triviais da teoria de Lebesgue (e.g., teorema de Fubini, as comple-

tudes dos espaço Lp e as desigualdades de Hölder e de Minkowiski). Ainda que

considerando “elementar” o teorema da convergência Dominada de Lebesgue.

Abordagem via distribuições. Como já comentado, a fórmula de multi-

plicação (Teorema 3.21, seção 3.7)

∫ f̂(τ)g(τ)dτ = ∫ f(τ)ĝ(τ)dτ
nos permitirá estender o conceito de transformada de Fourier para distribuições

temperadas. Esta abordagem não requer muito trabalho [como veremos no Caṕıtulo

7 - Convergência em S(R) e Distribuições Temperadas], apesar de sofisticada.
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Abordagem via Valor Principal de Cauchy. Dada uma função f ∶ R→ C

que é Riemann-integrável em todo intervalo [a, b] ⊂ R temos dois conceitos usuais

para a integral de f sobre a reta. Podemos considerar a integral imprópria

∫ f(t)dt = lim
a→−∞
b→+∞

∫ b

a
f(t)dt

ou (se a integral imprópia não existir) o limite

lim
r→+∞

∫ r

−r
f(t)dt,

denominado valor principal de Cauchy para a integral de f e indicado por

V.P.∫ f(t)dt.
Se a integral imprópria de f ∶ R→ C existe então é claro que o valor principal de

Cauchy também existe e temos

V.P.∫ f(t)dt = ∫ f(t)dt.
Sendo assim, podemos estender o conceito de transformada de Fourier.

Definição. Seja f ∶ R → C Riemann-integrável em cada intervalo limitado da

reta. Seja ξ ∈ R. A transformada de Fourier de f no ponto ξ é dada por

f̂(ξ) = V.P.∫ e−2πiξtf(t)dt,
se este limite existir.

Com tal definição, podemos escrever brevemente

f̂(ξ) = ∫ e−2πiξtf(t)dt,
subentendendo que a integral se refere ao valor principal de Cauchy. Não há

dubiedade com tal notação pois o valor principal de Cauchy coincide com a in-

tegral imprópria (se esta existe). Na maioria dos casos, só consideramos o valor

principal de Cauchy se a função f não é absolutamente integrável.
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Para a fórmula de inversão que provaremos utilizaremos os conceitos abaixo.

Definição. Uma função f ∶ R → C é cont́ınua por partes se existe uma

sequência estritamente crescente de pontos {an ∈ R ∶ n ∈ Z} tal que
R = ⋃

n∈N

[an, an+1], com f cont́ınua em cada intervalo aberto (an, an+1),
e existem (são finitos) os limites laterais (à esquerda e à direita)

f(an−) = lim
h→0+

f(an − h) e f(an+) = lim
h→0+

f(an + h), para cada n.

[Se f é cont́ınua, evidentemente f é cont́ınua por partes.]

Assim, uma função descont́ınua f ∶ R→ C é cont́ınua por partes se o conjunto

de descontinuidades de f [ possivelmente {an ∶ n ∈ Z} com a notação acima] é

enumerável, seus pontos são isolados e cada qual é um ponto de descontinuidade

do tipo salto de f [também dito descontinuidade de primeira espécie de f ]. Desta

forma, dado um intervalo fechado e limitado [c, d] então f tem no intervalo [c, d]
no máximo uma quantidade finita de pontos de descontinuidades [caso contrário,

{an} tem um ponto de acumulação p e existe k tal que p ∈ [ak, ak+1] mas tanto

p = ak, p ∈ (ak, ak+1) ou p = ak+1 são imposśıveis.].

Definição. Uma função f ∶ R → C é suave por partes [ou, de classe C1 por

partes] se

f e f ′ são cont́ınuas por partes.

Assim, f ′ tem no máximo uma quantidade infinita {bn ∶ n ∈ Z} de descontinui-

dades (isoladas) de tipo salto, sendo f ′ cont́ınua em (bn, bn+1) para cada n. O

conjunto de descontinuidades de f é um subconjunto de {bn ∶ n ∈ Z}.

Figura 1: À esquerda, uma função suave por partes. À direita, uma que não é.
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4.2 A Transformada de Fourier F [ sinπt
πt
] (ξ) = Π(ξ) [exceto dois pontos].

Proposição 4.1. A transformada de Fourier do seno cardinal (normalizado) é

F [sinπt
πt
] (ξ) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Π(ξ), se ξ ≠ ±1

2
,

1

2
, se ξ = ±1

2
.

Prova.

Temos

F [sinπt
πt
] (ξ) = ∫ e−2πiξt (sinπt

πt
)dt = lim

r→+∞
∫ r

−r
e−2πiξt (sinπt

πt
)dt.

A função seno é ı́mpar e a função sinc(πt) = (sinπt)/(πt) é par. Logo,

(4.1.1) ∫ r

−r
e−2πiξt (sinπt

πt
)dt = ∫ r

r

cos(2πξt) sin(πt)
πt

dt

= 2∫ r

0

cos(2πξt) sin(πt)
πt

dt.

As fórmulas trigonométricas

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sin(α + β) = sinα cosβ + cosα sinβ,
sin(α − β) = sinα cosβ − cosα sinβ,

mostram que

2 sinα cosβ = sin(α + β) + sin(α − β).
Donde segue

(4.1.2) 2∫ r

0

cos(2πξt) sin(πt)
πt

dt = ∫ r

0

sin(πt + 2πξt) + sin(πt − 2πξt)
πt

dt

= ∫ r

0

sin[(1 + 2ξ)πt]
πt

dt +∫ r

0

sin[(1 − 2ξ)πt)]
πt

dt.

A seguir, seja λ ≠ 0. Com a mudança de variável s = λπr obtemos

(4.1.3) ∫ r

0

sinλπt

πt
dt = 1

π
∫ λπr

0

sin s

s
ds.

Agora, utilizemos as identidades [vide Caṕıtulo 2 - Ferramentas, seção 2.16]

∫ 0

−∞

sin s

s
ds = π

2
e ∫ ∞

0

sin s

s
ds = π

2
.
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Destas identidades segue

lim
r→+∞

∫ λπr

0

sin s

s
ds =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

π
2
, se λ > 0,

−π
2
, se λ < 0.

Utilizando (4.1.3) encontramos a fórmula

(4.1.4) lim
r→+∞

∫ r

0

sinλπt

πt
dt = lim

r→+∞

1

π
∫ λπr

0

sin s

s
ds = λ

2∣λ∣ .

Supondo ξ ≠ ±1/2 obtemos então

lim
r→+∞

{∫ r

0

sin[(1 + 2ξ)πt]
πt

dt +∫ r

0

sin[(1 − 2ξ)πt)]
πt

dt} = 1 + 2ξ
2∣1 + 2ξ∣ +

1 − 2ξ
2∣1 − 2ξ∣ .

Temos [monte um “varal” com os sinais das funções 1 + 2ξ e 1 − 2ξ, é fácil]

1 + 2ξ
2∣1 + 2ξ∣ +

1 − 2ξ
2∣1 − 2ξ∣ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, se − 1

2
< ξ < 1

2
,

0, se ξ < −1

2
ou ξ > 1

2
.

A seguir, utilizando as equações (4.1.1) e (4.1.2) encontramos

lim
r→+∞

∫ r

−r
e−2πiξt (sinπt

πt
)dt = Π(ξ), se ξ ≠ ±1

2
.

Se ξ = 1/2, as equações (4.1.1), (4.1.2) e (4.1.4) mostram que

∫ r

−r
e−πit (sinπt

πt
)dt = ∫ r

0

sin(2πt)
πt

dt
r→+∞ÐÐÐ→ 1

2
.

Se ξ = −1/2 temos (cheque)

∫ r

−r
eπit (sinπt

πt
)dt r→+∞ÐÐÐ→ 1

2
.

Conclúımos então que

F [sinπt
πt
] (ξ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Π(ξ), se ξ ≠ ±1

2
,

1

2
, se ξ = ±1

2
♣

Comentário. No Caṕıtulo 7 - Distribuições Temperadas veremos que no sentido

de distribuições efetivamente temos

F [sinπt
πt
] = Π.
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4.3 A Fórmula de Inversão de Fourier Revisitada

O exemplo com o seno cardinal (normalizado) é generalizável. Seja f ∶ R→ C

absolutamente integrável e derivável por partes. Fixemos um ponto t na reta.

Então f̂ é cont́ınua e investigamos se existe o valor principal de Cauchy

∫ e2πitξf̂(ξ) = lim
r→+∞

∫ r

−r
e2πiξtf̂(ξ)dξ.

Passamos então a estudar a integral de Riemann (de uma função cont́ınua)

(4.2.1) ∫ r

−r
e2πiξtf̂(ξ)dξ.

Isto é, analisemos

∫ r

−r
∫ ∞

−∞
e2πiξte−2πiξsf(s)dsdξ.

Mostremos que podemos trocar a ordem de integração nesta integral iterada. Pelo

Lema de Convergência (3.3) segue a convergência uniforme de funções cont́ınuas

fnm(ξ) = ∫ m

−n
e−2πiξsf(s)ds uniformemente na retaÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ→ f̂(ξ) = ∫ ∞

−∞
e−2πiξsf(s)ds,

com n→ +∞ e m→ +∞. Multiplicando por e2πiξt (cont́ınua) e integrando segue

(4.2.2) ∫ r

−r
∫ m

−n
e2πiξte−2πiξsf(s)dsdξ n→+∞ e m→+∞ÐÐÐÐÐÐÐÐ→ ∫ r

−r
∫ ∞

−∞
e2πiξte−2πiξsf(s)dsdξ.

A função

e2πiξte−2πiξsf(s), onde (ξ, s) ∈ [−r, r] × [−n,m],
é integrável em duas variáveis e em cada variável e as integrais iteradas são

integráveis. O teorema de Fubini, versão simples [seção 2.7] garante a igualdade

∫ r

−r
∫ m

−n
e2πiξte−2πiξsf(s)dsdξ = ∫ m

−n
∫ r

−r
e2πiξte−2πiξsf(s)dξds.

Tal igualdade e o limite (4.2.2) mostram que

∫ m

−n
∫ r

−r
e2πiξte−2πiξsf(s)dξds n→+∞ e m→+∞ÐÐÐÐÐÐÐÐ→ ∫ r

−r
∫ ∞

−∞
e2πiξte−2πiξsf(s)dsdξ.

Portanto, pela definição de integral de Riemann imprópria temos

∫ ∞

−∞
∫ r

−r
e2πiξte−2πiξsf(s)dξds = ∫ r

−r
∫ ∞

−∞
e2πiξte−2πiξsf(s)dsdξ.
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Efetuada a troca desejada na ordem de integração, passemos a estudar

∫ ∞

−∞
∫ r

−r
e2πiξte−2πiξsf(s)dξds = ∫ ∞

−∞
f(s) (∫ r

−r
e2πiξ(t−s)dξ)ds.

A troca de variável x = t − s, no lado direito da equação acima, nos fornece

∫ ∞

−∞
f(t − x) (∫ r

−r
e2πiξxdξ)dx = ∫ ∞

−∞
f(t − x) [∫ r

−r
cos(2πξx)dξ]dx.

O que nos leva a analisar

∫ ∞

−∞
f(t − x)sin(2πrx)

πx
dx.

Pela equação (4.2.1) e pelas simplificações acima, o valor principal procurado vale

lim
r→+∞

∫ ∞

−∞
f(t − x)sin(2πrx)

πx
dx.

Substituindo 2πr = λ e omitindo os extremos de integração, computemos

(4.2.3) lim
λ→+∞

1

π
∫ f(t − x)sinλx

x
dx.

Trocando λ por 1/ǫ com ǫ→ 0, o problema é o de uma aproximação da identidade

com uma função não gaussiana [figura abaixo] e impropriamente integrável. A

interpretação é útil. A troca λ por 1/ǫ nem tanto e a evitamos na prova a seguir.

Figura 2: Uma representação de sinλx
x
= λ sinλx

λx
para λ “grande”.
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Teorema 4.2 (Fórmula de Inversão de Fourier, como valor principal de

Cauchy). Seja f absolutamente integrável e derivável por partes. Seja t ∈ R.
Então,

∫ e2πitξf̂(ξ)dξ = f(t+) + f(t−)
2

, para todo t.

Prova. Mantenhamos as notações acima.

◇ Reduções 1. Definindo g(s) = f(s + t) temos g(0) = f(t) e ĝ(ξ) = e2πitξf̂(ξ).
Portanto, podemos supor t = 0.
Por (4.2.3), basta mostramos

lim
λ→+∞

1

π
∫ f(−x)sinλx

x
dx = f(0+) + f(0−)

2
.

A mudança de variável de integração x↦ −x mostra que basta provarmos

(4.2.4) lim
λ→+∞

1

π
∫ f(x)sinλx

x
dx = f(0+) + f(0−)

2
.

◇ Seja λ > 0. Pela integral vista no Caṕıtulo 2, seção 2.16, segue

1

π
∫ sinλx

x
dx = 1

π
∫ sin y

y
dy = 1.

◇ Reduções 2. Por (4.2.4) e a última integral acima devemos mostrar que

1

π
∫ [f(x) − f(0+) + f(0−)2

] sinλx
x

dx
λ→+∞ÐÐÐÐ→ 0.

A função sin(λx)/x é par e é suficiente verificar

∫ ∞

0

[f(x) − f(0+)]sinλx
x

dx + ∫ 0

−∞
[f(x) − f(0−)]sinλx

x
dx

λ→+∞ÐÐÐÐ→ 0.

Neste ponto, basta mostrar que a integral à esquerda tende a 0 se λ→ +∞. A

integral à direita é redutivel à integral à esquerda [considere h(u) = f(−u)].
◇ Seja ǫ > 0. Seja M > 1. Pelas reduções acima, basta estimarmos a soma

∫ M

0

[f(x) − f(0+)]sinλx
x

dx +∫ ∞

M
[f(x) − f(0+)]sinλx

x
dx.
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A integral no intervalo [M,∞). Temos [com a mudança y = λx]
∣∫ ∞

M
[f(x) − f(0+)]sinλx

x
dx∣ ≤ ∫ ∞

M
∣f(x)∣dx + ∣f(0+)∣ ∣∫ ∞

λM

sin y

y
dy∣ .

Como ∣f ∣ é integrável e (sin y)/y é integrável impropriamente, existemM > 1
e λ grande o suficiente (digamos λ ≥ n e n dependente de M) tais que

∫ ∞

M
∣f(x)∣dx < ǫ e ∣f(0+)∣ ∣∫ ∞

λM

sin y

y
dy∣ < ǫ.

A integral no intervalo [0,M]. Pelas hipóteses e o TVM segue (cheque),

lim
x→0+

f(x) − f(0+)
x

= f ′(0+).
Portanto,

f(x) − f(0+)
x

é cont́ınua e limitada em [0,m] para algum 0 <m < 1.
Então, como f é integrável em [m,M] segue que

f(x) − f(0+)
x

é integrável em [0,M].
Escrevamos

∫ M

0

[f(x) − f(0+)]sinλx
x

dx = ∫ ∞

−∞

f(x) − f(0+)
x

χ[0,M](x) sin(λx)dx,
onde temos χ[0,M](x) = 1 se x ∈ [0,M] e χ[0,M](x) = 0 caso contrário.

A função

ψ(x) = f(x) − f(0+)
x

χ[0,M](x)
é absolutamente integrável na reta. Pelo Lema de Riemann-Lebesgue, a

transformada ψ̂(λ) tende a 0 se λ→ +∞. Portanto (cheque),

∫ M

0

[f(x) − f(0+)]sinλx
x

dx = ∫ ∞

−∞
ψ(x) sin(λx)dx λ→∞ÐÐ→ 0♣.

Comentário. Seja λ > 0. Definindo
ϕ(x) = sinλx

πx
,

analogamente às aproximações da identidade com gaussianas temos as fórmulas

ϕǫ(x) = 1

ǫ
ϕ(x

ǫ
) = sin (λx

ǫ
)

πx
e ∫ ϕǫ(x)dx = 1.
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Exemplo. Consideremos a função “decaimento exponencial de um só lado”

f(t) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
e−t, se t ≥ 0,
0, se t < 0.

Figura 3: Decaimento exponencial do lado direito.

É usual apresentar f na forma

f(t) =H(t)e−t, onde H(t) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, se t ≥ 0,
0, se t < 0,

[A função H é chamada de função impulso unitário ou função de Heaviside,

especificamente comentada nas seções 4.5, 6.4 e 7.5.]

A função f(t) = H(t)e−t satisfaz a condições do Teorema 4.2. No caṕıtulo 3

(vide tabela na seção 3.3) mostramos que

f̂(ξ) = 1

2πiξ + 1 .

Pelo Teorema 4.2, no ponto t = 0 temos

∫ e2πi0 ξf̂(ξ) = f(0+) + f(0−)
2

.

Logo,

∫ dξ

2πiξ + 1 =
1

2
(como valor principal).

Esta integral não existe no sentido impróprio, pois temos

∫ dξ

2πiξ + 1 = ∫
1 − 2πiξ
4π2ξ2 + 1dξ e ∫ ξ dξ

4π2ξ2 + 1 não converge impropriamente♣
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4.4 A Identidade 1̂ = δ.

Computemos “ingenuamente” a transformada de Fourier da função

f(t) = 1.
Obviamente, só podemos computar o valor principal

V P ∫ 1.e−2πiξtdt = lim
r→+∞

∫ r

−r
e−2πiξtdt.

Interpretando o śımbolo de integral já como um valor principal, temos

∫ e−2πiξtdt = lim
r→+∞

∫ r

−r
cos(2πξt)dt = lim

r→+∞

sin(2πrξ)
πξ

.

Com a substituição λ = 2πr encontramos

∫ e−2πiξtdt = lim
λ→+∞

sin(λξ)
πξ

,

que em geral não existe na reta. De fato, não existe se ξ ∉ 2πZ = {2nπ ∶ n ∈ Z}.
Mudemos o enfoque. Com a substituição λ = 1/ǫ obtemos

∫ e−2πiξtdt = lim
ǫ→0+

sin ( ξ
ǫ
)

πξ
.

Definindo (vide comentário ao Teorema 4.1)

ϕ(ξ) = sin ξ

πξ
e ϕǫ(ξ) = 1

ǫ
ϕ(ξ

ǫ
) = sin ( ξ

ǫ
)

πξ

encontramos (cheque)

∫ ϕǫ(ξ)dx = 1.
Pelo Teorema (4.1), a famı́lia {ϕǫ} é uma aproximação da identidade. Isto é,

lim
ǫ→0+

ϕǫ = δ (no contexto de aproximação da identidade).
Donde então segue

∫ e−2πiξtdt = lim
ǫ→0+

ϕǫ(ξ) = δ.
Isto é (formalizamos tais cômputos no Caṕıtulo 7 - Distribuições Temperadas),

1̂ = δ ♣
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4.5 A Função de Heaviside H(t).
A função

H(t) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, se t ≥ 0,
0, caso contrário,

é chmamada de função de Heaviside ou função degrau unitário.

Figura 4: A função de Heaviside.

A função de Heaviside representa um sinal acionado em um certo instante

e que então permanece ligado indefinidamente. Oliver Heaviside, desenvolveu o

cálculo operacional (teoria das distribuições) estudando comunicações telegráficas.

Existem muitas representações úteis para H(t). Definindo a função rampa

t↦max(t,0),

Figura 5: O gráfico da função rampa t↦max(t,0).
a função de Heaviside é dada pela derivada

H(t) = d

dt
{max(t,0)}, para todo t ≠ 0.

Temos também,

∫ t

−∞
H(s)ds =max(t,0), para todo t.

Vale também a fórmula

H(t) = t + ∣t∣
2

, para todo t ∈ R.
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ComoH é em geral utilizada em teoria da integração, via de regra não importa

o valor escolhido para H(0). Assim, H(0) pode ser definido conforme o contexto.

◇ A definição

H(0) = 1

2
,

torna (cheque) a função

H − 1

2
ı́mpar.

◇ O valor H(0) = 1 torna H cont́ınua à direita, o que é útil na teoria da

integração de Lebesgue-Stieltjes [vide G. B. Folland, Real Analysis, second

edition p. 35]. Neste caso H é a função caracteŕıstica (ou indicador)

H(t) = χ[0,∞)(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, se t ∈ [0,∞),
0, caso contrário.

◇ O valor H(0) = 0 torna H cont́ınua à esquerda.

A transformada de Fourier de H em um ponto ξ ≠ 0 é, como valor principal,

∫ e−2πiξtH(t)dt = lim
r→+∞

∫ r

0

e−2πiξtdt

= lim
r→+∞

(−e−2πiξt
2πiξ

∣r
0

)
= lim

r→+∞
[ 1

2πiξ
− cos(2πξr)

2πiξ
+ sin(2πξr)

2πξ
] .

Este limite não existe em C. No Caṕıtulo 7 - Distribuições Temperadas (seção

7.5) computaremos este limite no sentido de distibuições.

No momento, observemos que vale o limite (para números complexos)

lim
r→+∞

1

2πiξ
= 1

2πiξ
.

Ainda, como aproximação da identidade, ao computar 1̂ = δ vimos que

lim
r→+∞

sin(2πξr)
2πξ

= 1

2
lim

λ→+∞

sinλξ

πξ
= δ
2
.
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