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OBJETIVOS

O entendimento de transformada de Fourier é muito apropriado na atualidade,
tanto para matematicos puros ou aplicados, engenheiros, fisicos e para outros pro-
fissionais de ciéncias aplicadas. O campo de aplicagoes é vasto: estudo de sinais,
ondas eletro-magnéticas, raio-x, medicina, sonar, radar, equagoes diferenciais (or-
dindrias e parciais), fisica (incluindo mecanica quantica), som (incluindo musica

e ruidos), imagens (incluindo PDF), etc.

Entretanto, como outros ja observaram, de forma geral nao muito espaco é
devotado ao estudo deste tépico nos cursos de graduagao ou pés-graduacao (ao
menos nos cursos de graduagao e pés-graduagao em Matematica) e isto apesar de

existirem varios livros sobre Transformada de Fourier.

Este livros podem ser divididos, inicialmente, em dois grupos: os bastante
devotados a aplicagoes (varios deles muitissimo bem escritos por engenheiros e
outros dedicados a céncias aplicadas - mas em geral nao muito rigorosos quanto as
demonstragoes dos resultados empregados) e aqueles mais devotados aos aspectos
abstratos (e escritos por mateméticos). Este texto pertence ao segundo grupo,
mas com algumas diferencas significativas quanto aos textos a que tive acesso

neste grupo. Confio que tais diferencas justifiquem a existéncia destas notas.

Em geral, os textos sobre transformada de Fourier e escritos por matematicos
sao baseados na integral de Lebesgue e em uns poucos teoremas da teoria da
integracao complexa. Por exemplo, este é o enfoque do excelente livro “ Fourier
Analysis and its Applications” por G. B. Folland. Registre-se que por um lado
a teoria da integral de Lebesgue é essencial para o estudo mais aprofundado da
Transformada de Fourier mas por outro lado tal integral é sofisticada (e mais
apropriada para pés-graduacao e pesquisa), ndo dominada por muitos profissio-
nais e nao é essencial para uma primeira abordagem ao estudo de tal transformada
[talvez o enfoque direto via integral de Lebesgue até ofusque, para alguns, uma
melhor compreensao da transformada de Fourier|. Para exemplificar, o enfoque
via integral de Riemann é empregado no excelente livro “Fourier Analysis” (Prin-
ceton Lectures in Analysis I) por E. Stein e R. Shakarchi e no também excelente

e quase enciclopédico “Fourier Analysis” por T. W. Korner.



Estas notas, como os livros de Korner e Stein/Shakarchi, baseia-se na integral
de Riemann. Devo entao comentar as diferencas significativas entre as notas
que apresento com relacao a estes e outros textos que baseiam-se na integral de

Riemann. Destaco as caracteristicas abaixo.

1. Evita desnecessarias hipoteses adicionais para provar varios resultados fun-
damentais. [Por exemplo, evita a introdugao do espago das fungdes mode-
radamente crescentes assim como (tanto quanto possivel) interseccoes de

espacos de fungoes.]

2. Evita teoria da integracao complexa (férmula integral de Cauchy e teorema

dos residuos).

3. Baseia-se na integral de Riemann na reta e assim nao inclui exemplos
em equacoes a derivadas parciais e transformada de Fourier em vérias di-

mensoes.

4. Os exemplos s@o em boa parte baseados em teoria dos sinais. A maior
parte dos comewntarios, exemplos, figura e tabelas foram retirados de livros

escritos por engenheiros e outros profissionais de ciéncias aplicadas.

5. Inclui uma introdugao a Teoria das Distribui¢oes (Capitulo 6) e uma in-

trodugao a Teoria das Distribuigoes Temperadas (Capitulo 7).

Para finalizar, devo esclarecer que este texto é em grande parte uma coletanea
(vide bibliografia) do que considerei mais apropriado a uma abordagem inicial
ao estudo de Transformada de Fourier (em uma varidvel real). As diferencas

fundamentais estao explicitadas acima, em [1], [2] e [5].
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO
1.1 Sinal e Séries de Fourier

Sinal. Em comunicagoes, processamento de sinais e engenharia elétrica, um
sinal é uma funcao que apresenta informacoes sobre o comportamento ou atributos
de um fenémeno. No mundo fisico, qualquer quantidade exibindo variacao ao
longo do tempo (e.g., som) ou variagdo no espago (e.g., imagem) é potencialmente
um sinal que pode fornecer informacao sobre o status de um sistema fisico ou uma
mensagem entre observadores, entre outras possibilidades. O termo sinal inclui
audio, video, fala, imagem, comunicagoes (e.g., telégrafo e GPS), sonar, radar,

sinais médicos e musicais.

Um sinal, em eletronica, ¢ uma corrente elétrica ou eletromagnética utilizada
para transportar dados. Os sinais encontrados na natureza podem ser convertidos

em sinais eletronicos e transportados. Seguem alguns exemplos.

¢ Movimento. O movimento de uma aviao ¢ um sinal. Um radar fornece
sinais eletromagnéticos para seguir o aviao. Um sinal de movimento tem

dimensao 1 (tempo) e o contra-dominio é geralmente tri-dimensional.

¢ Som. O som é uma vibragao do meio (e.g., ar e 4gua). Um sinal de som asso-
cia um valor de pressao a todo vetor no tempo e no espago tri-dimensional.
Para gravar e ouvir um CD: um sinal de som é convertido a um sinal elétrico
por um microfone, gerando um sinal de voltagem (potencial elétrico, por uni-
dade de carga) que é passado ao CD (como sinais discretos). Os sinais no

CD sao convertidos a um sinal elétrico por uma leitora a laser.

¢ Imagens. Uma foto ou imagem consiste de uma fungao sinal de cor (dominio
plano). A aparéncia do objeto é dada via uma onda eletromagnética (sinal
eletronico) emitida ou refletida. As cores seguem de uma combinagdo de

imagens em 3 cores primarias. O contra-dominio do sinal ¢é tri-dimensional.



¢ Videos. Um sinal de video é uma sequéncia de imagens. Um ponto no video
¢ identificado pela posicao bi-dimensional e pelo instante em que ele surge.

Um sinal de video (néo analégico) tem um dominio tri-dimensional.

o Potencial de membranas bioldgicas. O valor do sinal é uma voltagem (poten-
cial elétrico, por unidade de carga. E dificil estabelecer o dominio. Alguma
células ou organelas tem mesmo potencial de membrana em todo ponto.
Neuronios geralmente tem potenciais distintos em pontos distintos. Estes
sinais tem baixa energia mas suficiente para que o sistema nervoso funcione

e eles podem ser medidos por técnicas por eletrofisiologia.

A seguir apresentamos os comentarios da APRITEL (Associagao dos Opera-

dores de Telecomunicagoes) sobre sinais analdgicos e sinais digitais.

Sinal Analégico. Tomando o caso comum nas telecomunicagoes dos circui-
tos, em um circuito analégico a informacao “viaja”por meio de ondas electro-
magnéticas. Este sinal é afectado por outros campos eléctricos que danificam a
qualidade do sinal, a chamada estatica. Por outro lado, quanto maior a distancia
percorrida, menor a poténcia do sinal. Para ultrapassar tais dificuldades sao uti-
lizados amplificadores de sinal. No entanto, dado que o “ruido”também é um

sinal eléctrico, a amplificagao tem o efeito de também aumentar o ruido.

Sinal Digital. No caso dos sinais digitais a informacao viaja por “pacotes”de
bits binarios. Além de ser um meio de maior rapidez e qualidade, e de apresentar
maior confianga, o sinal enfraquece mais lentamente, sendo que as despesas com o
equipamento de amplificacdo sao entao reduzidas. Adicionalmente, os amplifica-
dores sao mais eficazes visto que, dada a natureza do sinal, conseguem distinguir
o ruido do sinal e permitem maior clareza mesmo nas comunicagoes de longa

distancia.

A seguir, facamos uma muito breve e informal apresentacao das séries de

Fourier para fungoes periddicas e em uma variavel real.

Seja ¢ tal que
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Séries de Fourier. Informalmente, apresentemos algumas computagoes.

Consideremos uma fungao 27-periddica e a valores complexos
F:[0,27] > C, com F(0) = F(27).
Suponhamos que F' é dada em cada ponto pela série numérica
+00 )
F(z)= ) d.,e"™", com d, €C para todo n € Z.
Multiplicando a identidade acima por e~ onde k € Z, e integrando obtemos

27 ) +oo 2T
/ F(z)e ™ dz =Y d, f e T Ay = O,
0

n=—o0 0

Logo,
1

" or

2m .
dy f F(x)e *2dy.
0

A seguir, formalizemos. Suponhamos que F' é Riemann-integravel. A série

trigonométrica complexa (seja ela convergente ou nao a funcao F') dada por
+00 ) 1 2 )
Z d,e™, onde d, = —f F(x)e ™ dx,
nihe 21 Jo
¢é a série de Fourier de F'. Escrevemos

+00 N
F(x)~ Z d.e™ e Sy(F;x)= Z d, e,

n=—N
Os numeros d,, sao os coeficientes de Fourier de F e as fungoes Sy (F';x) sao

as somas parciais da série de Fourier de F'.

Harmonico, é o nome de cada termo e®. Assim, a série de Fourier de F'

pode apresentar uma quantidade finita ou infinita de harmonicos.
Podemos interpretar a funcao F' como uma onda ou um sinal.
Reescalonamos F': [0,27] - C, escrevendo

f(t) = F(2nt), para todo t € [0,1].

Entao, f:[0,1] - C é 1-periddica e escrevemos a sua série de Fourier como

+00 ) 1 )
Y ™™, com cn:f f(t)e 2™t dt.
0

n=—oo



Neste formato temos os harmonicos €2 com n € Z. O harmonico e

1 1 4
tem periodo 7 = — (segundos) e  frequéncia — =n (hertz _ radianos ) ‘
n T segundos

Frequéncia e Periodo. A frequéncia, tradicionalmente positiva, é o nimero de
repeticoes de um evento por unidade de tempo. Se o coracao de um bebé bate
120/minuto, a frequéncia é 2 Hz (duas batidas por segundo e lé-se “dois Hertz")

e o periodo (entre batidas) é
T =(1/2)s.

Exemplo (uma interpretagao para o harmoénico e**", fixado n > 1).
Consideremos uma particula em movimento circular uniforme (velocidade angular
w constante) em torno de um eixo de rotagao (axis of rotation) identificado com
a origem no plano. Sejam r o raio da circunferéncia, t o tempo em segundos, e a

posicao da particula dada por
x(t) = re*™nt [sentido anti-horério].

Neste caso, a velocidade da particula (vetor tangente a circunferéncia), a veloci-

dade angular vetorial e a velocidade angular (frequéncia angular) sdo, em ordem,

e d(2mnt) _

i 2mn

w0 =w ), B(t)= "D < orinern

of rotation

w=2nf
I = frequency in
revolutions’s

Figura 1: Movimento circular z(t) = re?™t frequéncia (ciclica) f =n e w = 27n.

Em 1 segundo, o angulo percorrido é 27n (sentido anti-horario). O nimero

de revolugoes/segundo em torno da origem (frequency in revolutions/s) é

a frequéncia (ciclica) f =n.

10
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Alerta. Nao ¢ interessante “jogar a agua da bacia com o bebé dentro” e dizer

resumidamente que dada uma funcao f com série de Fourier
+o00
f ~ Z Cn€27rznt’
n=—o00

todos os harménicos e?™ tem periodo 1 e frequéncia 1. Tal procedimento des-

preza superposigao (de harmoénicos) e informagoes relevantes. Segue um exemplo.

Exemplo. Seja t uma variavel indicando segundos. Seja f a fun¢ao superposicao

1
f(t) = cos2nt + 5 cos 4rt.

Figura 2: Grafico de f(t) = cos2nt + 1 cos4rt.

A fungao cos 27t tem periodo 1 e frequéncia 1 enquanto cos 4rt tem periodo 1/2
e frequéncia 2. A onda se repete a cada segundo, mas nao parece pratico dizer que
a onda tem frequéncia 1. E mais ttil dizer que a onda exibe duas frequéncias,

um cosseno de frequéncia 1 Hz (1 Hertz) e um cosseno de frequéncia 2 Hz #

A amplitude da onda periédica f:[0,1] - C é o ntimero

sup{|f(t)| : ¢ € [0,1]}.

Isto é, a altura méxima que a onda |f(t)| alcanca.

11



O coeficiente de Fourier ¢, da série de Fourier da funcao (sinal ou onda)

continua e 1-periédica f:[0,1] - C é
en=f(n) = [0 L p()e-ti g,
Lemos f como o chapéu de f. Assim temos
fr 3 Fmer.
Suponhamos que a série de Fourier de f converge a f em cada ponto. Isto é,

f) = f(n)e*™, para todo t.

n=—oo

Entao, a funcao f é expressa por muitos harmonicos e muitas frequéncias, posi-

tivas e negativas, talvez por uma quantidade infinita de ambos. Notemos que

F(n) = ¢, mede a componente de f que oscila (vibra) com frequéncia n.

As frequéncias sao numeros tais como +2, +7, +325, etc., e nao valores como
F(22), f(£7), f(£325) [coeficientes de Fourier].

Espectro. O espectro da fungao (sinal, onda) f, é o conjunto de frequéncias

Z

Y

se a quantidade de frequéncias nao nulas ¢ infinita.

Caso contrério, a quantidade de frequéncia nao nulas é finita e entao existe
o menor {ndice N € N tal que temos ¢, = 0 para todo |n| > N donde segue que a

série de Fourier de f ¢ finita, com

N .
f ~ Z Cn€27rmt.
n=—N
Neste caso dizemos que tal onda nao tem espectro ou que o espectro esta limitado

entre —N e N ou ainda que a largura de banda é N (ou 2N, em alguns textos)

ou, ainda, que o espectro é de banda limitada.

Se a série de Fourier do sinal (func¢ao ou onda) f é finita, entao as frequéncias
nao nulas variam entre a menor frequéncia nao nula e a maior frequéncia nao

nula, as quais sao os valores extremos da largura de banda.

Se a série de Fourier é finita, ela é dita um polindmio trigonométrico. O
grau do polinémio é o maior nimero |n| tal que ¢, # 0 [com a notacao imediata-

mente acima, temos |n| = NJ.

12
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Exemplo. Consideremos a onda quadrada e 1-periédica dada pela funcao impar

1
+1, se 0<t<g3,

ft) =

-1, se%£t<1.

f(t)

Figura 3: A onda quadrada 1-periédica e impar f.

’

E simples ver que, como f s6 assume valores reais entao a série de Fourier
nao tem parte imaginaria e pode ser expressa em uma soma de senos e
cossenos. Ainda, como f é impar, a série de Fourier de f é uma soma de
senos. Ainda mais, para cada n podemos combinar os termos (harmonicos)

correspondentes a —n e n. Com alguns computos achamos a série de Fourier

+00 1
— Y ——sin 27 (2k + 1)t.
T2k +1
Seguem os graficos para duas somas parciais (finitas) desta série de Fourier.
15 T . T .
N Nan L A
"|u\73\ T; ..................... [T-+V‘ 7[&\;1:: lr:_‘_,c\
| ll il .i I:
| |
,]'l R f J' “ J
l |
(1] SRR AUPTUTPPRPRPPPR i
I
i f
! !
‘. :i | ||
() I |
159 0?5 1 15 2

Figura 4: Grafico da soma dos termos da serie de Fourier até a frequéncia 9.
Nos pontos +n/2 e +n (com n € N) a série de Fourier vale 0, que é a média

entre os valores —1 e +1 assumidos pela onda.

13



Somando os termos associados as primeiras 39 frequéncias, temos o grafico

15 T T T T
1 \’"MWMMM!# --------------------- Jt@,\ww&v'i' \"“‘, -
|
i
'1 1. R TR SSRSE. RER . i 4
0 e e I T s -
', ] R IR I 4
!
-1} F}MM«'N* 't#,'mmwmwﬂ\ﬁ"-. g
- 1 | 1 1
1‘50 05 1 1.5 2

Figura 5: Grafico da soma dos termos da serie de Fourier até a frequéncia 39 .

A seguir, suponhamos que a série de Fourier de f converge absolutamente e

uniformemente a f. Entao, encontramos

S 1= [ i@ 3 [ reme ) - Yo,

Z

donde segue a Identidade de Parseval
1
RGNS
0 Z

entre a energia do sinal (a integral a esquerda) e a energia espectral (o
somatorio & direita). A identidade de Parseval é também conhecida em fisica por
Identidade de Rayleigh. Logo mais, na secao Energia, apresentamos a relagao

desta integral e deste somatorio com o conceito de energia.

14
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1.2 Periodo 71"+ 1.

A dilatac¢do do periodo de um sinal (fungao ou onda) revela um fenémeno e

formulas importantes. Vejamos.

Consideremos uma funcao f que é T-periédica. Entao,

g(t) = f(tT)

é 1-periodica e, se a série de Fourier de g converge uniformemente a ¢, temos
+00
g(t) — Z Cn€27”nt.
i
Escrevendo s = tT chegamos a g(t) = f(s). Donde segue
+o00
f(s)= > cpe*mire,
n=-oo
Notemos que para f os harmonicos sao
e?™7 ondene{...,-2,-1,0,1,2,...}.

e as frequéncias sao

2 1 0 1 2
MR T? T’ ’T7T7""

Reescrevamos os coeficientes ¢, = g(n) em termos da fungao f. Isto segue de

1 ) 1 T ‘n
Cn = f g(t)e 2mntdt = — f f(s)e™®™r4ds.
0 T Jo

O n-ésimo coeficiente de Fourier da funcao T-periddica f é definido por

H(8)-3 [ v

[Donde segue, se 7' é um numero natural,

o f(=2) = coor, f(=1) = e, £(0) = co, f(1) = er, (2) = cory .. .]

O intervalo entre duas frequéncias consecutivas arbitrarias de f mede 1/T.
Segue entao o comentario abaixo.

Quanto maior o periodo, menor € o intervalo entre duas frequéncias. Quanto
menor o periodo, maior é o intervalo entre duas frequéncias.

De forma simplificada, e em analogia com musica, podemos associar longos
periodos a oscilagoes lentas e curtos periodos a oscilacoes rapidas.

Notemos que conforme T" — +o00, o conjunto discreto de frequéncias se apro-

xima de um continuum de frequéncias.

15



1.3 Energia de um Sinal e Energia Espectral.

A energia de um sinal f:[0,1] - R é definida por

1
B= [ Ift)Pr
0
Comentario.

o A energia Fs = E' de um sinal (digamos que de voltagem) nao é a energia
convencional F..,, em Fisica. Mas, os conceitos sao préximos e é possivel
converter um no outro através da féormula

E 1 rt

==~ [P,

m  m Jo

onde a constante m representa a magnitude (o valor absoluto), em unidades

E. conv —

de medida apropriada, da carga transportada pelo sinal.

Por exemplo, se f(t) representa o potencial em volts de um sinal elétrico
g(t) que se propaga ao longo de uma linha de transmissao entao a constante

m representa a impedancia (resisténcia), em ohms da linha de transmissao.
Facamos uma anélise dimensional. O sinal f(t) representa o potencial

energia ~ joules J

V.

did Its (V f = el
medido em volts (V) e na forma carga clétrica  coulomb  C

As unidades de medida de E aparecem como
(volts)? x tempo = V2 x s,

contrariamente a energia convencional (medida em joules).
Segue entdo que a constante m representa a impedancia (resisténcia)

) energia x tempo V' xs
medida em ohms e na forma =

(carga elétrica)’ C

Finda a andlise dimensional, facamos um paréntese. Em Matemaética é

[ g

o conceito de energia [cinética, com ¢'(t) interpretada como velocidade].

usual associar a integral

16
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A energia espectral, associada a uma frequénciane{...,-2,-1,0,1,2,...}

de um sinal 1-periédico f:[0,1] > R é o ntiimero real
[f () = el

A energia espectral (energy spectrum) é chamada poténcia espectral (power
spectrum)|, especialmente em comunicagdes, ou também chamada densidade es-

pectral de poténcia [spectral power density (SPD)], especialmente em ética.

A (funcgao) energia espectral é uma fungao real positiva de uma frequéncia
variavel associada a um sinal que depende do tempo. Geralmente é chamada ape-
nas por espectro do sinal. A funcao densidade espectral de poténcia de um sinal
define a densidade de poténcia por unidade de banda em funcao da freqiiéncia

deste sinal.

A unidade da densidade de poténcia espectral é

watts x radianos _ waftts

segundo ~ hertz’
lembrando que
joules radianos
watts = ——— e hertz= ———.
segundo segundo

Intuitivamente, a funcao densidade espectral de poténcia auxilia na captura

da frequéncia e identifica periodicidades.

A soma das energias espectrais é
+00
> el
Assim, a identidade de Parseval
1 N
[ 1s@ra = L1
Z

expressa a igualdade entre a energia do sinal e a soma das energias espectrais
(identidade de Rayleigh).

17



Exemplo. Um sinal nao periddico e a representagao grafica dos coefi-

cientes de Fourier. Seja x : R - R o sinal (uma fungao escada)

L,

1 1

se —5<t<3
x(t) = 2o
0, caso contrario.

_3;2 — Il -1/2 0 1/2 =1 3‘ 9
Figura 6: O grafico da funcao-escada (sinal), par e centrada na origem, ().

Podemos interpretar xy como modelando um interruptor ligado por um se-
gundo e desligado no restante do tempo. A funcao x é também dita fungao

indicador ou fungao caracteristica do intervalo aberto (-1/2,1/2).

A fungao x nao é periddica e portanto nao tem uma série de Fourier. O
estudo de versoes periddicas de y € util por si mesmo e também para an-
tecipar o conceito de transformada de Fourier de um sinal nao periddico e

definido em toda a reta real.

O gréfico abaixo representa uma versao periddica de y e com periodo T = 15

1

—20 15 ~10 -5 101 5 10 15 20

Figura 7: Versao periddica de x(t), com T = 15.

Nesta versao periddica, e seguindo a interpretagao citada acima, deixamos
o interruptor ligado por exatamente 1 segundo a cada 14 segundos ininter-

ruptos em que o interruptor permanece desligado.
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Consideremos os periodos T = 2, T' = 4 ¢ T = 16. Os gréficos abaixo
representam os ndmeros ¢, obtidos (através de uma mudanca de escala)
multiplicando por T os coeficientes de Fourier das versoes periddicas do
sinal x para os perfodos T' = 2, T = 4 e T = 16, respectivamente [vide
computos abaixo]. Como x é real e par, tais coeficientes de Fourier sdo
nimeros reais (ainda mais, a respectiva série de Fourier pode ser reescrita

como um somatoério de cossenos).

08

06

(!
o
)
w
1
%]
1
o
[}
w
o~
o

Figura 8: Coeficientes de Fourier (escalonados) da versao 2-periddica de x(t).

Seja x7 a versao T-periddica de y, com T € {2,4,16}. Entao temos

m T T

— 1 [z m
XT (?) =T fg xr(t)e®™1tdt e xr(t)=x(t), paratodote [—5, 5] )

Donde segue

X(t)e—Qﬂi%tdt

N —
1
N
\
RN o

e as férmulas

1 .
cn =Txr(n), cn ff’% x(t)e 2mintdt e ¢, = ff% e72mintdt  se n =+
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03 i

08 i

08F 1

Figura 10: Coeficientes de Fourier da versao 16-periédica x16(t) de x(t).

Os coeficientes ¢,, independem de T' e, se T' — +o00, a distribuicao dos ¢,

se assemelha a uma curva bem definida e continua. De fato, pela formula

1 ‘ :
cn = [2 et = —SmT(rZ") [com ¢ = 1]
2

segue que ¢,, como uma func¢ao da frequéncia/variavel n [isto é, ¢, = ¢(n)],

¢ uma func@o continua se virmos n como a varidvel continua em (—oo, +00).
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Por outro lado, pela outra féormula em destaque para ¢,, temos

T

Cn = [f x(t)e 2™ dt, para todo T grande.
2

Entao, impondo T' - +oo obtemos abaixo outra féormual para c,, a qual

pode servir como inspiracao para a definicao da transformada de Fourier,

cn = [0 x(t)e 2mintdt.

A segao Tranformada de Fourier exibe um outro argumento, ainda mais su-

gestivo, para encontrarmos a definicao da transformada de Fourier.
Observemos que provamos a férmula (para todo n inteiro)

sinn
™m

sen #0,

f X(t)e—Qm‘ntdt —

oo

1, se n =0.

Comentdrio. A funcao seno cardinal sinc(z), nao normalizada.

Em matemaética, a fungao seno cardinal (nao normalizada) sinc(z) é dada por

sinx

=, sex %0,
sinc(z) =

1 se x = 0.

Em processamento digital de sinais a fun¢do sinc(x) normalizada é dada por

sin T

=, sex #0,

sinc(x) =

1, se x =0.

Os adjetivos que elas recebem (normalizada e nao normalizada) se devem aos

valores das integrais oscilatorias

+00 Q1 +00 a7
sinx sin x
f de =7 e / de =1.

) X oo T

[Para o computo destas integrais vide Capitulo 2 - Ferramentas - Se¢ao 2.16 ou
http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL.pdf!]
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Figura 11: A fungao seno cardinal (sinus cardinallis) normalizada.

Todos os zeros da fungao normalizada sao valores inteiros do variavel z. Apds
definirmos a transformada de Fourier, provaremos (como ja suspeitamos que seja
verdade, gragas ao exemplo anterior) que a fungao sinc(x) normalizada é a trans-

formada de Fourier da funcao-escada
x(t), com x(t)=1sete[-1/2,/1/2] e x(t) =0 caso contrario.

A funcao sinc(x) normalizada é fundamental em teoria dos sinais (por exemplo,

para reconstruir sinais continuos e de banda limitada sob certas condigoes).

Pelo primeiro limite fundamental do Calculo, ambas as funcoes sao continuas
na origem. Assim, mudando da variavel real = para a variavel complexa z, ambas
as funcoes tem singularidade removivel na origem z = 0 e portanto ambas sao
fungoes analiticas definidas em todo o plano complexo (isto é, ambas sdo fungoes

inteiras).

O nome “sinc” para o seno cardinal normalizado foi introduzido por Phillip M.
Woodward em 1952-1953 em um artigo e em um livro sobre teoria da informagao,

probabilidade, comunicacoes e radar.
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1.4 Planetas, Hiparcus-Ptolomeu e a transformada de Fourier.

Da antiguidade grega e até o renascimento, vigorava o modelo para o movi-
mento planetdrio descrito na obra Almagesto (150 DC), escrito em Alexandria
(Egito) por Ptolomeu . Este modelo conduz a uma espetacular interpretagao
geométrica para séries de Fourier truncadas (e entao para séries de Fourier infi-

nitas e para transformada de Fourier). Suponhamos que

2mit
z1(t) =aje Tt , onde — oo <t < oo,

com aj = |ai]e’®r; onde 0 < ¢y < 27 descreve o movimento circular uniforme de um
planeta P em torno da Terra E (Earth) na origem. Aqui |ay| é o raio da drbita,
Ty é o periodo and parametro de fase (angulo) ¢; serve para localizar o planeta
no instante t = 0. Este modelo com uma circunferéncia nao explica os ocasionais
movimentos retrégrados dos planetas Marte, Jupiter e Saturno. Construimos um

modelo mais sofisticado, com duas circunferéncias, escrevendo
2mit
29(t) = z1(t) + age ™2

com ap = |asle’®?, onde 0 < ¢y < 27. O planeta P agora descreve um movimento
circular uniforme em torno de um ponto que, por sua vez, descreve um movi-
mento circular uniforme em torno da planeta Terra F na origem [vide figura
abaixo|. Este modelo duas-circunferéncias pode produzir o observado movimento

retrogrado. mas nao é bom o suficiente.

/___‘_ _7{ \I’A za{t)

V.

S Epwevele

\ |
ﬂ
\\ / \ ~— Deferent

et

Figura 12: Dois movimentos circulares uniformes.



Procedendo desta forma obtemos uma interpretacao geométrica do movimento

com o somatorio de exponenciais

2mit 2mit 2mit
zo(t) =a1e T +ase ™ + -+ aue T,

utilizando uma circunferéncia fixa (a deferente) e n — 1 moving circunferéncias
(epiciclos). Tal movimento é periédico se 11,75, ..., T, sao miltiplos de algum
T > 0. Neste caso, o somatério é uma série de Fourier com uma quantidade
finita de termos. Hiparcus e Ptolomeu empregaram uma construcao deste tipo
com quatro circunferéncias (com a Terra préxima mas nao na origem do sistema)
para acompanhar o movimento de cada planeta. Tais modelos foram usados para
predizer a posicao dos cinco planetas desde a antiguidade até que Kepler e Newton

descobriram as leis do movimento planetario, 1300 anos depois.

Epicycles on
picycles

Planat

Figura 13: Trés movimentos circulares uniformes.

Ressaltemos que os antigos gregos (vérios séculos antes de Ptolomeu) tinham
uma teoria segundo a qual o Sol, a Lua e os planetas se moviam em torno da
Terra em circulos. Isto logo foi mostrado que estava errado pois uma observacao
cuidadosa mostra que as vezes os planetas se movem “para tras” nos céus. Assim,
Ptolemeu teve uma nova idéia - os planetas se movem em torno de um grande

circulo e simultaneamente se movem em torno de pequenos circulos.
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Porém, analisando mais detidamente tal modelo percebeu-se que mesmo esse
modelo (com trés circunferéncias) nao funcionava assim eles colocaram circulos e

mais circulos... Por fim, chegou-se a um mapa como o abaixo

Figura 14: Sistema geocéntrico de Hiparcus-Ptolomeu. A Terra (Earth) no centro,
o planeta Venus e o Sol (Sun), com revolugao anual circular e indicada por meses.

James Ferguson, Astronomy Explained, 1756.

Para melhor entender a superposi¢ao de um grande ntiimero de circunferéncias
e transformadas de Fourier, vale a pena ver o video abaixo.

https://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw

Este video, ilustra que podemos apresentar uma orbita qualquer adicionando
uma quantidade suficiente de circunferéncias desde que variemos o tamanho das

circunferéncias e as velocidades angulares.
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Uma forma simples de representar o movimento em uma circunferéncia pode
ser obtida com nimeros complexos. Um ponto movendo-se no plano é dado por
uma func¢do complexa z(t) na variavel temporal £. Assim, o movimento em uma

circunferéncia de raio R e com frequéncia angular w é dada por
z(t) = Re™".

Se o movimento ocorre em torno de duas circunferéncias, com uma delas apoiada

e ao redor da outra, a posicao é dada por
2(t) = Rie™t + Rye™?!,

Podemos aumentar para trés, quatro ou mesmo uma quantidade infinita de cir-
cunferéncias. Se permitirmos circunferéncias com qualquer possivel frequéncia

angular, obtemos a férmula

2(t) = f: R(w)e™'dw.

A funcdo R(w) ¢é a transformada de Fourier de z(t). Tracando um cami-
nho no plano e dependente do tempo tal curva pode ser eshocada adicionando
uma quantidade infinita de circunferéncias de distintas frequéncias. O raio das
circunferéncias é a transformada de Fourier do caminho. [Atencao: devemos per-
mitir que as circunferéncias tenham raio complexo. Isto nao é esquisito. E como
dizer que as circunferéncias tem raios reais, mas nao precisam comecar no mesmo
lugar. No instanten ¢ = 0 pode-se comecar tao distante quanto desejado em cada
circunferéncia. |

Se o caminho ¢ fechado (como no video), a transformada de Fourier é de fato

uma série de Fourier. A maioria das frequéncias nao é necesséaria e obtemos
*oo .
2(t) = ) e
k=—oo

onde wy ¢ a frequéncia angular associada com a repetigao (isto é, ao periodo). A
Unica circunferéncia que é necessaria é a mais lenta e entao: a que é duas, tres,
quatro,... vezes mais rapida. Para reproduzir um caminho fechaod ainda é ne-
cessario uma quantidade infinita de circunferéncias mas desta feita tal quantidade
é enumeravel. Uma quantidade finita e suficientemente grande de circunferéncias
fornece uma aproximagao razoavel.

Este é um resumo razodavel sobre andlise de Fourier. As questoes que surge

sao: como executar, para que serve e porque funciona,
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1.5 Transformada de Fourier

A teoria das séries de Fourier lida com fungoes periddicas na reta [ou, dito de

outra forma, funcoes definidas no circulo unitario

St={(z,y) :2*+y* = 1}].

Correspondentemente, analisamos uma fungao definida na reta e nao periddica
com a Transformada de Fourier desta funcao. Esta transformada , distintamente
das séries de Fourier (com conjunto discreto de frequéncias, igualmente espagado

e possivelmente Z)), tem um conjunto continuo de frequéncias (a reta real R).

Uma das importancias da transformada de Fourier se dé na teoria das equagoes
diferenciais. Nesta area, por vezes a transformada de Fourier permite transfor-
mar um problema dificil envolvendo uma dada funcao f em um problema facil
envolvendo a transformada de Fourier F(f) = F. Obtida a solugao @ deste pro-
blema facil, a solucao do problema dificil é a transformada de Fourier inversa

g=F1(¢). Vide diagrama abaixo.

T f

~~

equagao dificil

B

]:—1

-~

lequagéo facil
¥

)

A seguir, procuremos “deduzir de uma forma sensata” a férmula para a tran-

formada de Fourier de uma funcao f:R — C (logo, definida na reta real).

Para utilizarmos métodos de integracao para funcoes definidas na reta real,
tais funcoes devem ter algum decaimento no infinito. Ainda, o espago de fungoes
que desejamos analisar deve ser suficientemente amplo de forma a conter as
fungoes infinitamente derivaveis e de suporte compacto (isto é, nulas no com-
plementar de um intervalo da forma [-r,7]). Concentraremos entao nossa analise
em uma funcao arbitraria, de classe C'*™ e de suporte compacto. Enfatizemos que
nao é pouco considerarmos tais fung¢oes pois até mesmo o impulso/distribui¢do
definido pelo ¢ de Dirac, é limite de uma sequéncia de funcoes de classe C'* e de
suporte compacto. Vide vide Capitulo 2 - Ferramentas - Secao 2.6 ou

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Integral-Reta.pdf.
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[Vale a pena observar que as fungdes de classe C* e de suporte compacto
formam um conjunto denso em cada um dos espagos de fungoes (definidas na

reta) em que é estudada a Teoria da Transformada de Fourier.|

A idéia de Fourier. Consideremos uma funcao/sinal, digamos f = f(s) infini-

tamente derivavel e nula fora do intervalo [-1/2,1/2]. Seja T'> 1. Definamos

g(t) = f(tT), para todo t € [—%, %]

Para a fungao g temos o desenvolvimento em séries de Fourier

+00 ) 1 1
g(t) = Z Cn€2mn757 para todo t € |:—§, §:| ,

com coeficiente (abaixo, introduzimos t7" = s)

2 1 3 1
e= [ Joet = [ p(s)e s - o [

34(5)

Substituamos ¢, na série de Fourier para ¢(t). Utilizemos g(t) = f(s), com s = tT.

f(s)e—Qﬂi%st

DL T

Encontramos o somatério infinito

f6)= % F(5)emeg

Tal identidade vale para cada 7' arbitrariamente grande. Fixado 7', os valores

3 2 1 0 1 2 3
) T Y T Y T ) ) T ) T Y T YA
formam uma partigio do intervalo (—oo,+00). Analogamente as tradicionais

notacoes para somas de Riemann, e escrevendo

1
- T _A§n7

n+1

n
gnzf € §n+1_§n= T -

n
T

é razoavel esperarmos a validade da férmula

f(S) = Tliriloo ii:o f(gn)62ﬂi§n8A§n] = [: f(é‘)e%riﬁsdg'
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De fato, provaremos (no capitulo apropriado) que esta férmula é valida para
toda f infitamente derivavel e de suporte compacto. Melhor ainda, provare-
mos que a férmula é valida para toda funcao infinitamente derivavel e rapida-
mente descrescente no infinito, este é o espago S(R), também chamado espago
das funcoes infinitamente derivaveis e rapidamente decrescentes ou também espaco

de Schwartz (em homenagem a Laurent Schwartz).

A férmula relacionando f e f, vista acima, nos diz como recuperarmos f dada
f. Isto é, encontramos a férmula para a transformada de Fourier inversa. De fato,

indicando a transformada de Fourier por F e sua inversa por F~! temos
1) =F P = [ F©emsas
donde entao segue
FY(h)(s) = f:o h(€)e*™%5ds, para toda h no dominio de F'.

Por outro lado, dada v : [0,1] - C integravel e 1-periédica temos

N 1 )
) = [ v(s)e s

As duas tltimas férmulas integrais acima nos sugerem definirmos

o= [ e

Veremos que tal definicao satisfaz F o F~1 = F~1o F = Id, o operador identidade.

Por fim, deve-se destacar que a transformada de Fourier é uma ferramenta
util para estudar fungoes (sinais, ondas) nao apenas infinitamente derivéveis mas
também fungoes continuas e mesmo fungoes descontinuas (tais como fungoes-
escadas ou ondas-quebradas) mas também impulsos. O impulso mais famoso (em
Matematica, claro) é o § de Dirac. Matemdaticamente, um impulso é visto como

uma distribuicdo.

Analogamente a séries de Fourier,

—_

(&) mede a componente de f que oscila com frequéncia &.
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1.6 Gauss e a Descoberta de Ceres.

O asterdide Ceres foi descoberto no primeiro dia do século 19, e logo a seguir
forma descobertos os asterdides Pallas, Vesta e Juno.

Gauss interessou-se pelo problema de determinar suas érbitas, através dos
dados observados. Em 1802, o Barao von Zach publicou 12 registros para a érbita
de Pallas vide figura abaixo]. Gauss interpolou estes dados this data utilizando

um polindmio trigonométrico com periodo de 360 da forma

2mikx

11
y(;p) = che 360 ,
k=0

com os 12 coeficientes cg, ¢y, ..., c11 escolhidos de forma tal que o gréafico de y =

y(x) passe pelos 12 pontos dados:
(nx30,y,), onde n=0,1,...,11.

Isto é,

11
2wikn
Yn = che iz onden=0,1,...,11.
k=0

Declination

(min) o .

1000 +

360° Right ascension

(degrees)

Figura 15: Dados sobre a érbita do asterdide Pallas.
Donde entao segue

2m

1 11 1kn
ckz—Zyne’ &) ,onde £=0,1,...,11.
12n:0

Obviamente, uma coisa € escrever esta formula e outra é obter o valor numérico

para cada coeficiente ¢;. Gauss efetuou tal célculos “na mao”.
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