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Dados n+1 nimeros complexos a,, a,_1,. .., a1,aq € a indeterminada z (a teoria

segue analogamente para um corpo K arbitrario) dizemos que a soma formal
apnz" + -+ a1z + ag

¢ um polindmio com coeficientes complexos a,,...,ay € na indeterminada z. Tal
apresentacao embute duas identificacoes. A saber, ag = agz? e z = 2. O polinémio

acima é também descrito como
n 0
Ap2" + -+ apz”.

Tradicionalmente, a indeterminada é indicada por X. A indeterminada, de-
notada X ou z ou qualquer letra, é um objeto formal e nao indica uma variavel.

Isto é, a indeterminada nao percorre valores em um conjunto.
Como desejamos que, por exemplo,

1422-322 e 1+22-322+022+02*

representem o mesmo polinomio, aprimoramos a definicao dada acima. Dizemos

entao que um polindmio é uma soma formal infinita

o2’ + a1z + -+ a2+ e

em que {j:a; # 0} é finito (e z é a indeterminada). Denotemos tal polinémio por
P(z). Como a notacao para a soma formal P(z), na indeterminada z, é a mesma

que para a funcao P(z), na varidvel z, faremos a distingado com os devidos nomes.
Se a, # 0 e a; = 0 para todo j > n, escrevemos o polinémio P(z) como
P(z)=ap,z"++a1z+ao

e dizemos que a,, € o coeficiente dominante. O termo ag é o termo independente.

Ainda neste caso, dizemos que o polindmio P = P(z) tem grau n e escrevemos

grau(P) =n.
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Facamos alguns comentarios.

Se ap = 0 mas nem todos os coeficientes de P(z) s@o nulos, é usual omitir ag.
Por exemplo, abreviamos P(z) =722+ 6z + 0 por P(z) =722 +62.

Dado a em C, o polinomio P(z) = az® = a é dito um polindmio constante.
Dizemos que o polindmio nulo (todos os coeficientes sao nulos) tem grau —oo.
O polinémio nulo é o polinémio constante P(z) = 0.

O polinoémio 12", onde n =0,1,2,..., é denominado monémio de grau n com

coeficiente dominante 1. Utilizamos a notagao

12" =2" paran=0,1,2,....

Escrevemos P € C[z] se P é um polinémio complexo na indeterminada z.

Segue diretamente da definicao que dois polindmios complexos

P(z) = agz®+aiz+agz?+ -
¢
Q(z) = bz’ +biz+bgz?+ -

sao iguais se e somente se temos a; = b; para todo j=0,1,2,....

A definicao da soma de dois polinémios com coeficientes complexos e a de-

finigdo da multiplicacdo de um polindémio (com coeficientes complexos) por um

escalar complexo \ sao dadas coeficiente a coeficiente. Isto é,

(P+Q)(2)

(¢

(AP)(2)

(a() + bo)ZO + (a1 + bl)z + (CLQ + b2)22 + -

A2 + Najz + Aagz? + .

E trivial verificar que o conjunto dos polinomios com coeficientes complexos,

munido de tais operagoes, é um espago vetorial complexo.
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Defini¢ao (Produto de Polinémios).

e Dados dois monémios z" e z™, definimos o produto (comutativo)

e Sejam P =P(z) =a,z"++0apz’ e Q = Q(2) = 2™+ +byz® polinémios.

Definimos [estendendo linearmente a férmula para produto de monémios]

(PQI)= % ahm,

_____

Tal produto é evidentemente comutativo.

Com a notacao na definicao acima, € trivial ver que

n+m
(PQ)(z) = Z ( Z ajbk) 2P = Apby 2™ + -+ (agby + arbg)z + agbe 2.

p=0 \j+k=p

Indicamos o polinémio (PQ)(z) por P(2)Q(z).

Proposicao 1. Se P(z) é um polinémio complexo de grau n e Q(z) é um

polinémio complexo de grau m, entao P(z)Q(z) tem grau n+m. Isto é,

grau( PQ) = grau(P) + grau(Q).

Prova. Trivial, se P ou @) é nulo e também trivial se P e () nao sao nulos#

E bem facil ver que
grau(P + Q) < max{grau(P), grau(Q)}.
Se P(2)=82°+23+7 e Q(z) =-825, entdo

grau(P + Q) =3 <5 = grau(P) = grau(Q).



Teorema 2 (Algoritmo de Euclides). Consideremos dois polinémios com-
plexos P = P(z) e D = D(z), com D nao nulo. Entao, existe um tnico par de

polinémios complexos (Q = Q(z) e R = R(z) verificando as condigoes
P=DQ+R e grau(R) < grau(D).

Prova. O caso grau(D) =0 é trivial.

Existéncia.
o Se grau(P) <grau(D), pomos Q@ =0e R=P.
o Supondo 0 < grau(D) =m <n =grau(P), escrevamos

{ P(z)=ap2"+ap 12"+ +a1z+ap, comay;€C ea,#0,

D(Z)=bmzm‘i'bmflzm_l+"‘+b1Z+b07 com bjISEC eb,+0.

Definindo os polinémios
An _pom
Ql(Z) = b—Z (§] Rl =P- QlD,

segue grau(Ry) <n e P =D+ R;. Fim do sub-caso grau(R;) < m.

Se grau(R;) > m , aplicando um argumento andlogo ao polinomio R; de-

terminamos @2 € C[z] tal que o polinémio Ry = Ry — Q2D satisfaz
grau(Ry) < grau(R;) e a identidade Ry = Q2D + Ry.
Se grau(Rz) < m, a tarefa se encerra. Caso contrario, por itera¢ao obtemos
Ry_1 = QrD + Ry, com grau(Ry) <m,

e encontramos P = Q1D + QoD + -+ Q1D + Ry = (Q1 + -+ Q1) D + Ry.

Definindo @) = Q1 + -+ @ ¢ R = Rj completamos a prova da existéncia.
Unicidade. Sejam quatro polindmios complexos @1, @2, R e Ry tais que
max(grau( Ry),grau(Ry)) < grau(D) e Q1D+ Ry =P =Q2D + R;.
Obtemos (Q1 - Q2)D = Ry — Ry. Logo,
gran[(Q1 - Q2)D] = gran (@1 - Qa) + gran(D) = gran(R, - Ry).

Donde segue Q1 - Q2=0¢e Ry — Ry =04
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Os polinomios @) e R sao ditos quociente e resto da divisao inteira de P por D.

P|D
R|IQ

Se o resto R é zero (o polinoémio nulo) dizemos que D divide P.

Temos o seguinte mnemonico

A seguir, distinguimos polinomio de funcao polinomial. Dado um polinémio
P(2) = a,2" + ap1 2" 4+ ay 2+ ag??,

passamos a tratar z como varidvel complexa [distinguindo-a de indeterminadal.
Convengao. Definamos 20 = 1, para todo z em C.

Obtemos entao a fungao polinomial
P:C - C, dada por P(z)=a,z"++a1z+ag para cada z € C.

Definigao. Seja P(z) um polinémio complexo nao nulo. Um numero complexo

« é um zero [ou raiz] de P(z) se P(«) =0 [isto é, a fungao P(z) se anula em «.

Corolario 3 (Teorema de Descartes). Seja o um niimero complexo. Temos
P(a) =0 se e somente se z—a divide P(z).
Prova.
(=) Pelo Algoritmo de Euclides temos
P(z)=(z-a)D(z) + R(z), com grau(R) < 1.

Logo, R é uma constante nao nula ou o polinomio nulo. Substituindo
z = a na expressao achada para R(z), obtemos R(«) = 0. Logo, R(z) é o

polinémio nulo. Donde segue P(z) = (z - a)D(z2).

(<) Seja D(z) tal que P(z) = (2 —a)D(z). Logo, P(a) =04



Teorema 4. Seja P(z) um polinémio complexo de grau n > 1. Entao, P(z) tem
no maximo n zeros distintos em C.

Prova.

O caso n =1 é trivial. Suponhamos n > 2.

Sejam «, ..., ay, zeros distintos de P(z). Pelo iltimo coroldrio temos

P(2)=(2-a1)Q1(2), com grau(Q) =n—1.
Logo, Q1(az) =0 e temos
Q1(2) = (2 - a2)Q2(2), com grau(@Q)y) =n—2.
Por indugao, encontramos
P(z)=(z—a1)(z = a,)Qn(z), com grau(Q@,) = 0.
Entao, o polinomio (), é uma constante nao nula. E agora evidente que

P(z) nao tem nenhuma outra raiz além de ay,...,a,®

Corolario 5 (Principio de Identidade Polinomial). Seja P(z) um polinémio
complexo com grau(P) < n. Se P(z) tem n+ 1 zeros, entao P(z) é o polinémio
nulo (todos os seus coeficientes sao nulos).

Prova. Segue imediatamente do corolario acima #

Comentario 1. Dado um corpo finito K = {ky,...,k,}, existe um polinémio

nao nulo P(X), com coeficientes em K e na indeterminada X, tal que
P:K - K, onde P(k) =k para todo k € K, é a fungao polinomial nula.
De fato, basta definirmos o polinémio (de grau n)

P(X) = (X = k1)(X = ky).
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Comentario 2. Existe uma bijecao evidente entre o conjunto dos polinomios

complexos na indeterminada z e o conjunto das sequéncias complexas quase-nulas
{(a;j) = (a;)jen : existe n e N tal que a; = 0 para todo j > n}.
O conjunto das sequéncias quase-nulas, com as operagoes
(aj) +(bj) = (a; +b;) e Aay) = (Aay),
é um espago vetorial e uma base (algébrica) deste espago é dada por
eo=(1,0,0,...,), e1=(0,1,0,0,...), e2=1(0,0,1,0,0,...),....
Se (a;) é uma sequéncia quase-nula com a; = 0 para todo j > n, entao temos
(an) = ageg + areq + -+ + ape,.

As operacoes de adicao de polinomios e multiplicacao de um polinémio por

um escalar, tornam o conjunto dos polinémios um espago vetorial complexo.

A seguir, dado um polinémio P(z) = a,z" + -+ + a1 2 + ag adotemos a notacao
P(2) =apz’ +a;z' + -+ a,2", com z =1
Entao, ¢ trivial ver que a bijecao
a2’ = (ay)

¢ um isomorfismo entre espacos vetoriais. Identificamos o espago dos polinomios

complexos com o espaco das sequéncias complexas quase-nulas. Por tal bijecao,
2" corresponde ao vetor e,, paracadan=0,1,2,....

Identificando 2™ = e,,, 0 espago dos polinomios complexos na indeterminada z

é o espago vetorial complexo gerado pelo conjunto linearmente (logo, uma base)
{20 2=22%23,.. .}

Todo polinémio P(z) nao nulo é dado por uma tinica combinagao linear finita,

com coeficientes nao nulos, de elementos da base (de monomios) {29, z, 22,...}.



Comentario 3. Seja V' um espago vetorial complexo (de dimensao finita ou
nao - o comentario também vale para espagos vetoriais reais). Consideremos um

operador linear
T:V >V

O conjunto dos operadores lineares definidos em V' é um espago vetorial.
No espago dos operadores lineares de V' em V| introduzimos um produto.

Dados dois operadores T:V - Ve S: V - V' definimos o produto (composi¢ao)
SoT:V -V,

Notagao. ST =S50oT.
Fixemos um operador linear T: V - V. Seja [ : V' - V o operador identidade.

Definamos, por inducao,
T°=1 e T'=ToT"' sen>1 [logo, T"=T].
Dados n e m, é trivial ver que [por inducao em n+m e n+m =0 é ébvio|
™1™ =T"",

Seja P(X) = a, X" + -+ + ¢pX? um polinémio na indeterminada X e com

coeficientes complexos. Definimos
P(T) = a,T" + -+ agT°.

Analogamente, dado Q(X) = b, X™+---+by X com coeficientes complexos, segue
Q(T) = by, T™ + -+ byT°.

Proposicao 6. Mantenhamos a notacao neste comentario. Temos

PDIQT) = ¥ ()T = Y ab T = (PQ)(T)s

0<g<n 0<j<n
0<k<m 0<k<m



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Exemplo 1. Consideremos o polinomio com coeficientes complexos
P(X)=a, X"+ +a X +apX? [na indeterminada X].
Consideremos o espago vetorial complexo
C(R;C)={f:R - C: f é infinitamente derivivel}.

[As curvas infinitamente derivdveis no plano complexo (isomorfo a R?).]

Indiquemos a varidavel real pela letra t. Consideremos o operador linear
D:C*(R;C) - C*(R;C)

definido por
D(f)(t) = f'(t).

E claro que D (operador derivagao de primeira ordem) é linear. Escrevamos

d
D=—.
dt
Dada uma fungao f em C*(R;C), sdo usuais as notagoes
drf
(n) - 2 J 0) =
o= O =5
E 6bvio que
d n
(n) - [
d (dt) (£).

Seja I : C(R;C) - C*(R;C) o operador identidade. Escrevamos

d° d\’
(=) =1
i~ ()

Com as notagoes introduzidas temos

d dr d
P(a) = an% + .- +a1£ +a0_f.

Suponhamos que valha a seguinte fatoracao para o polinémio P(X),
P(X) =Q(X)R(X).
A Proposicao 6 entao garante

P(i)-(E) (@)

Fatorar operadores ¢ muito importante na resolucao de problemas.



Exemplo 2. Analogamente ao Exemplo 1, consideremos um espaco de Hilbert

H (isto é, H é um espaco vetorial complexo, com produto interno e completo).

Sejam T': H - H um operador linear e um polindbmio complexo
P(X)=a,X"+-+0ayX" [naindeterminada X].

Entao,
P(T) =a,T" +-+agT®  [com T"=1T],

é um operador linear definido no espaco de Hilbert H &
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