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Introducao

Nestas notas analisamos as edo's lineares de segunda ordem e da forma
1/ !
y'+ Py +Qy=R,

onde P(t), Q(t) e R(t) sao fungoes arbitrarias definidas em um intervalo aberto
fixado. Tal equagao é dita homogénea ou nao homogénea conforme R é ou nao
nula. Se R nao é a funcao nula, analogamente as edo’s de segunda ordem e

coeficientes constantes, a solucao geral da edo ndo homogénea
(NH) y"+Py+Qu=R
¢ dada pela soma da solugao geral da edo homogénea associada

(H) y'+ Py +Qy=0
com uma solugao particular da edo nao homogénea (NH).

Como ja vimos com as edo’s lineares com coeficientes constantes, para aguar-
darmos a unicidade da solugdo demos impor condigoes iniciais [ fisicamente, de-
notando a varidvel por ¢ e interpretando y(t) como a posicao de uma particula
no instante ¢ e supondo que o instante inicial corresponte a ¢t = 0, para determi-
narmos a posicao da particula a cada instante ¢ é necessario especificar a posicao

inicial y(0) e a velocidade inicial y'(0)].
Passamos entao a analisar o problema com valor inicial (e na varidvel t)

y"+ Py +Qy=R,
(PVI) y(to) = a
y,(tO) = 67

onde o e B sao numeros reais arbitrarios.
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H& vérios teoremas de existéncia e/ou unicidade para tal (PVI) e tais resul-
tados dependem das hipdteses assumidas sobre as fungoes P, ) e R e também

sobre o que se espera da solugao y = y(t).

Entretanto, tanto o enunciado como a demonstracao do Teorema Fundamental
de Existéncia e Unicidade (TEU) para o (PVI) acima sao analogos aos seus corres-
pondentes no Teorema de Picard para equagoes de primeira ordem. Na verdade o
(TEU), e sua demonstracao, para edo’s de segunda ordem é apenas uma versao
vetorial do Teorema de Picard e sendo assim, como o leitor certamente intuira,
vale um teorema andlogo (com demonstragao também andloga) para edo’s lineares

de ordem n.

Nos ocuparemos aqui de enunciarmos o (TEU) para uma edo de segunda
ordem. Para tal, reduziremos a edo de segunda ordem (néo homogénea) a um
sistema linear (ndo homogéneo) com duas edo’s de primeira ordem. Introduzindo as
funcoes nao conhecidas

{ ui(t) = y(t)
u2(t) = y'(t)

reduzimos o (PVI) ao sistema linear

uj = Us
uy = —Pug —Qui + R
uy(to) = o

uy(to) = 8.

(SL)

O qual pode ser reescrito matricialmente como

o) o)) Ge) G )-(5)

E facil ver que se y é uma solucao do (PVI) entdo o par de funcdes (u1, us) = (y,4')
¢ uma solucao do sistema (SL). Equivalentemente, se o par de fungoes (uq,uq) é

uma solugao do sistema (SL) entao a fungao y(¢) = u;(t) é uma solucao do (PVI).
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Por outro lado, utilizando a notacao vetor-coluna em R? e definindo a funcao

em trés varidveis reais e a valores em R2:

F(t, U1,U2) = ( —P(t)u2 - Q(t)m + R(t) )

vemos que o par de fungdes (u(t),us(t)) resolve o sistema (SL) se e somente se

ui (t)
uy(t)

Utilizando a notagao vetor-linha em R? concluimos que o sistema (SL) admite

F(t,ul(t),UQ(t)) = ( ) € (Ul(to),UQ(to)) = (0475).

uma solucdo se e s6 se existe uma funcao vetorial U(t) = (ul(t),u2(t)) tal que

U'(t) = F(t,U(t))
U(ty) = Uy,

onde Up = (a, f). Com tal formulagao estender naturalmente o teorema de Picard.

Para enunciar esta versao do teorema de Picard, introduzamos duas notagoes.
Supondo ¢ uma variavel real, indicamos por y = y(t) = (yl(t),yg(t)) uma curva
em R? e y(ty) = yo a posicao no instante ty. Se F' = F(t,y1,y2) é uma funcao

vetorial em trés varidveis reais e a valores em R2?, escrevemos também

F = (Fy, Fy), onde Fy e F; sdo as componentes de F'.

or_(9r or)
dy  \Oy1 0ya)

Teorema de Picard para Equagoes de Segunda Ordem. Seja F': () —» R?,
onde @) é um cubo centrado em (to,yo) € RxR? com F = F(t,y) e 3_5; continuas,

para 1<1i,5 <2. Entao, localmente, existe uma sé solucao para o PVI
{ y(t) =F(tyt)),
y(to) = o

Prova.
Basta adaptar a prova da versao basica do teorema de Picard
(vide https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-PICARD.pdf)#
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Fungoes Analiticas

Dizemos que uma funcao f(x) é analitica em um intervalo aberto se f é de
classe C'™ em tal intervalo e se para todo ponto zy neste intervalo a funcao f é

dada por sua série de Taylor em uma vizinhanca do ponto xg:
(n) €T
f(x) = Zf ( 0)(30 x9)", se |x —xo| <r, para algum r > 0.

Como exemplos de fungoes analiticas, em seus respectivos dominios, temos:
- séries de poténcias (um polinémio de grau finito ou infinito),

- fungoes trigonométricas,

- fungoes exponenciais,

- funcoes logaritmicas e

- as radiciagoes ¥/z, onde ne€ N e z € (0, 00).

Ainda, o espaco das funcoes analiticas é fechado por adi¢ao, multiplicacao por
escalar, produto, composigao, inverso multiplicativo (se a func¢do nao se anula),
divisao (se e o denominador nao se anula) e inversao de fungoes (quando existir
a funcdo inversa). Ainda mais, o espago das fungoes analiticas é fechado por
derivagao e por integracao, sendo que toda série de poténcias pode ser derivada
e integrada termo a termo, sem alterar o intervalo de convergéncia. Segue entao

que as seguintes funcoes também sao analiticas:
- fungoes racionais
- arcsinx, arccosx, arctan x,

- coshz, sinhz e tanhx.
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Equacgoes Diferenciais de Ordem 2 e Coeficientes Analiticos.

O que apresentamos a seguir é valido para todo intervalo aberto, limitado ou
nao, incluindo a reta toda. Como a funcao tanx : (-7/2,7/2) - R é analitica e
sua inversa arctan : R — (-m/2,7/2) é também analitica [e todo intervalo aberto
é analiticamente bijetivo com (—m/2,7/2)] simplificamos a apresentagao da teoria

a seguir supondo que todas as fungoes sao analiticas em R = (—oo, +00).

Sejam P(x), Q(z) e R(z) fungodes analiticas em R. Consideremos

y"(z) + P(x)y'(x) + Q(x)y = R(x),
(PVI) 1 y(zo) =a

y'(zo) = B.

Na ultima secao destas notas provamos a existéncia local de uma solucao analitica
de tal PVI. Assim, devido a unicidade da solugao local garantida pelo teorema de
Picard para edo’s de segunda ordem, a tnica solugao local para tal (PVI) é uma
funcao analitica. Para a prova de que existe uma solucao analitica cuja série de
poténcias centrada em xy converge em toda a reta, vide R. C. Bassanezi e W. C.

Ferreira Jr., Equagoes Diferenciais com Aplicagoes, pp. 216-217].
Abaixo, provamos a unicidade da solucao analitica, sem o teorema de Picard.

Teorema. Vale a unicidade da solucdo analitica do PVI acima.

Prova.
E facil ver que podemos supor o = 0. Dadas duas solucoes y; e yo do PVI
acima, a diferenca delas y é uma solucao (analitica) da edo homogénea com

condigdes iniciais y(0) =0 e y'(0) = 0. Pela edo homogénea é trivial ver que

y"(0) =0.

Em seguida, derivando a equacao y” + Py’ + Qy = 0 obtemos y”'(0) = 0. Assim
por diante, encontramos y(™(0) = 0, para todo n € N. Isto ¢, os coeficientes da

série de Taylor de y sao nulos e portanto y é a funcao nula e y; = yom

Destaquemos que se o PVI acima ¢ a coeficientes constantes entao ja sabemos

que vale a existéncia, a unicidade e a analiticidade das solucoes.



O Wronskiano

Dadas duas funcoes derivaveis y; e ys, seu determinante wronskiano é:

yi(z)  ya(x)

Wi(x)=W 1, Y2 () =
(x) = Wy, y2](x) V() ()

Teorema. Sejam vy, e yo duas solu¢oes da edo homogénea
(H)  y"+ Py +Qx)y
e W(x) o wronskiano de tais fungées. Sao validas as propriedades abaixo.
(a) O wronskiano satisfaz a edo de primeira ordem

W'+ PW =0.

(b) E vdlida a Férmula de Abel-Liouville
W = C@f P(yc)clac7
onde ceR e [ P(x)dx é uma primitiva de P(x).
Prova.

(a) Temos

W'(x) = (y1ys = y2y1)" = Y1y + Y1ys — Yoyt — YUl = V1ys — yoyi €

yi + Pyp + Qyr1 =0
o+ Py + Qua =0,
Multiplicando a primeira equacao do sistema acima por —y, e a segunda

por y; e entao somando-as termo a termo encontramos

(195 = y2y1) + P(y1ys — v2y1) + Q(v1y2 — y241) = 0.

Logo,
W'+ PW =0.

(b) E facil ver (cheque)m
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Corolario. Sejam y; e yo duas solugoes da edo homogénea. Entao, ou o wrons-
kiano nao se anula em nenhum ponto ou o wronskiano se anula em todo ponto.
Prova.

Segue imediatamente da Férmula de Abel-Liouvillem

Dadas duas fungoes y; e yo derivaveis quaisquer é 6bvio que se {y1,y2} é L.D.
entao existe A € R tal que y; = A\ys ou y2 = Ay; e, em qualquer destes casos obtemos
W{y1,y2] = 0. A reciproca nao é verdade em geral pois se y; é uma fungao nao
nula que é nula no semi-eixo positivo e ys é uma funcao nao nula que é nula no

semi-eixo negativo entdo temos Wy, y2] =0 mas {y1,y2} ndo é L.D.
Entretanto, a reciproca é verdadeira se y; e yo s@o solugoes da edo (H).
Teorema. Duas solugoes y; e y de (H) sao L.D. se e somente se W = 0.

Prova.
Comentamos acima que a “ida” é sempre valida. Vejamos a “volta”. Fixando

xg € R, como Wy, y2](z0) = 0, existem ¢y, ¢y € R ndo ambos nulos tais que

[yl(l'o) y2(o) ” 1 ] _ [0 ]
yi(zo) v5(wo) Ca 0

Logo, a funcao y = c1y; + cayo € solucao do PVI

y'(z) + P(x)y'(z) + Q(x)y = 0,
y(0) =0
y'(z9) = 0.

Pelo teorema de Picard temos c1y; + cays =0, com ¢2 +¢2 # 0, e {y1,y2} L.D.m



EXISTENCIA DE SOLUCAO LOCAL ANALITICA -
UMA VERSAO SIMPLIFICADA DO TEOREMA DE CAUCHY

Consideremos a edo homogénea com coeficientes analiticos em toda a reta

(H) y"+P(x)y +Q(z)y =0,
onde

P(z) = anwn e Q(z)= Z gnx", para todo x € R.
n=0 n=0

Como primeiro passo, determinaremos uma solu¢ao formal da edo acima [isto
é, uma série de poténcias formal que formalmente resolve a edo consideradal.
No segundo passo verificaremos que tal série formal de poténcias efetivamente
converge em todo ponto de R a uma fungao y = y(x) que é solucao de (H).

Procuremos determinar uma solugao formal
oo
_ n
y(x) =D Y
n=0

pelo método dos coeficientes de Euler, encontrando uma férmula recursiva

para o computo dos coeficientes y,. Notemos as seguintes formulas

y = Znynx”’l = Z(n+ Dyp1x™,
n=0

y” = Z:n(n_l)ynxrk2 = Z(n+2)(n+1)yn+2xna

n=0

= (X psa?) (O (k + 1)ypa®) = i( Z pi(k+1) k+1)x”
y= (> a7) (X ywa*) = i( > qjyk)x"-

n=0 \ j+k=n
Logo,
y'+Py'+Qy = Z l(n +2)(n+ 1) yp2 + Z pi(k+ 1)y + Z qjyk] "
n=0 jt+k=n Jj+k=n
[gualando tais coeficientes a zero vemos que cada coeficiente 1,,,2 ¢ determinado

pelos valores po, ..., Pn, Q0y---5qn € Yo, - - -, Yns1, pela fébrmula de recorréncia

Z p](/f+1)yk+1+ > QiYk

J+k=n

(n+2)(n+1)

Yn+2 = —



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Desejamos mostrar que a série o> yn+22™ tem raio de convergéncia nao nulo.

Tal série tem mesmo raio de convergéncia que a série

"

Z(n +2)(n+ 1) ypeox” = Z Yok
n=0 n=0

Logo, podemos desprezar o denominador (n + 2)(n + 1) presente na férmula de

recorréncia. Assim, basta mostrarmos que os raios de convergéncia das séries

YU quk]a™ e YD pik+ Dype | 2"

n=0 \ j+k=n n=0 \ j+k=n

sao nao nulos. A seguir, notemos a desigualdade

| 20 pilk+ Dya|lz* < 30 20 pillyeal | (n+ 1)zl
n=0 |j+k=n n=0 \ j+k=n

e que a série a direita tem o mesmo raio de convergéncia que
[ee]
2 2 Il ||l

n=0 \ j+k=n

Concluimos entao que ¢é suficiente mostrarmos que o raio de convergéncia da série

¢ nao nulo. Introduzamos simplificagoes para analisar tal raio de convergéncia.

Observemos que, dado um arbitrario R > 0, uma série qualquer
[ee]
> ba”
n=0

converge para todo |z| < R se e somente se a série

o0
Z b ™
n=0

converge para todo r € [0, R). Tendo isto em vista, para analisarmos o raio de

convergéncia da série

o0

Y aue]a"

n=0 \ j+k=n

podemos tomar os valores absolutos dos coeficientes g;/s ¢ ys € supormos x > 0.



Seja entao (by) uma sequéncia ndo nula de nimeros positivos tal que a série

Z bR* = B = B(R), é finita (e maior que zero) para R > 0.
je=0

Sejam ag e a; dois nimeros positivos arbitrarios. Definamos a sequéncia

(S) ans2= Z ajb, onde n > 0.

Jjt+k=n

oo
Teorema. A série Y. a,r™ é convergente para r > (0 e pequeno o suficiente.

n=0
Prova.
Para iniciar notemos que para quaisquer nmeros Zo, . . ., Ly € Yo, - - - , Ym tEMOS
m m m
IIDIEZTES DI | DI E
n=0 j+k=n §=0 k=0

Assim, dado m € N pela definigao da sequéncia (S) temos

i ol = i Z (ajrjbkrk) < (i ajrj) (i bkrk) )
n=0 n=0 j+k=n =0 k=0

Supondo 7 € [0, R), multiplicando as identidades acima por r2, estendendo o

pentltimo somatorio até j = m+2 e majorando ultimo somatoério por B, obtemos

m m+2 )
Z Apyor™? < Z a;r’ r’B.
n=0 7=0

Donde segue

m+2 ) m+2 )
Z a;r’ —ag—ar < r’B Z a;r’.
Jj=0 Jj=0
Assim,
m+2 ]
(1-72B) > a;r7 <ag+apr.
7=0
Se r?B <1 [isto é, r < 1/v/ B] obtemos
mi2 ag + ar
Z a;r’ < 5

Impondo m — oo obtemos o resultado desejadom
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