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Um ponto x > Rn é também indicado pelo vetor x � �x1, . . . , xn�. Dados

x, y > Rn, o produto interno em Rn é definido por

x � y � x1y1 �� � xnyn.

A norma euclidiana de x, ou o módulo de x, é
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Teorema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Vale a desigualdade

Sx � yS B SxS SyS quaisquer que sejam x, y > R
n.

Prova. Temos,

Sx � yS2 � �x1y1 �� � xnyn�
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A norma SxS �
º

x � x definida sobre Rn possui as propriedades abaixo.

Y SxS C 0, para todo x, e tem-se SxS � 0 se e somente se x � 0.

Y SλxS � SλS SxS, para todo λ > R e para todo x > Rn.

Y Sx� yS B SxS� SyS, quaisquer que sejam x, y > Rn (desigualdade triangular)

A desigualdade triangular segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Pois,

Sx� yS2 � �x� y� � �x� y� � x �x� 2x � y � y � y B SxS2 � 2SxS SyS� SyS2 � �SxS� SyS�2¥
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Observemos que para x x 0 e y x 0, ambos em Rn, temos então

�1 B
x � y

SxSSyS
B 1.

Observemos que no espaço bi-dimensional R2 temos

�cosα, sinβ� � �cosβ, sinβ� � cosα cosβ � sinα sinβ � cos�α � β�.

Devido a estas duas observações, para x x 0 e y x 0, ambos em Rn, definimos

x � y

SxSSyS
� cos θ, onde 0 B θ B π.

Dizemos que θ > �0, π� é o menor ângulo entre os vetores x e y.
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