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11.1- Introducao

Este capitulo apresenta um método alternativo aos tradicionais Método dos
Coeficientes Indeterminados e Método do Anulador. Este novo método reduz o
problema inicialmente dado a um sistema linear triangular com coeficientes cons-
tantes. Boa parte da prova do método se encontra na tltima secao deste capitulo
e a prova completa é apresentada em Oliveira, O. R. B., An Alternative for
the Undetermined Coefficients and the Annihilator Methods, arXiv:1110.4425v2
[math.CA]J, 25 Oct 2011.

11.2 - Edo’s lineares de 12 ordem

A seguir, a, b e ¢ pertencem a R e I, I c R, é um intervalo aberto nao vazio.
Fixada uma funcao continua f : I - R e un nimero a € R, uma equacao

diferencial linear (real) de 1* ordem, com coeficientes reais, ¢ da forma

Cji—f+ax=f,
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em que z: I - R é uma solugdo se x é derivavel e 2/(t) + ax(t) = f(t),Vt e l.

Multiplicando a equacao acima pelo fator integrante e* obtemos

dx
e — +are™ = e f(t
i 0

que simplificando pela regra para a derivada do produto de duas fungoes nos da,

Ceat) = e r ).

a qual integrando acarreta

ex(t) = f e f(t)dt +C', C uma constante real,

ou,

x(t) =e / e f(t)dt+Ce™™ | CeR,

que ¢ a formula para a solucao geral da equacao de primeira ordem apresentada.
11.2 - O Operador Derivagao

Abaixo apresentamos a definicao de alguns operadores. O termo operador em

geral se aplica a funcgoes lineares T: V' — V', onde V é um espaco vetorial.
11.1 Definicao. Seja I um intervalo aberto e nao vazio em R.

(a) C2(L;R) ={f:1 - R tal que f € infinitamente derivdvel} € o espaco ve-
torial das funcoes de classe C*, definidas em I e a valores em R, também
indicado por C*(I).

(b) O operador derivacdo de ordem um 4: C*(I) - C*=(I) € dado por,

d _ﬁ_ ,
E(f)_dt_f :

(c) O operador identidade [ : C>(I) — C*°(I) ¢ dado por,

I(f)=1r.
(d) O operador homotetia de razdo A\, A\ : C~(I) > C=(I), é dado por
AD(f) =Af

11.2 Lema. C*>(I) é um espago vetorial e os operadores acima sao lineares.

Prova. E trivial e a deixamos ao leitor m
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Mantenhamos as notagoes acima.

11.3 Lema. Sao verdadeiras as propriedades abaixo.

(a) Regra de composicao

d d &2
(aoa)(f)zwg:f”, VieC™(I) .

(b) O operador identidade comuta com a homotetia de razio \:

d d
— 0 ] = I o —
o (M) = (A)o—

(c) Se A1, Ay sao niumeros reais,

(£-n1)o(4-21) = (i “Xol)o(4-MI) =
= O+ )L+ Al
Prova. Seja f e C(I).
(2) B facil ver que (40 4)(f) = 4(£())) = 2(/) = 1" = ().
(b) Consequéncia da regra (Af)’ = Af".

(c) Neste caso temos,

(#-M1)e(&-20)) =(F-MI)((E-2D) = (£-NI)(=2f)
=" =Mf =X f + Mo f =
=fr= (M +X)f + M daf =
(dt2 ()‘1+)\2)dt+)‘1)‘2 )(f)7

assim temos, (i—/\ll)O(i—/\QI) = ﬁ - (A + /\2)% + A1 A2] e, analogamente,
(#-20)o (- MI)=t - o+ A)% + 2o\l m

11.4 Definicao. Se P(t) = a,t™ + a,1t" ! + ... + a1t + ag € um polinémio com

coeficientes a; € R, 0 < i <n, indicamos o operador (linear) sobre C>(I)
P(4)(f) = antz(F) + anaiir (/) + o+ a1 () + aoI (f)

dnf an— 1f

/i
S0n g tOn-1gm-T +.... T Q1

dt + aof
= anf(”) + an_lf(nfl) + ...+ alf’ + aof .
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11.5 Lema. Se P(t) e Q(t) sao dois polinomios com coeficientes reais entao,

P()oQ(5)=0(5) o P(5) = (PQ)(%).

Prova.
Segue do Lema 2 e da constatacao que o resultado valo no caso de monémios
polinomiais P(t) = a;t* e Q(t) = b;t’, com ¢,j € N e arbitrarios e a;,b; € R e

também arbitriarios m

11.3 - Edol’s de 22 ordem e homogéneas

Analizemos primeiro as equagoes homogéneas com coeficientes reais.

11.6 Proposicao. Seja um I um intervalo real. O conjunto das solugoes da edol

homogénea com coeficientes b e ¢ reais,
(11.6.1) "(t)+bx'(t) +cx(t) =0, tel.
¢ um espago vetorial.

Prova.

E trivial verificar que se x1 = x1(t) e xg = x9(t) sdo duas solugoes arbitrarias
de (11.6.1) entao x(t) = x1(t) + 22(t) e Cx1(t), qualquer que seja C' € R, também
sao solugoes de (11.6.1) m

11.7 Defini¢ao. O polindmio caracteristico associado a equagao (11.6.1) é:
p(N) =22 +bA+c = (A= )(A=X2) ,

onde A1 € Ay sdo as raizes caracteristicas de p=p(A) e A\ + Ao ==b e M\ =c.

Analizando o caso em que as raizes caracteristicas de p = p(A), A1 e Ag, sdo

reais, simples ou nao, obtemos a fatoragao (v. Lema 11.3)

d? d d d
— + b— +c]:(£ - M) (=

W
dez At dt Al)
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e reduzimos o problema de achar as solugoes de (11.6.1) ao de determinar as de
d d
11.6.2 — - MD)(= - XDz =0
( ) (dt 1 )(dt 2 )x ?
que equivale a resolver o sistema com duas edol’s de 1* ordem,
4 \ol)x =
(11.6.3) (‘g 2w =g
(% - )\1[)g =0 .
Da segunda equagao de (11.6.3) temos g(t) = AeMt A € R. Entao, = = z(t) a

solugao de (11.6.2) satisfaz
' = Nz = AeM?t .
Pelo fator integrante e=*2* obtemos a equacao abaixo:
(11.6.4) %{ p()e ) = 2(B)e < ha()e ! = AN,

Caso 1. Se A\; e Ay sdo reais e distintas, integrando (11.6.4) nos d4,
A

———eMt L B A BeR

Al _ )\26 Y Y )

e, multiplicando por e*?* concluimos, x(t) = cie?? + cpe??t | ¢, 9 € R.

z(t)e 2t =

Caso 2. Se a raiz é dupla, A\g = A\; = Ay, entdo g é real e (11.6.4) torna-se
d

pr z(t)e ™} = A, AeR,

que integrando obtemos x(t)e=*t = At + B, B € R, e assim,

Mot 4 eote™t | ¢, co € R.

z(t) = c1e
Provamos entao o teorema abaixo.

11.8 Teorema. Se as raizes caracteristicas A1 e Ao de (11.6.1) sdo reais a

solugdo geral de (11.6.1) €,

(a) Se Ay # Xy, x(t) = AeMt + Be??t | quaisquer que sejam A, B € R.

(b) Se A\1 =Xa =X, x(t) = AeM + BteM | quaisquer que seja A, B € R.
Mostremos agora um muito util lema sobre dependéncia e independéncia linear.
11.9 Lema. Suponhamos A\ e Ay nimeros reais.

(a) Se A1 # g, {eMt et} € linearmente independente.

(b) Se A1 = X2 =\, o conjunto {eM te’} € linearmente independente.
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Prova.

(a) Sejam A, B € R tais que z(t) = AeM? + Be*2t = 0,Vt € R. Computando
z(t) em t = 0, e em seguida derivando x(t), x'(t) = A\jeMt + Blye?t, e

computando z/(t) em ¢ = 0, obtemos o sistema linear,

A+B =0

A)\l + B)\Q =0 s
com determinante de Vandermonde, de ordem dois,
b = X—-N %0
)\1 )\2 2 1 ’

e obtemos A = B =0 e portanto, a independéncia linear afirmada.

(b) Sejam A, B € R tais que AeM + Bte* = 0, Vt € R. Entéao, cancelando e
temos A+ Bt =0, Vt € R, e portanto, pelo principio da identidade polinomial,
A=B=0 =

11.10 Corolario. O espaco vetorial das solugioes de (11.6.1) tem dimensao dois

e € gerado por um par de solugoes (linearmente independentes) {x1,x2} tal que
1(0) =1 e 27(0) =0 e, ainda, x2(0) =0 e 245(0) = 1. Isto é,

21(0) x(0) | |10
#0) x50) | o 1 |

Obviamente, se x1 e x5 satisfazem as condi¢oes dadas entao {1, zo} é L.I.

Prova.

Mantendo a notacao do Lema 11.9, separemos a analise em dois casos:
(a) Se Ay # A2, pondo fi(t) = eMt e fo(t) = e*2t temos (v. prova do Lema 11.9),

f1(0)  f2(0)
f1(0) £3(0)
Logo, existem A, B,C, D € R tais que

[fl(m f2(0)] =[1 ] [f1<0> 12(0)
0 11(0) f3(0)

1 1
A1 Ao

0.

A
B

C
D

g
£1(0)  £3(0) 1|

Desta forma, x1(t) = Af1(t) + Bfa(t) e x2(t) = C f1(t) + Df2(t) satisfazem

o desejado.
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(b) Se Ay =X = A, temos fi(t) = e, fi(t) = AeM, fo(t) = teMt, fi(t) = eM +treM

e

10
Al

f1(0)  f2(0)
f1(0)  f5(0)

e entdo a prova prossegue como no item (a) ®

11.11 Defini¢ao. Dadas duas solugdes x1 = x1(t) e xo = x2(t) de (11.6.1), o
conjunto {xy1,xs} € um sistema fundamental, ou base, de solugcdes de (11.6.1) se

{z1,29} € L.I. e se toda solugio de (11.6.1) é combinagao linear de x1 e 3.
11.12 Exemplo. Determine a solugao geral de 2y" + 8y’ — 10y = 0.

Resolugao.

Nao é necesséario "normalizar” a edo, dividindo-a por 2 (dois) pois o conjunto
das solugoes é um espago vetorial e as raizes do p(A) = 2A2+8X\-10 nao se alteram
se o polinomio é multiplicado ou dividido por uma constante nao nula. As raizes

caracteristicas sdo A1 =1 e Ay = =5. A solucao geral é entao,
y(t) = Ae' + Be™ m

Neste texto, para abreviar, chamamos de base simples, relativa a ty € I, uma
base ordenada de solugoes {xi,x2} de (11.6.1) tal que zi(to) = 1, x}(ty) = 0,
Ig(to) =0e $’2(t0) =1.

Logo mostraremos que a base simples relativa a ty é tinica.

11.13 Exemplo. Determine uma base simples de solucoes, relativa a ty =0, de

d?x  _dx
—_— —4+2x=0.
s +3dt +2x =0

Resolucao.
O polindémio caracteristico é p(A) = A2 +3X+2 = (A + 1)(A +2), de raizes

caracteristicas A = =1 e A = =2. O conjunto ordenado {z1(t) = e, z5(t) = e72!}
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¢ uma base de solucoes. Para acharmos a base simples resolvemos as equagoes

matriciais, notando que z1(0) = 22(0) =1, 21(0) = -1 e 24(0) = -2:

1 1 Al |1 1 1 ¢ [ 10
-1 2 ||B | |o 12 ||lp | |1 |
Ou, equivalentemente, os sistemas lineares,
A + B = 1 C + D = O
~A-2B =0 ’ -C-2D =1.

Logo, A=2, B=-1,C=1e D =-1 e a base simples, relativa a ty =0, é
{27t -2 et -2

Adendo a resolucao.

As duas equacoes matriciais dadas sao redutiveis a uma sé equacao matricial:

1 1 A C 10
-1 -2 B D 01 |’

e entao, pela férmula para inversao de um matriz 2 x 2 inversivel:

-1
a b 1 d -b
c d “ad-be | —¢ o |

obtemos

A C
B D

11.14 Exemplo. Determine uma base simples de solucoes, relativa a tog =0, de
2" +62'+9x=0.

Resolugao.

O polinémio caracteristico é p(A\) = A2+6A+9 = (A+3)2, de raiz caracteristica
dupla A = 3. O conjunto ordenado {x1(t) = e73t | x5(t) = te=3!} é base de solugoes.
Para determinarmos a base simples, notando que x1(0) =1, 2{(0) = -3, 22(0) =0,

xh(t) = e73 = 3te3 ¢ 24(0) = 1, resolvemos os sistemas matriciais,
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1 0 A |1 1 0 ¢ [ 10
31 |B ]| |o 31 |lbp | |1 |
ou, equivalentemente, os sistemas lineares,
A = 1 C = O
—3A+B =0 ’ -3C+D =1.

Logo, A=1, B=3,C=0e D =1 e portanto a base simples em ¢, =0 é
{3 +3te™ [t} m

Paa verificar se duas solugoes de (11.6.1) formam uma base de soluges de
(11.6.1) ¢é 1til o conceito de wronskiano associado ao conjunto {fi, fo} de duas

funcoes derivaveis arbitrarias:

Si() - fa(D)

W 15J2 =
U0 =100

11.15 Proposicao. Se z1 = z1(t) e xo = x9(t) sao solugoes de (11.6.1) entdo o

wronskiano Wy, x2](t) satisfaz a equagao diferencial linear de 1% ordem:
W’ [ZL‘l,ZL‘Q](t) = —bW[[El,l’Q](t) .

Prova.

Por hipétese temos,

" bl +emy =0
(11.15.1) { FLron T en

xy +bxh+cxy =0.
Ainda, pela férmula para o wronskiano W (xy,x2)(t) = 125 — 2|29, temos
W'z, xe] = 22l + w2l — 2wy — 2 2h = vyl — 22y .
Substituindo nesta as expressoes para ] e x4 obtidas de (11.15.1) obtemos,

W' [xy,xs] ={E1(—b$§—CZE2) - :Eg(—bx’l—cml)

= —b(z1xh — xjxa) = bW a1, 22] ®

20



11.16 Corolario. Com as mesma hipdteses que na Proposi¢cao 11.15, fizxado

qualquer to € I temos,

(a) Wz, z2](t) = CetCt0) - C =Wxy,22](to) -

(b) Ou Wlzy,22](t) =0, Vtel, ou entio Wy, 22](t) #0,Vt e .
Prova.

(a) Segue da Proposigao 11.15 e da férmula para a solugao de edol’s homogéneas

de 12 ordem.
(b) Segue de (a) m

Dadas duas fungoes f; e fy derivaveis quaisquer é 6bvio que se {fi, fo} é
L.D. entao existe A € R tal que f; = Afy ou fo = Af; e, em qualquer destes casos,

W f1, f2] =0. Mostremos que se f; e fo resolvem (11.16.1) entao vale a reciproca.

11.17 Lema. Suponhamos que x = x(t) € solugao de:

2" +bx'+cxr =0
(11.17.1) z(to) =0
l’,(to) =0.

Entao, x(t) =0 para todo t € I.

Prova.

Inicialmente notemos que se x(t) satisfaz o PVI (Problema com Valor Inicial)
acima, a fungao y(t) = z(t + tp) é uma solugao de (11.6.1) tal que y(0) = 0 e
y'(0) = 0.

Se {x1,x2} é a base simples de solucoes dada pelo Corolario 11.10, entao
existem A, B € R tais que y(t) = Ax;(t) + Bxo(t). Logo, temos as identidades
0 =y(0) = Az1(0) + Bx2(0) = A e 0 = y/(0) = Az{(0) + Bz4,(0) = B e portanto
y(t) = Az (t) + Bxo(t) =0,Vtel, ex(t)=y(t—tg)=0,Vtel m
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11.18 Corolario. Se fi e fy sao solugoes de (11.6.1) e W[ f1, f2] = 0 entao
{fi.f2} € L.D.

Prova.

Fixando tq € I, como W[ f1, f2](to) = 0, existe A, B € R nao ambos nulos tais

l filto)  falto) ” A ] _ [ 0 ] |
fito)  f3(to) B 0
Logo, f = Afy + Bfs é solugao de (11.7.1) e entao Af; + Bfy =0, com A ou B nao

zero. Consequentemente, fi e fs sao linearmente dependentes m

que

11.19 Corolario. Dados xg e yo reais quaisquer e ty € I, existe uma unica
solugao do PVI

" +bx'+cx =0
(11.19.1) z(to) = 29
x’(to) =% -
Prova.
Existéncia. Através da translagdo y(t) = xz(t + tp), podemos assumir ¢y = 0.

Assim sendo, se {x1,x2} é a base de solugbes dada pelo Coroldrio 11.10 uma
solugdo de (11.19.1) ¢,

x(t) = xow1(t) + yoxa(t) .

Unicidade: Se x(t) e y(t) sdo duas solugoes de (11.19.1) entao z(t)-y(t) é solugao
de (11.17.1) e entao, pelo Lema 11.17, z(t) —y(t) =0,Vtel m
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11.4 - EDOL de 22 Ordem, Homogénea e com

Raizes Caracteristicas Complexas

Introduzamos os conceitos de integracao e derivagao para funcoes definidas

em uma varidvel real a valores em C.

11.20 Definigoes. Dada f:1 - C, I =[a,b]cR, f=fi+ifs, com fi1 = Re(f)
e fo=Im(f), definimos, se existir, a integral definida de f por,

fabf(””)d“ fabfl(@dmfabfz(x)dx ;

e a derivada de f por,

f(t+h)-f(t) Mim filt+h) - fi(t) +ilim fo(t+h) - fa(t)
h h—0 h h—0 h

= filt)+if5(t)

f'(t) = lim

e uma primitiva de f como qualquer fun¢ao F : I - C tal que F'(t) = f(t),Vtel.

z_
el-1.

11.21 Lema. Para z € C temos, ling

Prova. J4 mostrado no capitulo sobre Séries de Poténcias m

11.22 Lema. Para x(t) =eM AeC etel = (a,b) cR temos, z'(t) = \e .

Prova. Utilizando o segundo limite fundamental obtemos, supondo A # 0,

t4h) — o(t A(t+h) _ pht A _ 1 A _q
z'(t) = }Zin(l) il )~ (1) = lim % —limeM T = lim M

_ t
h h=0 h h=0 h h=0 b Ac'm

Notagoes. K indica R ou C, I = (a,b) c R e C*(I;K) é o espago das fungoes
f:1 - K com as derivadas até ordem k continuas.
Para edol’s de 1* ordem com coeficientes complexos e f : I — C temos o

resultado abaixo.

11.23 Proposicao. Seja AeC, feC(I) et,el. Para x e CY(I;C) temos,

2'(t)-Ax(t) = f(t) < x(t) ze’\t/tt e f(s)ds + cieM, ¢ €K

o
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Prova. Utilizando o fator integrante e~* obtemos,

o -Ar=fe e - Are M = feM = %{ z(t)e ™M} = e M f(2).

Concluimos entao,

t
- dr=feot)eM = [ e f(s)ds+cy, cp eK m

o

Adendo. Temos que z,(t) = fti e f(s)ds é uma solugdo particular da edo
considerada e z,,(t) = c;eM é a solucao geral da equacao homogénea associada.

Retornemos a andlise da equagao (11.6.1)
"(t)+bx'(t) +cx(t)=0, telcR,

supondo desta feita que as raizes caracteristicas sao complexas e nao reais.
O resultado abaixo simplifica a analise e passamos a procurar solugoes com-

plexas da mencionada edo.

11.24 Proposicao. Uma funcgao z:1 — C é uma solugao compleza de
(11.24.1) 2"()+b2'(t)+cz(t) =0, tel=(a,b)cR,

se e somente se as partes real e imagindria de = z(t) sdo solugoes reais de (11.6.1).

Prova.

Escrevendo z(t) = z(t) + iy(t), x(t) e y(t) niimeros reais, basta notar que
2 b vez=[2" +bx’ +cx] + iy +by +cy] m

Gragcas a tal proposicao e analogamente ao caso em que as raizes caracteristicas

sao reais, considerando a fatoragao,

2 d d d
R A G G W A VI W
g thg tel= (g - Mg = ),

reduzimos o problema de achar as solugoes de (11.24.1) ao de determinar as de

d d
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Pela Proposicao 11.23 a funcdo g, g = (4 - A1)z, satisfaz (4 - \I)g = 0 se
e somente se g(t) = kieM? k; € C. Entao, z = 2(t) é uma solugdo complexa de

(11.24.2) se e somente se

2 =Nz =keMt, Ky eC;
e para tal equacao, com o fator integrante e=*2* obtemos a equacao equivalente
(11.24.3) %{z(t)e_)‘”} = 2 (t)e 2t Dpz(t)e 2t = ket

SeMi=a+ifel=A=a-if,[+0, integrando (11.24.3) obtemos
20it

2
e (=Bt — L
z(t)e 1 28i

+ ]{32, ]{72 € C,
que multiplicando por e(®~#t indica que z(t) é solucao de (11.24.1) se e s6 se
k 4 .
z(t) = L p(ariB)t | o p(amiB)t - f ko € C.
231

Analogamente ao Lema 11.9 (a), o conjunto {e*f et} Xy = A;, é linearmente
independente sobre C.

Como a edo 2" + az’ + bz = 0 tem coeficientes reais e z(t) = e(**#t & solucio
complexa, segue que sao solugoes reais da edo as partes real, x1(t), e a imaginéria,
xo(t), de z(t):

z1(t) =ecos Bt ,  xo(t) = e*senf3t.

Ainda mais, como

b

{ elariB)t = eot cog Bt + jesen St { et cos Bt = gela+if)t 4 Le(a-if)t
e

ela=iB)t = got cog Bt — jetsen /St esenfft = geletif)t — Le(a-if)t

o espago das solugoes de (11.24.1) é também o conjunto das combinagoes lineares
com coeficientes complexos de e cos 5t e e*senf3t e o conjunto {e* cos 5t , e*sen/3t}
¢ também linearmente independente sobre C e, por maior razao, linearmente in-
dependente sobre R.

As partes real e imaginaria de w(t) = e(@=#)t sendo y,(t) = e* cos Bt e yz(t) =
—e®senft, o conjunto das combinacoes lineares das funcoes yi,y, é igual a seu
andlogo para x1,xs. Logo, z = z(t) e w = w(t) fornecem o mesmo espago de

solucgoes reais.
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Sumarizando, provamos o resultado abaixo.

11.25 Teorema. Suponhamos que as raizes do polinomio caracteristico associ-
ado a equagao (11.6.1), A\ e Ag, sGo complexas nao reais: Ay = a+if3, Ay = a—if3,

com [ #0.

(a) A solugao (real) geral de (11.6.1) é dada por,

x(t) = Ae® cos ft + Be*senft, com A,BeR.

(b) O conjunto {e* cos Bt ,e*senft} é uma base de solugoes de (11.6.1).

Prova. Feita acima m

11.26 Exemplo (Movimento Harmoénico Simples - MHS). Determine a
solucao geral de

F+w?r=0, weR*.

Resolucgao.
O polinémio caracteristico é p(A) = A2+ A2 = (A —wi) (A +wi). A solucao geral
complexa é

2(t) = cre + cpe™™ | ¢y ,c € C,

e a solugao geral real z(t) é a combinagao linear real das partes real e imaginéria
de ewit.

x(t) = cpcoswt + cosenwt, c;,c0€ R =W
11.27 Exemplo. Determine a solucao do problema
F+2+x=0, 2(0)=1ex(0)=0.

Resolucgao.

O polindmio caracteristico é p(A) = A2+A+1 = (A+1)2+3, de raizes A = —%i%gi.

As solugbes complexas da edo sao combinagoes lineares complexas de

e(—%+§i)t o e(—%—?z’)t ,
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as solucoes reais sao da forma
_t 3 ¢ 3
x(t) = c1e72 cos Tt + o€ 2sen7t, c1,02€R |

e a solugdo procurada é (verifique)

V3t V3 . V3t
2

+ —e 2sen——
2

3

z(t) = €72 cos

11.4 - EDOL de 22 Ordem Nao Homogénea

Dado um intervalo real I, b e ¢ niimeros reais e uma func¢ao real continua

f: I - R, analizemos a edol (nao homogénea se f #0),
(NH) 2" +bx"+cx=f(t), tel.

Mostremos que a solugao geral é a soma de uma solucao particular fixada com

as solucoes arbitrarias da equacao homogénea associada,
(H) 2"+bx'+cx=0.
O polinémio caracteristico da equacao (NH) é o polinémio caracteristico de (H).

11.28 Proposicao. Se z, € uma solucdo particular, fiza, de (NH) a solugdo
geral de (NH) é

Ty=xp+xy, T uma solugao arbitrdria de (H) .

Prova.

Se xp, é uma soluc¢ao da equagao homogénea (H) temos,
(@p +xp)" +b(xp + x3) + c(xp + 23) = () + b), + cxp) + (x) +ba), +cxp) = f+0=f,

mostrando que z, + x;, € solugdo de (NH).

Se x = z(t) é uma solucao arbitraria de (NH) temos,
(x—ap)" +b(x —2p) +c(x— 1) = (2" + b2’ + cx) - () +bx), +cxp) = f-f=0,
mostrando que x = (z — ) + &, = Tp, + T, cOm T, = & — T, solugdo de (H) m
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Como sabemos resolver edol’s de 2% ordem homogéneas com coeficientes reais,
a resolugao da equagao (NH) é, pela Proposi¢ao 11.28, redutivel a determinagao
de uma sua solugao particular.

A seguir desenvolvemos um método para encontrarmos uma solucao particular

nos casos que o termo independente na equacao (NH), a funcao f, é do tipo:

(11281) f(t) = Z (ajtje’wt COS Cl/jt'f‘bjtjeajtsenﬁj) s CL]'/S 7bj’8 ,Oéjls 76]"8 ,’}/jls s 6]'18 e R.
j=1

Simplificamos tal tarefa com os dois simples e importantes resultados abaixo:

11.29 Proposicao (Principio de Superposicao). Sejam fi e fo continuas

em I e a valores reais. Suponhamos que x1 = x1(t) e xy = x2(t) sdo tais que

" !/

xf + by + cr1 = fL
" / —

) + bxh + cxy = fo.

Entao,

(I1+J]2)" + b(ZL’1+[E2), + C(ZE1+ZE2) = f1+f2 .

Prova. Trivial m
Assim, reduzimos o problema de determinar uma solucao particular para
(NH), quando o termo independentente é uma fungao da forma dada em (11.28.1),

para quando f tem a forma, onde v e 5 sao niimeros reais,
(11.29.1)  f(¢t) = P(t)e* cos Bt ou, f(t) = P(t)e*sent, P um polindomio real .
Com o préximo resultado conquistamos mais uma simplificacao.
11.30 Proposicao. Sejam b,ceR. Se x: I — C ¢ solugao compleza de
2" +bx' + cx = e(@rib)t ,

se e so se Re(x) e Im(x), as partes real e imagindria de x(t) sdo solugoes de,

respectivamente,

2" +bx' +cx =ecosBt e " +br' +cx=esenft .
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Prova.

Consequeéncia imediata da Proposicao 11.29, e das identidades,

e cos Bt = Re[el!] e e*senft= Im[e®P] m

O que nos permite reduzir a investiga¢ao por uma solugao particular de (NH),

com f dada por (11.29.1), para o caso em que f é dada por,
(11.30.1) f=P(t)e", P=P(t) um polindomio real ey complexo .
No resultado abaixo, P,P;, (), R e S sao todos polinomios.

11.31 Teorema. Sejam P = P(t), um polinomio com coeficientes reais, 7y € C, e

a equacao,
(11.31.1) 2" +bx'+cx = P(t)e.

(a) A fungao z,(t) = Q(t)e, Q(t) um polinémio na varidvel real t e com

coeficientes reais ou complexos, é uma solu¢ao da equacao dada se e so se

(11.31.2) Q"+p'(7)Q'+p(1)Q = P,

onde p(A\) = A2+ b\ + ¢ € o polinomio caracteristico da equagdo dada.
(b) Existe um polinomio Q) resolvendo (11.31.2) tal que

(i) Se p(v) # 0, podemos supor grau(Q) =grau(P).
(i1) Se ~y € raiz simples, Q(t) =tP(t) e grau(Py) =grau( P).
(111) Se ~y € raiz dupla, Q(t) =t?>Pi(t) e grau(P;) =grau( P).

Notemos que se v € raiz de p()\) entao,

v raiz simples = p(y) =0 e p'(v) %0 : v raiz dupla = p(vy) =p'(v) = 0.
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Prova.
(a) Temos, é facil computar,
x; =Q'e" + Qe xz’?' = Q" +27Q" e + 42Qe.
Desta forma, procurando resolver a equacao
xy +bxy, +cxp = [(Q" +27Q" + Y2Q) +b(Q' +7Q) + cQ]e = Pet,

chegamos a
Q"+ (27 +0)Q" +(Y* +by+c)Q = P,

ou,

QU+ (MQ +p(v)Q=P .

(b) Por suas importancia, faremos duas provas de (b)(i).

(i) 12 Prova.
Se grau(P) =n e P = apt™+ap_1t" 1 +a,ot" 2+ agt? + a1t +ag, als € R,
supondo Q) = byt™ + by 1t + by ot + Lbat? + it + by, bls € C, ao
substituirmos tais expressoes para P e @) em (11.31.2) e identificando
os coeficientes dos monomios ", t"1, t"2 ... t2 t, 1 (nesta ordem)
nos dois membros da equagao (11.31.2) obtemos um sistema linear
com n + 1 equagoes (uma para cada monémio) e n + 1 incdgnitas [b,,
by_1,-.--,b1 € bp] possivel e determinado. Verifique.
24 Prova.
Observagdo. Se j € N temos, [t/etdt = p(t)e!, p um polindémio de
grau j. A verificagao é feita por indugao. De fato, temos [ t/+letdt =
titlet — (j+1) [tetdt e a afirmacao vale se j = 0. Logo, se p(t) é um
polinémio de grau j, e A # 0, segue que [ p(t)eMdt = q(t)eM, ¢ um
polinomio também de grau j.
Desta forma, para A\, Ay € C tais que:

(%‘Al)(i_AQ)Q Q"+p' (MQ +p(MQ=P [MA2=p(7)#0],

temos,

Q' - \Q = Mt [ e MEP(E) dt
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e, para [ e M!P(t)dt = R(t)e~™*, R um polindmio com mesmo grau
que P,

Q' =A@ = R(1).
Iterando, escolhemos Q(t) = e*2t [ e 2! R(t) dt = S(t), com a condigao
grau(S) =grau(R) =grau(P).

(ii) A equagao (11.31.2) se reduz a

Q"+p'(V)Q' =P, p'(v) %0,

que substituindo R = Q' se escreve R’ + p'(7)R = P cuja solugao é
(verifique) um polinémio R, grau(R) =grau(P). Entao, utilizando a
equacao Q' = R, escolhemos o polinomio () sem termo independente.
Isto é, Q(t) =tPi(t), com grau(P;) =grau(P).

(iii) Trivial n
11.32 Exemplo. Resolva a equag¢ao
i—4r=(1+t+1)e? .

Resolugao. O polinémio caracteristico é p(A) = A2 — 4, com raizes A = £2. A

solugao geral da equacao homogénea associada é,

2

zp=cre 2t +cqe® o, c0eR .

Para uma solucéo particular z,(t) = Q(t)e*, @ um polinémio, encontramos [vide
(11.31.2)],

Q" +p(2)Q +p(2)Q=1+1t+1* ;

logo, como p(2) =0 e p/'(2) =4,
Q" +4Q" =1+t +12,

que resolvendo para R = @)’ temos que R’ +4R =1+t + t? admite solucdo R =
At?+ Bt + C; donde, R’ +4R = (2At + B) +4(At?> + Bt + C') = 1 + t + t? e portanto,

A=1, B=1%eC =% Logo, escolhendo Q = [ R(t)dt = % + % + 1L a solugdo

geral da equacao dada é,
B 2Tt

t+0262t+(ﬁ+ﬁ+§>

z4(t) = cre?
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11.33 Exemplo. Determine a solugao geral x = x(t) da equagdo
2" = 32" +2x = cost .

Resolugao.
O polinomio caracteristico é p(A) = A2=3A+2 = (A-1)(A-2) e assim a solugao

geral da equacao homogénea é

Tp = clet + 0262t .

Para encontrarmos uma solucao real particular resolvemos a equagao complexa
a2 =32 +2x=e" [cost= Re(e")],

supondo uma solugao particular x,(t) = Q(t)e*. Pelo Teorema 11.31, Q = Q(t)

satisfaz
Q"+p(HQ +p(H)Q=1 .
Como p'(N) =2X -3 temos p'(i) =2i -3 e p(i) =-1-3i+2=1-3i. Logo,

Q"+ (21-3)Q"+(1-31)Q =1,

que admite a ¢bvia solugdo Q(¢t) = 135 = B2 Assim, z,(t) = 4246 6 uma solucao

particular complexa da equacao dada e uma solugao particular real é

(1+3i)(cost +isent) } _ cost - 3sent

= R
(1) e{ 10 10

Portanto, a solucao geral da equagao dada é:

cost — 3sent

T + el +ce?, c1,ceR m

x(t) =

11.34 Exemplo. Resolva a equacdo

I+ 4x = t?sen2t .
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Resolugao.
O polinémio caracteristico é p(A\) = A2+4, com raizes A = £2i. A solugao geral
complexa da equacao homogénea associada é z1e?® + ze72 e a solucao geral real

da equacao homogénea associada é
Tp =C1COS2t + cosen2t, cp,co€R .
Como sen2t =Im(e?"*), determinando uma solucao particular z,(t) = Q(¢)e?* de

¥ +4x = te 2”

uma solucao particular real da equacao dada é x,(t) =Imz,(¢).

Temos,
Q" +p'(20)Q" +p(20)Q = > .
Como p(2i) =0 e p'(2i) = 44, efetuando a substituicdo R = Q' obtemos a equagao

R +4iR = t*

donde, supondo R = At2+Bt+C temos R’ = 2At+B e R'+4iR = (2At+B)+4i( At>+

Bt +C) =t2. Assim, temosA L=-iB=LlC=LeQ=REt)=-42+1t+3
e escolhemos Q(t) = ——z + E + 322'; logo, a solucao particular complexa é
3 t2
2,(t) = (— 12 16 3 )(COS 2t +isen2t) .

Uma solugao particular real ao problema dado é entao a parte imaginaria de z,(t):

tcos?t t2sen2t tcos?2t
z,(t) =Im(z,)(t) = - 16 + IR

Assim, a solugao geral da edo dada é

3 cos 2t . t2sen2t . tcos 2t
12 16 32

x(t):clcos2t+02sen2t+[— ], c1,0€R m
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11.5 - EDOL de Ordem n com Coeficientes Reais e Homogénea

11.35 Teorema. Consideremos a edol de ordem n homogénea e coeficientes

constantes reais,
(11.35.1) ™ 4, 120D+ agr® +ay M + @ =0,
de polinomio caracteristico

PA) = A"+ ap A"+ L+ ap A+ ag ) + ag,

com raizes \j € C de multiplicidade m; > 1, 1 < j <k, k o niumero de raizes
distintas.

Entao,

m—1

mn 2
(a) O operador P(%) = é—n + a,H% +o+ agj? + a1% +apl, fatora-se,

d

PG = (G ADm G hD™ s o) = [T0- 2™

(b) E linearmente independente, sobre C, o conjunto

BC:{tleAjt:]_gjgk e Oglgmj_l}_

¢) A funcdo z = z(t) € solucio complexa de P( <)z =0 se e somente se
(c) A fung (t) ¢ P 4
z(t) = pl(t)eht + o+ pk(t)e’\’“t,

p;(t) um polinémio com coeficientes complezos, ou nulo ou com grau menor

ou igual a (m; - 1), para 1< j <k.
(d) O conjunto Bc € uma base de solugoes complezas da edo (11.35.1).

Prova.

(a) Segue do Lema 11.5.
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(b) Mostremos que YN € N*| quaisquer que sejam os niimeros complexos A, ...

dois a dois distintos, todo subconjunto finito do conjunto infinito
X={teM:i=1,..,N ej=0,1,2..},

é linearmente independente.

Verificagao. Se uma combinacao linear finita, com escalares complexos, de
elementos de X é a funcao nula, pondo et ..., e*nt em evidéncia obtemos

N polinémios com coeficientes complexos P, ..., Py(t), tais que
Pi(t)eMt + ... + Py(t)e'=0 Vit

Mostremos por inducao em N que todos os coeficientes de P4, ..., Py sao
nulos.

De fato, se N = 1, temos P;(t)eMt = 0, Vt, e portanto Pi(t) = 0,Vt, e
entdao as partes real e imagindria de Py, Re(P;) e Im(P;), sdo polindmios
com coeficientes reais que se anulam Vt; logo, os coeficientes de Re(P;) e

Im(Py), e assim os de P, sao nulos.

Supondo a afirmacao verdadeira para N, provemo-la para N + 1. Supondo
entao que
Pi(t)eMt + Py(t)e? + ...+ Py (t)et =0,

dividindo esta equacao por e*? obtemos,
(11.35.2) Py (t)+Py(t)ePe by | 4 Py (H)ePva—2)t =

Computando, para algum natural m, m >grau(P;), a derivada de ordem m
dos membros de (11.35.2) notando que 4= {Pje—2t} = [(\; = A)™P; +
]Sj]e()‘i‘)‘l)t, com 15]- um polinomio de grau menor que o grau de P; ou

]5j =0, se j # 1, obtemos
[()\2—>\1)mpg+P2 ]€(>\2_>\1)t + + [(/\N+1—)\1)mPN+1+PN+1 ]G(ANH_)\l)t =0.

Logo, pela hipétese de indugao, (A; — M\ )M P;(t) + P;(t) = 0, Vt, se 2< j <
N +1, e assim, todos os coeficientes de (A\;— A\ )M P;(t) + P;(t), 2<j < N+1,

sao nulos e portanto o polinémio (A; — A\1)MP;(t), 2 < j < N + 1, ndo tem
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grau maior ou igual a 1, nao é uma constante nao nula e assim sendo, é o
polinémio nulo e, como (A\; —Ay) #0, Vj # 1, segue que P;(t),2<j <N +1,
tem todos os coeficientes nulos e, retornando & equagao (11.35.2), vemos que
Pi(t) =0, Vt, e concluimos que P; tem todos os coeficientes nulos. Assim,

encerramos a prova de (b).

Dividiremos a prova deste item em trés partes.

Afirmacao 1. Seja A € C. Para todo m € N* temos,
d m At
(% = A)"z2=0 < z(t) =pm-1(t)e”,
Pm-1(t) um polinémio, ou nulo ou com coeficientes em C e grau(p,,-1) <
m— 1.

Verificagao. Se m =1, pela féormula para edol’s de ordem 1 temos

2 -Az=0ez=ceM,ceC.

Supondo a afirmagao vélida para m provemo-la para m + 1. Seja z = z(t)
tal que
d d

d
- m+1 — (= _ m(_" — .
op T A= (o = A (= Dz =0

por hipétese de inducdo esta equagio equivale a (£ = AI)z(t) = pp-1(t)e.
Isto é,

Z(t) = Ax(t) = pralt)e

e, multiplicando ambos os lados por e,

% AN = poa(t) |

Finalmente, integrando concluimos a Afirmacao 1,

z(t)e ™M = fpm—l(t)dt = pm(t)

36



Afirmacao 2. Sejam A\, Ay € C, A\; £ \g, e m, [ € N*. Temos,

(11.35.3) (— - Alf)m(i - XD)2=0 < 2(t) = pmoi(B)eMi+qi1(t)e,

onde pp,-1 € -1 sao polindomios com coeficientes complexos ou nulos (nao
necessariamente ambos) ou de grau menor ou igual a m -1 e [ -1, respec-

tivamente.
Verificagao.

Mostraremos por indu¢do em m que para todo m > 1, (11.35.3) é verdadeira
Vi>1.

(Passo 1, m = 1) Mostremos, por indugao em [ > 1, que
(d - A I)(— - XD)lz=0 <o 2(t)=keM+q(t)e | ki eK.
Sel=1ewv= (% - \I)z temos,
v - Alvz(d A ])(— ~XD)z=0 & v=2-Mr=keM keC.
Porém, utilizando o fator integrante e=*2¢ e integrando,
2=z = kMt < %{z(t)e’”t} = ket o
< z(t)e 2t = et e ey e C .

Logo, (4 - MI)(4 - MD)z= 0 < 2(1) = creMt+ce?t = poetit+goest,

Supondo (11.35.3) valida para [ provemo-la para [+ 1. Seja z = z(t) tal que,
(— oD (L s -
7 2

Logo,
(— - Ml )(— = AI)f (——A2 )z =0,
e, pela hipdtese de inducao, tal equagao é equivalente a,
2 =Xz = kieMt g (t)e ) ki eC
a qual, multiplicando por e *?* equivale a

d
dt Z(t)e Aot } _ k, 6()\1 )\2)t+ql 1(t)
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que, integrando e multiplicando por e*??, equivale a z(t) = kyeMt + q,(t)er2t,
kl e C.

(Passo 2) Supondo que para m > 1, m fixo, (11.35.3) é valida para todo
[ > 1, provemos que para m + 1 (11.35.3) também ¢é verdadeira para todo
[>1.

Considerando z = z(t) e [ € N, [ arbitrario, a equacao,

d d
—>\Im+1 _/\Il:
(G ~ M D" (G = Ae)==0,

pode ser reescrita na forma,

-

d d
_ nNm= - [l — Dz =
g~ DG Rl (G =MDz =0,

a qual, pela hipdtese de inducao, equivale a

At Aot
J

, d
Z - /\12’ = (% - )\1[)2’ = Pm-1€ + qi-1€

e esta, por sua vez, multiplicando-a por e~M* # 0, equivale a
d -1t I _—Xt -t (AQ—)\l)t
g7 z(t)e Mt} = ZlemMt = \ze = Pmo1 + Qi€ :

a qual, integrando e utilizando a prova do Teorema 11.34(b), reescrevemos

z(t)e ™Mt = pm(t)+fql_1(s)e(’\2_/\1)sds = P (t) + 1oy (t)eP2 At

r;-1 um polindmio com coeficientes em C, ou nulo ou de grau menor ou

igual a [ - 1.
(d) Consequéncia imediata de (b) e (c) =
Mantendo a notacao e as hipoteses do Teorema 11.35 temos os resultados que
seguem.

11.36 Corolario. Se as k raizes caracteristicas \; sao todas reais o espago ve-

torial das solugdes reais da equagdo (11.35.1) tem por base de solucoes (reais):
{teMt: 1<j<k, 0<i<m;-1, m; a multiplicidade da raiz \;}.
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Prova.

Basta notar que a parte real (e a imagindria) das solugoes complexas sao
solugdes reais de (11.35.1) e que como o conjunto dado é L.I. sobre C entao ele
também o é sobre R m
Adendo. Apresentemos uma prova simples de que, se p(a) = 0 entdo t/e* é
solucao de P( % Jx = 0,se 1<j<m-1, onde m =m(«a) é a multiplicidade da

raiz o. Temos,

d : d d :
_ myj ot _ _ m—1 _ Jpot
(_dt al)"te (— - al) (_dt al)t’e

dt
:(i — al)™ (e + tae* - atle™) = ](i — al)™ (7 te)
dt dt ‘
Iterando e notando que n—-j5 > 1,se 1 <j < m—1, obtemos
d , d :
(% - al)"tle™ = j!(% —al)"e® =0 =

11.37 Lema. Se A = a+1if83, a, f € R, 8 0, sdo iguais os espagos vetoriais
complezos gerados pelos conjuntos de fungoes {tier tie= M} e {7 cos At , t7 senAt},
jeN.

Prova.

Basta notar que

{ tieX = ticos At +itisenAt { ticos At = LtieM + LpjeN
[§

tie=A  =1tJ cos A\t — it/sen\t tisen\t = %tje)‘t - %tje‘)‘t

11.38 Corolario. Suponhamos que

{)\1 s A, e .)\r} e {ul STy e s ,E},

sejam, respectivamente, o conjunto das r (distintas) raizes reais e o conjunto das
2s (distintas) raizes complexas ndao reais, do polinémio caracteristico da equagao
(11.35.1). Seja m; a multiplicidade da raiz A\j, 1 < j <r, e n; a multiplicidade
da raiz pj = a; +if3;, 1 < j <s. Entao, uma base do espago das solugoes reais da

equagao (11.35.1) é dada por:

B = {tleAjt :1<j<re0<i< mj—l}U{tleajtcosﬁj, te®tsenB;:1<j<re0<i< nj—l}.
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Prova.

Pelo Teorema 11.35(d) e pelo Lema 11.37, o conjunto B é uma base do espago
das solugoes complexas da equacao (11.35.1). Logo, B é também L.I. sobre R.
Ainda, pela Proposicao 11.30 toda solucao real é a parte real de uma solucao

complexa e portanto ¢ uma combinacao linear com coeficientes reais de elementos

de B m

11.39 Exemplo. Determine a solug¢ao geral de

Resolugao.
O polinémio caracteristico é p(A\) = A3 = A =A(A2-1) = AX(A+1)(A-1). Pelo

Corolario 6, a solugao geral (real) é
2(t) =ci+cet +ezet, c1,cp,c5€R .

11.40 Exemplo. Determine a solug¢ao geral de

dz _d*x
%ﬁ‘QW-F.I:O .

Resolugao.
O polinémio caracteristico é p(A) = A2 +2X2+1=(A2+1)2= (A +1)2(\-1i)%
Logo, —i e +i sao raizes duplas e uma base do espaco das solugoes complexas é

{et teit e~ tei}. Pelo Corol. 11.38 uma base do espago das solugoes reais é:
{cost,sent, tcost tsent} ,

e a solucao geral é

x(t)=(A+ Bt)cost+(C+ Dt)sent, A,B,C,DeR m
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11.6 - EDOL de Ordem n com Coeficientes Reais e Nao Homogénea

Nesta secao reduzimos, sob hipdteses adequadas, a resolugao de uma edol com
coeficientes reais e nao homogénea a resolucao de um sistema linear triangular

especificado.

11.41 Proposicao. Consideremos a equacao diferencial linear ordindria com
coeficientes complexos a,s, com ao menos um a; # 0, 1 < j <n, e um polinomio

com coeficientes compleros R = R(t), t € R, ndao nulo,
ant™ + ap Y+ + @' +apgr = R(t) = byt" + ...+ byt +bp .
(a) Se ag # 0, existe solu¢ao polinomial Q, grau(Q) = grau(R).

(b) Sem =max{j:ar=0,k<j}, hd solugdo polinomial Q = t™ 1 Ry, grau(Ry) =
grau(R).

Prova.

(a) Resolvamos o par de equagoes
Q(t) = Cntn + Cn—ltn_1 + ...+ CQtQ + it + ¢y,

(11411) CloQ + alQ, + CLQQ// + ...+ aJQ(j) + .+ anle(n_l) + a/nQ(n) — R,

identificando o coeficiente de ¢"~* nas parcelas a;QU), j < k, notando que

para as demais parcelas tal coeficiente é zero.

Fixada a parcela a;Q0), j < k, um fator do coeficiente surge do trivial

computo,

@ , : : -
cn_;ﬁjﬁ{tn_k”} =Cpprj(n—k+j)(n-k+j-1)...(n-k+1)t"*

. / ~ ) (n—k+j)!
e o coeficiente é entao A Crktj ()l

O coeficiente de t"* em (11.41.1) satisfaz, a soma em ordem decrescente
emj=kk-1,..,0,

(n-k+j)!

(11.41.1) age, + o+ AjChpr + .o+ aoCpy = by, 0<k<n.

n!
(n—-k)!
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Pelas expressoes (11.41.1), k = 0,1,2,...,n, obtemos a equagdo matricial

resoltvel,
[ a 0 0 0 1M o ]
am ag 0 0 Cr-1
a9 (nn;)' aq EZ é;: Qo 0 0 0 0 0 Cn-2
ak(nﬁ—!k)! Q.- 181 ]3: . a; (?;]jg')' . . Qo 0 0 0 0 Cn—k
ao 0 0 Co
ap 0 C1
an,n! ) ) ) o a2 a ap [ o |

(b) A equacido é a,z(™ + ... + @,z = R. Por (a) obtemos a equacao
apy™ D + .+ @y = R, m+1 < n, que admite solucao y(t) = Q(t),
grau(Q) = grau(R). Integrando (m+1)-vezes a fungao y = y(t), escolhendo

a cada vez zero para termo independente, obtemos a solucao desejada m

11.42 Lema. Seja, sobre C*>(R),

n n—1 2
P(i)= d d a2d—+a1—+a0]

n—— + Uy +.

at’ = " g RIS

;€R, 0<j<n, I o operador identidade, p = p(t) o polinémio caracteristico de
( :), Q=Q(t) uma fungdo em C=(R) ey em R ou C. Entdo,

Py (et = [E2Dgw o Zgr s i@+ e

Prova.

Computemos

n—1 2
A +a1i+a01}{Q(t)evt}

{a” din Ot g e

identificando o coeficiente de QW), j fixo. E facil ver que a j-ésima derivada Q)
surge somente nas parcelas com coeficiente ax, k > j. Ainda mais, é evidente que

(Z—Z(eﬁ) =~mert ¥m e N, e portanto, para cada k > j,
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dk =k (] dk-1 1=k (. )
IO Z(Z)Q”)W{e”t} : Z(z)@”)v’“—lew

1=0 1=0
Assim, contabilizando as contribuicoes ao coeficiente de QU) obtemos o so-
matorio,
n
2. ak(k.)v’“‘je”t :
k=5 \J

Considerando agora o polinomio caracteristico
- n n—-1 n—2 2
P(A) = ap N + ap I A"+ A oAV + L+ AN+ A + ag

e computando sua derivada p(9), os monémios \™, m < j, desaparecem e obtemos,

. n . ! . n )
PON) = Y apk(k-1).(k-j+ )N =3 g k', |)\k‘3 =j1> ak(k,:))\k_] :
k=j k=3 (k-7)! k=j \J

Portanto, o coeficiente de Q) ¢é

p(]) (7) e’yt
J! '

Logo,
L)) ‘
PEptRMe ) = 3 0 e .

Com a mesma notagao acima, seja R um polinomio com coeficientes reais e

em R ou C.
11.43 Teorema. Consideremos a equagao

d t
(11.43.1) P(E)x:R(t)e'y .

Existe uma solugao particular x,(t) = Q(t)e?, Q um polindmio, de (11.43.1) tal

que

(n) 4 /
(11.43.2) p_@Q(n) R GOPV I GO P LG P
nl 9! 1 0!
Ainda mais,

(a) Se vy eR, podemos supor Q) real e entio, x, = Q(t)er € real.
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(b) Se v ¢R entao Q(t) tém coeficientes complexos e z,(t) = Q(t)e?t € solugao

compleza. Escrevendo v =a+ fi, x,=Re{z,} ey, =Im{z,} satisfazem

P(%)xsz(t)eat cos Bt P(%)yp:R(t)eatsenﬂt .

(c) Se p(v) %0 entao, grau(Q) = grau(R).

(d) Se ~y € raiz de multiplicidade k podemos supor Q(t) = t*R1(t), grau(Ry) =
grau(R).

Prova.

Pelo Lema 11.42 uma solucao particular x,(t) = Q(t)e? satisfaz (% =1),

(Tl) I
P(%) {Q(t)e™ ) = pn_ffy)Q(n) T %Q” +p'(7)Q +p(7)Q| e = R(t)e™ ,

donde, obtemos (11.43.2).

Pela Proposi¢ao 11.41 existe um polindmio @ resolvendo (11.43.2).
(a) e (b): Sao triviais.
(¢) E 6bvio, por (11.43.2), que se p(7) # 0 entao grau(Q) = grau(R).

(d) Se 7y ¢ raiz de multiplicidade k entao,

(k)
PV om + pz—,(”)Q(’f) = R(1),

que admite, pela Proposicao 11.41, uma solucao polinomial y = Q®*), com
grau(y) = grau(R). Integrando y = y(t) k-vezes, e a cada vez zero como

termo independente, obtemos uma solucao particular m
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11.44 Exemplo. Resolva a edo

2" = 52" + 32+ 9x = toe3 .

Resolugao.
O polinémio caracteristico é p(A) = A3 =5A2+3X+9=(A-3)2(A+1).
A solugao geral da edo homogénea associada é xj, = ce3t+coted +cze7t, cls e R.
Pela férmula (11.43.2) existe solucao x, = Q(t)e3 tal que,

”’(3) ”(3) P (3) p(3)
0!

QIII Q” Q + Q — t5 )

Como p' =3X\2 =10\ +3, p” =6\ —10 e p'" = 6 temos entao, Q" + 4Q" = t°.

Pondo y = Q"”, a edo y' + 4y = t° tém solucao y = % +at* + bt3 + ct? + dt +e.

Logo,
y' = 0%+ 2t + 4at® + 3bt2+ 2ct+ d
dy = 5+ dat* + Abt3 + 4dct? + Adt + 4de
y' +dy =10,
eentio, a=-1;, b=1;, c=-g, d=qx e ainda, e= 3.
Assim,

o 5t* 53 1512 15t 15

YT41 716716 64 128 512
, 16 5 5t 53 15t 15t
Q=—-—+—-—+— - —
24 16 64 64 256 512
e, finalmente,
t7 6 5 5t4 53 1582
Q=—--—+———+——-—— .
168 96 64 256 256 1024

A solucao geral é,

o (16 5t 58 15
zy=ce¥ +opted tezet + (s - = = - ——

- )e¥, ciseR m
168 96 64 256 256 1024 ’

]

11.45 Exemplo. Resolva a edo

2"+ 22" + 22 = e®senBt o, B € R.
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Resolugao.
O polinémio caracteristico é p(A) = A2 +2X+2 = (A + 1)2 + 1, com raizes
A=-1=+14.

A solucao geral da edo homogénea associada é
Th = cre tcost + 026_tsent, c1,c0€R .

Se 3 =0 a edo é homogeénea e a solucao geral é a geral da equacao homogénea.

Se 8 # 0, como temos e®senft = Im{ e(®*f)t} ¢ o problema ¢ em R, a parte
imagindria de uma solugdo da edo complexa z” + 2z’ + 2x = e, v = a+ i3, é
solugao da edo dada.

Para uma solugao z,(t) = Q(t)e?* da edo complexa, o polinémio Q(t) satisfaz,

aras1y P P o g = gy e = 1.

Separemos a analise em trés casos.

(1) : y#-1=+14 (v ndo é raiz caracteristica).

Entao, Q(t) = 1%7) resolve (11.45.1), z, = |§((7))|2 et resolve a edo complexa e

T, = Wlm{ p(7)et } resolve a edo dada. A solugao geral é,

z, = cretcost + cpelsent + ———=Im{p(F)e"}, c1,c€R.

I()I2

(2) : v =-1+1i. Escrevemos a equacao (11.45.1) como Q" +2iQ’ = 1, com
solugao Q' = 5; e @ = —%4. Donde segue, z, = Q(t)e = —fetiel e x,(t) =

Im{ z,(t) } = —Le~tcost. A solugao geral &,

-t —t l —t
Ty = cre cost + cpe sent — —e cost, c1,c0€R .
2

(3) : y=-1-1i. A solugao é:

-t -t l -t
Ty = cre cost+ e sent + —e cost,ci,coce R m
2
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