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12.1 - A Expansao de Laurent e a Classificagao das Singularidades

12.1 Definicao. Uma Série de Laurent com centro zy e coeficientes a,, n € Z, é

do tipo

+00 a a

S an(z-2)" =t ——+ ——tag+ar(z - %) +az(z—z) ..,
et (z-20)%2 z-2

em que as SEries
+00 +00
Yoan(z-20)" e > an(z-2)",
n=0 n=1

sao ditas respectivamente: parte regular e parte principal da série de Laurent, a

qual é convergente no ponto z se as partes reqular e principal convergem em z.
12.2 Definicao. A soma de uma série de Laurent ¢
+00 +o0 too
(12.2.1) Y an(2=20)" = ) an(2=20) " + Y an(z—20)",
—00 n=1 n=0
nos pontos z em que suas partes reqular e principal convergem.

12.3 Nota. Dada uma série de Laurent como em (12.2.1), a parte regular é uma

série de poténcias e indicamos seu raio de convergéncia por Ry. Por outro lado,

14



1
z—z0’

a parte principal € a série de poténcias em w =

+00
Z a_,w" .
n=1

com rato de convergéncia indicado por RLQ; com a convencao Ry = +00 se o raio

de convergéncia € zero e Ry =0 se o raio de convergéncia € +oo.

Notemos que se Ry = +00, a parte principal diverge para todo z € C.

Figura 12.1: Anel de Convergéncia de uma Série de Laurent

12.4 Lema. Mantida a notagio em (12.3), se Ry < Ry temos as propriedades:

+00

(a) A série de Laurent Y, a,(z—zo)" converge uniformemente e absolutamente
—00
em todo subconjunto compacto no anel de convergéncia, ou coroa circular,

(vide figura acima)

QZ{ZECZR2<|Z—Z()|<R1} .

(b) A série de Laurent é derivdvel termo a termo e sua derivada € uma série

de Laurent:

{ Jio an(z—zo)”} = Jio na,(z —2)" " .

+00
(c) Se f(2)= ¥ an(z—20)" ey=z9+re?, t€[0,2r] e Ry <r < Ry, entao

an_i f(Z) d

= VneZ .
2mi J (2 = z)"t o
v
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Prova.

(a) Se K é um subconjunto compacto contido em 2 é claro que existem r; e 7y
+o0

tais que K c {z: Ry <73 <|2— 20| <71 < Ry}. Entdo, a série Y. a,(z — 2p)"

converge uniformemente e absolutamente em {z : |z — 29| < 71} e a série

+00

Y. a_,w" converge uniformemente e absolutamente em {|w| < L < #-}.
n=1

+o00 +00
Logo, na regiao {z : 19 < |z—20| <71} as séries Y, a,(z—z0)" e ¥ a_p(2—20)™"
0 1

n= n=
convergem absoluta e uniformemente e assim, a série de Laurent também .

(b) Consequéncia de: a parte regular é uma série de poténcias, a parte principal

1
z—z0"’

¢ uma série de poténcias composta com a fungao holomorfa da regra

da cadeia e, por fim, as séries de poténcias sao derivaveis termo a termo.

(c) Dado n € Z temos,
f(2) _ k-n-1
Gz e

e como Imagem(7y) é um circulo compacto na coroa {z: Ry < |z| < R}, e a

série de Laurent converge uniformemente sobre Imagem(~y), obtemos

(Z - Zo)n+1 keZ

Lz)dz = Zak jg(z—zo)k—nfl dz,

(z=20)™1

e assim, como _<]§ (z—20)"dz=0sem#-1ji que ~—>7— ¢ uma primitiva

B!
de (z = 29)™ na coroa {z: Ry <|z| < R;}, concluimos,

L@dzzanyg

(Z _ ZO)nJrl

dz = 2mia, m
Z =2

12.5 Teorema (A Expansao de Laurent). Consideremos a coroa circular
Q={z:p <|z-2| < p2} € feH(Q). Entao, existem duas sequéncias de
coeficientes complexos (b )ms1 € (Gn)nso, tais que
to o0
f(z)=> - Y an(z—2)" ,VzeQ.

—_— +
m=1 (2 - ZO)m n=0

Ainda, a expansao em série de Laurent de f € unica.
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Prova. Pelo Lema 12.4, basta mostrar a existéncia de uma série de Laurent, para
f, convergente em €). A unicidade segue do Lema 12.4 (c¢). Obteremos tal série
ao representarmos f via Formula Integral de Cauchy e, a seguir, expandindo em
séries o integrando nesta férmula.

Fixado z na coroa {z : p; < |z = 29| < p2}, sejam 1 > 0 e ry > 0 tais que
p1 <711 <|z—20| <re < po. A fronteira da coroa {z:ry <|z-2| < ry} é formada por
duas circunferéncias: 7, e 79, respectivamente, que orientamos no sentido anti-
horédrio. Seja ainda v uma circunferéncia centrada em 2z, orientada no sentido

anti-horario e contida na coroa {z: 7 < |z — 2| < r2}. Vide figura abaixo.

v

Figura 12.2: Tlustragdo ao Teorema: A Expansao de Laurent

Pela Férmula Integral de Cauchy obtemos,

1 rfw)
f(Z) = 2—m y Edw .

Se V' é a regiao limitada pelas curvas v, 71 e 72 [i.e., a regido formada pelos
pontos interiores a v, mas exteriores a y; ¢ y] temos 0V =47 vy~ vys (v. Fig. 12.2).
Sendo g(w) = [(w) ¢ H(V), pelo Teorema 10.38, ou Corolario 10.39, obtemos,

T ow-z

fw) i) fw) /de b f(2)2m0 |
g w2z S W=z J w2z 5owsz
Logo,
2“71 w-—2z 2“72 w-z

No Teorema 10.25 mostramos que a expansao em séries de poténcias

11 f(w) 1 & f(w)
— dw = — _ S\ — )"
27m'7 w—z " 2m’n;] - (w - z9)"+! w =z
2 2

¢ absolutamente convergente se |z — zg| < ra.
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+00
A prova de que temos o desenvolvimento [ ];SEUZ) dw = mzl (Z_I’W, by, € C, segue
m =
os passos da demonstragao feita para o Teorema 10.25 (verifique) m

12.6 Defini¢ao. Seja Q2 um aberto em C e zy € Q. Se f e H(Q2~{20}), [ tem

uma singularidade isolada em zj.

Se 2y ¢ singularidade isolada de f, pelo Teorema 12.5, em um disco “reduzido”

D~*(zo;p) = D(20; p) ~{20}, p pequeno o suficiente, f é dada pela série de Laurent:
+00 b +00
f(z) = —— 4 an(z—20)"
mzl (2= 20)™ nZ:;)
e classificamos as singularidades isoladas em trés tipos distintos:

e 2 é singularidade removivel de f se b,, =0, Ym < 1.
e 25 ¢ um polo de ordem £ se b, #+0 e b,, =0 para m > k.

e 2y é singularidade essencial de f se {m e N:b,, # 0} é infinito.

Se by, =0, Ym > 1, dizemos que z; ¢ singularidade removivel pois definindo

f(z0) = ap temos uma extensao de f (que ainda denotamos f), holomorfa em .

12.7 Proposigao. Seja zy uma singularidade isolada de f € H(Q N {z}). Sao

equivalentes:

(a) zy € singularidade removivel.
(b) f € limitada em algum D*(zo;7) = D(20;7) ~ {20}, 7> 0.
(c) Eiste Zhg}) f(2).

Prova.

(a) = (b) e (a) = (¢)

Seguem do comentério acima sobre singularidades removiveis.

(b) = (a)
Se |f(2)| € M em D*(zg;r) e 0 <e<r, pondo 7. = zg + e’ t € [0,27], pela
férmula para os coeficientes de uma série de Laurent [Lema 12.4(c)] temos,
Mem—l

lbm| < L(v)= Me™ — 0 see—0 ,VmeN.

(¢) = (b) Trivial =
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12.8 Corolario. Mantendo as notacoes acima para uma série de Laurent, se

by # 0 para algum m > 1 entao |f| € ilimitado em qualquer disco D*(zy;1).
Prova. Consequéncia imediata da Proposi¢ao 12.7 m
12.9 Proposigao. Seja f E’H(D*(zo;r)). Entao,
(a) zo € um polo de ordem k de f se e sé se Zli_gt(z—zo)’“f(z) e C~ {0}.
(b) Se zy € um polo de f entdao 211—>r£10|f(2)| = 00.

Prova.

bl +00
L — (z=20)", b0,
f(2) (z—zo)’“+ +z—zo+,;)a (z—20) rt0, e

(2= 20) F(2) = by + bya(z=20) + o+ by (2= 2)F + 3 (2 - 20)™
n=0

Logo, ZILI?O(Z —20)*f(z) =bg #0.

(<] Se ;Lr%(z—zo)kf(z) = 3 € C*, pela Proposicao 12.7(a) 2y ¢ singularidade

removivel de (z - 2 ) f(2) e (2= z20)5 f(2) = B+ f; en(z = 20)" em D*(z;7),

para algum 7’ > 0. Portanto,

b + a b G +J§c(z—zo)”‘k f#0
(z-20)F  (z-20)k17  z-2 = ’ ’

f(z) =
o que mostra que zy ¢ um polo de ordem k.

(b) Se zp é um polo de ordem k, pelo item (a) temos g(z) = (2 — 2,)*f(2) €
H(D(ZO§T)), com ¢(z) = lim(z - 2z)*f(z) # 0. Logo, f(z) = 9(z) o

T (z—20)k>

Z * 29, € portanto,

lim [£(2)] = lim 223 _
Z2—>20 Z2—>20 |z — 20|k
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12.10 Teorema de Casorati-Weierstrass. Se 2y ¢ singularidade essencial de
fe H( D*(2;7) ), r >0, entdo,

f(D*(zO;(S)) ¢ denso em C, se 0<d<r.

Prova.

Suponhamos, por contradigao, que existe D(w;e), € >0, tal que
f(D*(20:p)) (N D(wie) = @ .
Entao temos: |f(z) —w| > € para todo z € D*(zo; p),
92 = € H(D'Goip) e lo()l <1 Ve (D i)
f(z)-w €

Pela Proposicao 12.7, zy é singularidade removivel de g e existe lim g(z).
Z—20
Se g(z9) =0, como g(z) # 0 se z # zg, segue que zy é um zero de ordem k > 1
de g e, pela equacao f—-w = é, zp ¢ um polo de f, contra a hipdtese. Se g(zg) # 0,

f(z)=w+ é é holomorfa 7/
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12.2 - Residuos

12.11 Definigao. Seja f holomorfa no anel A(a;0;p). O residuo de f ema € o

coeficiente by da série de Laurent de f com centro a. Indicamos by =res(f,a).

12.12 Teorema dos Residuos. Seja f holomorfa no dominio U \ {aq,...,am}.
Seja v contida em tal dominio, uma curva de Jordan suave por partes, orientada
no sentido anti-hordio, cuja regido fechada e limitada por ela delimitada estd

contida em U e contém {ay,...,a,}. Entao,

1 m
%—/Wf(z)d2=;res(f,aj).

OIS
7

Figura 12.3: Ilustracao ao Teorema dos Residuos

Prova.

Orientemos ;, 1 < j < m, positivamente (i.e., no sentido anti-horario). Pelo

/ f(2)dz=0.
YVYL Ve VT

_/Vf(z)dz = if.f(z)dz.

=1

Teorema 10.38 temos,

Logo,
Ent&o, escrevendo para cada j € {1,...,m} a série de Laurent de f em torno a;,

f(z) =25 (zjﬁ + Y020 (2 — aj)™ obtemos,

f(2)dz = 2miby = 2mires(f,a;) m

Vi
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Uma funcao é holomorfa no ponto a se é holomorfa numa vizinhanca de a.

12.13 Regras Operatorias.

o Seja a uma singularidade isolada da fung¢ao holomorfa f. Entao,
(a) Se a é singularidade removivel entao res(f,a) = 0.
(b) Se a € um polo de ordem 1 entdo, res(f,a) =lim(z —a)f(z).
(c) Se a é um polo de ordem k > 1 entao,

res(f,a) = ‘2]2__1(?))' . onde g(2) = (z-a)*f(2) .

o Sejam f e g holomorfas em a, com a um zero simples de g. Entao,

f(a)
g'(a) "
1

(d) res(%,a) =

(e) res(é,a) = -

e (Residuo Fraciondrio) Se a é um polo simples de f e ~v® € um arco de circulo

de angulo o contido no circulo de centro a e raio € >0, com € <<, entao

(1) [ ()= = aires(f,a).

Prova.

(a) Trivial.
=2 4 3% a,(z—a)" . Logo,

(b) A série de Laurent de f em A(a,0,p) é f(2)

lim(z - a)f(z) = lim (bl + +2°:° an(z - a)"”) = by =res(f,a) .

n=0

(¢) Neste caso temos, f(z) = (zf—’;)k +o.+

by e, (2 — a)". Entdo,
+00

g(2) =bp+bp_i(z—a) + ...+ bi(z—a)f 1+ > a,(z - a)™F
n=0

¢ uma série de poténcias. Logo, pela Formula de Taylor para os coeficientes,

_ 9% (a)
Yk -1)!

(d) , (e) e (f) Solicitamos ao leitor verificar m
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12.3 - Calculo de Integrais

12.14 Definigao. Seja f:R — R integravel em todo intervalo [a,b] c R.

(A) Se existir o limite das integrais fabf(x)d:p, quando a - —oco € b — +oo, tal
limite é a integral imprépria de f, a qual indicamos:

[ @y

[ee]

e dizemos que a integral impropria converge. Se tal limite nao existir, di-

zemos que a integral impropria diverge.

(B) Se ezistir o limite lir+n [ f(z)dz, ele é dito o Valor Principal de Cauchy

(ou, brevemente, o Valor Principal) de [ f(z)dz. Indicamos entdo,
+00 +r
VP/ f(z)dx = lim f f(x)dz .

E claro que se existir a integral impropria de f entao existe o valor principal de
+00 ~ . . z ;. ~ .
227 f(x)dz e eles sdo iguais. E facil mostrar que o reverso nao ocorre (verifique).

Vejamos como computar algumas integrais, via método dos residuos.

+00
. P(z)
Caso I: 7{0 o dx
Seja f holomorfa no semi plano aberto, exceto em um ntimero finito de pontos,

Q={zeC:Im(z) > —€} ~{ay,...,ar}, come>0,

e ay,...,a; polos de f tais que Im(ay) > 0,...,Jm(ay) > 0.
Y

Y2

71
-r 0] T x

Figura 12.4: Tlustragao ao Caso I
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Consideremos o semi-circulo v = 7, v 7, definido por,
Vl(t) =t,te [—7’,7’], € 72(75) = reitat € [Oaﬂ-] )

com r tao grande que o interior do semi-circulo contém os polos de f. Entao,

2mi Zk:res(f, a;) = ff(z)dz = fT f()dt + foﬂf(re“)ire“dt )
j=1 ~ _r

Desta forma obtemos a implicacao:

r—>+00

i ; . k +00
se lim f(ret)ire™dt = 0, entdo 2mi Y res(f,a;) = VP[ f(x)dx .
0 j=1 —o0
Uma condigao simples para que o limite a esquerda seja zero é dada por:

, K
(12.14.1) existe K >0 tal que |f(re)| < — ,Vt €[0,7], Vrgrande o suficiente .
r

Pois, neste caso, para r suficientemente grande temos

ﬂ-K K ™ —>+00
¢ [Erg o e
o T r

‘fﬂf(re“)ire“dt
0

Ainda, a condigao acima implica |f(x)| < x—lg, para todo z € R grande o suficiente,

donde segue que existe a integral imprépria de f, [ f(z)dz (cheque). Logo,

ff(:p)dx = VPff(x)dx = QWiZk:res(f,aj).
oo oo J=1

A condigao (12.14.1) ocorre quando (cheque), por exemplo, f tem a forma:

P(x)
Q(x)

grau(Q) > grau(P) +2 e (@ sem raizes reais .

fx) =

com P e () polinomios com coeficientes reais,
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Caso II: [" F(cost,sent)dt

Dada F'(z), z = x+iy, uma fungao racional, consideremos a curva y(t) = e® ¢ €

[0,27] (orientada no sentido anti-horédrio). Notemos que se z = € entao temos

Y

Figura 12.5: Ilustracao ao Caso II

l2|=1,z=1 L =jeit =iz e
1 1 1 1 d
costz—(z+—) , sent:—,(z——) e dt:,—z .
2 z 21 z 12
Logo,

fOQWF(Cost,Sent)dtz LF(%(Z-!—%),%(Z—%))% )

Se o integrando a direita nao possui polos ao longo de ~y, obtemos

2m n
f F(cost,sent)dt = 2mi Y res(f,a;),
0 j=1

com ay, ..., a, as singularidades de f(z) = iF(%(,z% %) , %(2 - %)) em D(0;1).
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Caso III: [*~ gg; cos(az)dr ou [T gggsen(ax)dx

Analogamente a uma situagao descrita no caso I, suponhamos:

P(x)
Q(x)

@ sem raizes reais e grau(Q) > grau(P) + 2.

fx) =

com P e () polindbmios com coeficientes reais,

Se o integrando contiver a fungao cosseno, o uso imediato do contorno semi-
circular visto no caso I nao ¢é factivel aqui. Pois, sobre o eixo imaginario temos:

eY+eY

< cosh(y) y € R,

cos(iy) =

e assim, a fungao cos z cresce exponencialmente sobre o eixo-imaginario. A idéia é
entao trocar cos z por e, em seguida computar a integral usando o contorno semi-

circular visto no caso I, notando que no semi-plano superior vale a desigualdade
=e? <1, poislm(z)=y >0,
e, por fim, computar a parte real do valor obtido.

12.15 Exemplo. Verifique

+00
cos ar _
ﬁdxzwe @, sea>0.
+x

—00
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Caso IV: VP [’ f(z)dx

12.16 Definicao. Dizemos que a integral [abf(x)d:c ¢ absolutamente convergente

se a integral (propria ou imprdpria)

[ @l

¢ convergente (i.e., finita). A integral é dita absolutamente divergente se

_/ab|f(:p)|dx= +00 .

Lembrando o que ocorre com séries absolutamente convergentes e séries condi-
cionalmente convergentes, para uma integral absolutamente convergente temos
essencialmente uma unica maneira de atribuir um valor para a integral, enquanto
que para uma integral absolutamente divergente nao temos uma forma ébvia para

atribuir um valor a tal integral.

12.17 Definigao. Seja f = f(z) continua em [a,zq) U (x,b]. O valor principal

da integral fabf(x)dx ¢, se existir, dado pela notagao e pelo limite abaixo

VP f " F(w)dr = lim (7}(95)433 " fb f(x)da:) .

Tote

Notemos que o valor principal de uma integral coincide com o valor usual
de uma integral (prépria ou imprépria) se o integrando, f, é absolutamente in-
tegravel. A definicao de valor principal, se ou a, ou b, ou a e b: sao pontos
de descontinuidade de f ou sao infinitos ou nao pertencem ao dominio de f, é
analoga a definicao ja dada. Se f tem um numero finito de descontinuidades no
intervalo aberto (a,b), o valor principal da integral de f é computado dividindo
(a,b) em sub-intervalos, cada um contendo um ponto de descontinuidade de f
e entao computando os valores principais de cada integral de f restrita a cada

sub-intervalo e, finalmente, somando os valores principais obtidos.
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12.18 Exemplo. VP[ ” ——dx = -7

1
z-1°

integral acima é absolutamente divergente. A integral, nos intervalos (—oco,1 — €]

O integrando, préximo de x = 1, é comparavel com a fungao Assim, a

e [1+¢€,+00) é absolutamente convergente (verifique). Assim, o valor principal da

integral acima é definido por:

+00 1-€ +00
1 . 1 1
VP_fxg_ld:E = L%(fx3—1dx+fx3—1dx) .

) 1+e

A fungao f(z) = 23—{1 tém trés polos de ordem 1, as 3 raizes cuibicas de z = 1.
Integremos f sobre um semi-circulo denteado superior C' centrado na origem, de
raio R > 1, contornando o polo simples z = 1 e orientado no sentido anti-horario.
O interior de tal semi-circulo denteado contém o polo simples €27/3 e pelas regras

operatorias, 12.13 (e) e (f), obtemos

1 2mi/3 1
TGS(—zB_l,e ) = @

1
1dz = —Wires(ﬁ,l) = —gi,

onde utilizamos . (t) = 1+ee??, com 0 € [0, 7]. Assim temos, com I'p o semi-circulo

e2mif3 ( 1 ) 1
= , res\——,1] == e
23 -1 3

=2mi[3 3

lim
=0 g 27 =

superior centrado na origem e de raio R, orientado no sentido anti-horério,

. € R
e2mif3 dx dz dx dz
12.18.1) 2m2 =f d =f + + .
( ) 2mi—g oo | ()T J w1 #-1 I, A1
- +e

Aplicando a Estimativa M-L temos:

f dz
23 -1

Tr

7TR R—+00
< —4—— — 0.
R3-1

Deta forma, computando o limite de (12.18.1) para R — +oo obtemos

@(_1_’_2@) — —1/6 dl’ +]?°d—x + fi
3 2 2/ 3 -1 3 -1 vez3-1"

o0 1+e

donde, computando o limite para € — 0 segue,

+00
3
_”\_f_gfi:vpf

dx T,
-1 52 "

3
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Caso V: [°7 gg; cos(z)dz ou [ gggsen(:p)dx

Suponhamos:

P(x)
Q(x)

f(x) = com P e () polindbmios com coeficientes reais,

grau(Q) > grau(P) + 1.

Notemos que neste caso as integrais sao absolutamente divergentes e, portanto,

computaremos somente o valor principal.

12.19 Lema de Jordan. Dado o semi-circulo T'r(6) = Re?,0 € [0,7], seque

f €| |dz| < 7.
I'r

Prova. E claro que

[|eiz||dz| = / iR | [iRe®|df = R[ e Fsend g
0 0
Tr

™

No intervalo [0, ], a funcao senf tem a concavidade voltada para baixo e seu

grafico estd acima do reta conectando (0,0) e ,1). Logo,
2 m
senf 2;9, 8806[0,5] :

Assim,

T —Rsen6 % —Rsen6 % =2R0 ™ R —t ™
d0:2f d0§2f wd@z—/ it < m
fo ¢ 0 ¢ 0 ¢ R Jo ¢ R
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12.20 Exemplo. Verifiguemos

too senx s
dr=— .
0 T 2

Como (senz)/z é analitica em z = 0, temos que (senz)/z é integravel em todo in-

tervalo limitado. Solicitamos ao leitor verificar que (senx)/x nao é absolutamente

integravel em [0, +o00]. Ainda, devido a paridade de (senz)/z temos,

fR senxdx _ 1—/”{ senxdx'
0 x 2J-rR =z

Logo, encontraremos o resultado desejado computando o valor principal,

+00
VP f ST 1
—o00 e

Consideremos f(z) = €%*/z, com um s6 polo (simples) em z = 0 e res(f,0) = 1.
Seja C' o semi-circulo denteado no semi-plano superior, contornando tal polo.

Analogamente ao exemplo anterior, definindo 7.(0) = ee?, com 6 € [0, 7].

—€ pIlT %1 R pix 2
(12.20.1) 0 = f F(2)dz = f e—d;“f e—dz+/ e—dm+/ i
oC -R T yo R € X I'r 2

Pelas regras operatorias para residuos temos

z

f i = —m’res(e—,()) = —Ti .
Ve <
Computando o limite de (12.20.1) para € - 0 obtemos,

Reix ] eiz
ozvpf Cdr i+ f .
R T Tp 2

Destacando a parte imaginaria da identidade acima encontramos,

R iz
0= senxdx - +Im[[ e—dz].
r

-R T R 2

Finalmente, pelo Lema de Jordan 12.19 segue,

eiz
/ —dz
T'r %

+ 00
VPfsemdx - lim fsenxdx crom

1 . v R—+0c0
< = “ldz| < = 0.
7 ) leellasl < &

Logo,

T R—+00
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EXERCICIOS - CAPITULO 12

1. Determine a expansao de Laurent da funcao dada em torno de cada uma

de suas singularidades, especificando o anel no qual ela é valida.

(a) f(2) =1+ () /()= e
(b) f(z)=-1-1+elf (£)  f(z2) = 23>
(©) f(2) = z=ve (g) f(z)=cos?
(d) f(2) = =5 (h)  f(2) = oo

2. Uma funcao holomorfa num disco em torno de um polo é a soma de duas

fungoes, uma racional e outra holomorfa.

3. Dé uma funcao com um polo de ordem 1 em z = 2 e um polo de ordem 7

em z = \/52

4. Classifique a singularidade 0 de cada uma das fungoes:

(8) f(2) =sin(Z) (b) f(z) = 5t (c) f(2) = 55
(d) f(2) =exp(2+1) (e) f(2) = (f) f(z) = C’;iz.

5. Determine a ordem do polo de f em a e calcule res(f;a).

(a) f(2) =, a=0 (e) f(2) = 521(};:), a=1
(b) f(2) =S a=0 (f) f(2) = =2, a=0.
(c) f(2) = =gy, a=0 (g) f(2) = 1—;;”2, a=0.
(d) f(2)=ztm,a=1 (h) f(2) = 22, a=1.

6. Compute, utilizando residuos, [ 12952y,

7. Seja £ e R.

(a) Compute, utilizando residuos, [f;o e~ e=2mizg {7

(b) Qual o valor de [ e™*dg ?
Obs: A integral em (a) ¢ a transformada de Fourier, f(£), de f(x) = e=m".
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8. Mostre que V¢ € C vale:

2 +00 2 .
e = f e 2 g
—00

9. Compute, utilizando residuos, as Integrais de Fresnel:

(a) _/0%0 sin(2?)dz (b) f0+oo cos(z?)dx

Sugestao: Fixado R > 0, integre e~ sobre a fronteira do setor circular

{zzreie:OgrgR,Osesg} .

10. Compute, utilizando residuos, f - xQ Tdx.

2

11. Compute, utilizando residuos, ]_+°Z° dx.

x4+1

12. Compute, utilizando residuos, ]Oﬂ dr,a>1,acR.

a+cost

13. Compute, utilizando residuos,

ix

(a) V.P.[ 7 < du

(b) V.P.[ 7" @ty e V.P. [ 77 S0y

(¢) O que pode ser dito de [~ <Zdy ?
)

(d) O que pode ser dito de [ N S‘”dx ?

14. Utilize residuos para calcular

(2) f . mdaf (©) fo @y

) 2 s © 17 ok

(c) foo wyd (g) [T (2cos3t +4sin®t)dt
(d) [ 2 '+1 x (h) Oﬂo ﬁdm, onde a > 0.

15. Seja f holomorfa em €25 0 e ainda:f(0) =0 e 0 é o tnico zero de f em (.
Seja g também holomorfa em 2. Entdo, f divide g [i.e., temos g = hf, com

h holomorfa] se e somente se:

res (gp% O) =(0 para toda funcao holomorfa ¢ em ) .
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16. Suponha que f é derivavel em €2 e com derivada continua. Seja 7" um
triangulo contido em ) e com interior em 2. Sem utilizar a Férmula Integral

de Cauchy (e a existéncia de f”), mostre, usando o Teorema de Green que

/;f(z)dzzo :

Atencao: Tal resultado prova o Teorema de Cauchy-Goursat, supondo que

f" é continua. Sugestao: Use as equacoes de Cauchy-Riemann.

17. Ache o nimero de zeros satisfazendo |z| < 1 dos seguintes polinoémios:

(i) 22-22%+22-82-2 ; (i) 2'-5z+1

18. Se |a| > e, a equagdo e* = az" tem n raizes no disco |z| < 1.
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