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Capitulo 1

NUMEROS COMPLEXOS

1.1 - Sobre a Origem dos Niumeros Complexos

Os breves comentarios a seguir ap6iam-se nas notas do Prof. César Polcino,
“A emergéncia dos Nuumeros complexos” (15 paginas), cuja leitura é recomendada.

Tais nimeros surgiram naturalmente, ao menos, desde a ocorréncia das equacoes
do segundo grau nas tabuletas de argila da Suméria, c. 1700 a.C. Até sua total
formalizacao em 1833 pelo irlandes W. R. Hamilton (1805 — 1865) foi um &rduo
Processo.

O fato de um nimero negativo nao ter raiz quadrada parece ter sido sempre
conhecido pelos matematicos que se depararam com a questao. Contrariamente
ao bom senso, nao foram as equacgoes do segundo grau que motivaram a aceitacao
de tal campo numérico mas sim as de terceiro grau. As equagoes de segundo
grau eram vistas como a formulacao matematica de um problema concreto ou
geométrico e se no processo de resolucao surgia uma raiz quadrada de um ntimero
negativo, isto era interpretado como prova de que tal problema nao tinha solucao.
Exemplificamos abaixo com um problema na Arithmetica de Diofanto (275 d.C.).
Problema: Determinar os lados de um triangulo retangulo de area igual a 7 e
perimetro igual a 12 unidades.

Solucao: indicando por = e y os comprimentos dos catetos temos

e r+yi=(12-2-y)?.

Desenvolvendo a segunda equacio temos 12x + 12y = 72+ 2y e nesta pondo y = 14

T



612 -43r+84=0 — x:w.

Aqui, Diofanto observa que s6 poderia haver solugao se (12)2 > 2L, Neste con-
texto é supérfluo procurar um sentido para a expressao /—167.

O primeiro matemético a perceber a preméncia dos niimeros complexos (ainda
que, naturalmente, de modo vago e confuso) foi o italiano R. Bombelli (c. 1526-
1573), autor da obra em trés volumes I’Algebra (1572, Veneza). Na pégina 294
deste Bombelli aplica & equacao z3 = 15x + 4, a férmula de Tartaglia-Cardano !

para o céalculo das raizes, obtendo:

r=V2+vo121+ V2 - V<121 .

Notando que x = 4 é uma raiz da equacao Bombelli cogita que tal valor estd
implicito na expressao para as raizes e que é possivel dar um sentido a expressao
2 +1/-121 e definir operacdes entre expressoes analogas, tais como adicao, multi-
plicacao, radiciagao, etc. de modo que x =4 seja apenas um dos valores obtidos
através destas. Assim, nasce uma situacao em que apesar da presenca de radicais
de niimeros negativos, existe uma solucao da equagao dada. E um fenémeno novo,
dificil de entender mas relevante e é necessario compreende-lo com profundidade.

A partir do trabalho de Bombelli os nimeros complexos comecam a ser utili-
zados como um “algoritmo que funciona” para resolver equacoes de terceiro grau
mas, a0 mesmo tempo, era claro que tais nimeros nao poderiam existir. Uma
das grandes dificuldades em admitir a existéncia dos complexos era a auséncia de
uma representacao geométrica ou de uma interpretacao fisica destes nimeros. A
obtencao da representacao geométrica, que lhes deu a “cidadania” definitiva na
matematica foi também ardua. Principiou em 1673 com o inglés J. Wallis (1616-
1703) e continuou com os franceses A. de Moivre (1667-1754) e J. D’Alembert
(1717-1783), o inglés R. Cotes (1682-1716), o sui¢co L. Euler (1707-1783), etc.
e pode-se dizer que estabelecida pelo noruegués C. Wessel (1745-1818) em 1799,
pelo francés J. R. Argand (1768-1822) em 1806 e o alemao C. F. Gauss (1777-1855)
em 1831, que cunhou a expressao um tanto inapropriada “ntimeros complexos”.

A formalizagdo completa deve-se, como ja mencionamos a W. Hamilton.

10s italianos Nicollo Tartaglia (c. 1500-1557) e G. Cardano (1501-1576).



1.2 - O Corpo dos Nimeros Complexos. O plano de Argand-Gauss.
No que segue R ¢ o corpo ordenado completo dos niimeros reais com métrica
d:RxR —[0,+00), d(x,y)=|x-yl,
e R2=R xR é o espaco vetorial real dado pelas operacoes: se a,b,c,d, A € R,
e adigao: (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d),

e multiplicacao por escalar: A(a,b) = (Aa, \b).

A>1

Figura 1.1: adicao e multiplicacao por escalar real

A operagao de adi¢do tem as propriedades: dados (a,b), (c,d), (e, f) € R2,

associativa: (a,b) +[(c,d) + (e, )] = [(a,b) + (c,d)] + (e, f)

comutativa: (a,0) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b)

existéncia do neutro: (a,b) + (0,0) = (a,b)

existéncia do oposto: (a,b) + (-a,-b) = (0,0);
e a operagao multiplicacao por escalar: dados A\, A1, A2 € R e (a,b), (¢,d) € R?,
o \[X2(a,0)] = (MA2)(a,d) e 1.(a,b)=(a,b)

e (A1 +X2)(a,b) =X (a,b)+Ny(a,b) e M(a,b)+(c,d)]=Xa,b)+A(c,d).



Com tais operacoes R? é um espago vetorial real de dimensao dois.

Definiremos uma multiplicacdo em R? adaptada as regras operatdrias espe-
radas para a multiplicacao de niimeros complexos. Informalmente introduzindo
os “nimeros” i, 12 = -1, e a+bi e c+di, com a,b,c,d € R, e desejando manter
as propriedades comutativas, associativas e distributivas para os nimeros reais

devemos esperar que
(a+bi)(c+di) = ac+adi+ bic + bidi = ac + adi + bci + bdi® = (ac - bd) + (ad + bc)i .
Desta forma, dados (a,b), (¢,d) € R? definimos a operacao
(a,b) * (¢,d) = (ac—bd,ad + bc) .
1.1 Proposigao O conjunto R? munido das operagoes + e x, indicado (R?,+, *),
€ um corpo.

Prova. As propriedades da adi¢ao para (R?,+, *) decorrem das propriedades da
adigdo para R? como um espago vetorial (enunciadas a pagina anterior) .
Dados (a,b), (c,d), (e, f) € R? temos, verifiquemos as propriedades abaixo

para a operacao *:
e associativa: (a,b) = [(c,d) * (e, [)] = [(a,b) * (¢,d)] * (e, f)
e comutativa: (a,b) * (¢,d) = (¢,d) * (a,b)
e cxisténcia do ele/o neutro:  (a,b) * (1,0) = (a,b)

e existéncia do ele/o inverso:  V(a,b) # (0,0), existe (u,v) € R? tal que
(a,b) * (u,v) = (1,0)

e distributiva: (a,b)*[(c,d)+(e, f)] = (a,b)*(c,d)+(a,b)*(e, f).
Verificacao da associatividade:

(a,0) * [(c,d) * (e, )] = (a,b) * (ce —df,cf +de) =

= (a(ce —df)-b(cf +de),a(cf +de) +b(ce - df))

= (ace — adf — bef —bde, acf + ade + bee — bdf)

= ((ac—bd)e - (ad + be) f, (ac - bd) f + (ad + bc)e)

= (ac—bd,ad + bc) * (e, f) = [(a,c) * (b,d)] * (e, f) .
A propriedade comutativa e a existéncia do elemento neutro seguem trivial-

mente da definicao da operacao *.



Para verificarmos a existéncia do inverso, resolvamos o sistema linear real nas
variaveis u e v,

au—-bv=1, bu+av=0.

Tal sistema tém determinante a? + b? # 0 e solucao unica dada por,

1 -b
0 a

a 1
b 0

1
U= ——
a2+ b?

a 1
=52 o VT 55
a’+b a’+b

B b

a2+ b2’

Por fim, verifiquemos a propriedade distributiva:

(a,b) « [(c,d) + (e, [)] =(a,b)*(c+e,d+[)=
= (a(c+e) —b(d+f),a(d+f)+b(c+e))
= ((ac—bd)+ (ae = bf), (ad+bc) + (af+be))
= (ac-bd,ad +bc) + (ae = bf,af + be)
=(a,b) * (¢,d) + (a,b) * (e, f) m

1.2 Definicao. (R?,+,*) € o corpo dos niimeros complexos, indicado por C.

Nos referiremos a C como corpo dos niimeros complexos ou plano complexo.
Por esta construcao, R? e C sao conjuntos iguais e o mesmo espaco vetorial. Ao
enfatizarmos as estruturas de espaco vetorial ou corpo escreveremos R? ou C,
respectivamente. Mostramos abaixo que C contém um subcorpo isomorfo a R,

justificando a notacao R c C.

Consideremos a aplicacao, evidentemente injetora,
jraeR+— (a,0)eC.
E claro que j preserva as operacoes de adicao e multiplicacao, isto é, Va,b e R,

{ jla+b) = (a+b,0)=(a,0)+(b0)=j(a)+ (),
](ab) = (ab70) = (a,O) * (b70) = ](a)](b) .

Assim, j é um isomorfismo de corpos e Im(j) = {(a,0) : a € R} é subcorpo de C
isomorfo a R (vide Figura 1.2, a seguir).
Por tal isomorfismo nao hé diferenca algébrica entre R e Im(j) e passamos a

identificé-los, nao distinguindo entre um nimero real a e j(a) = (a,0).



(Ovb) ””””””” i (avb)

0 ‘(a7 0) X

Figura 1.2: Eixo z isomorfo a R por j

A multiplicagao por escalar real herdada de R? nao conflita com *. De fato,
se AeR e (a,b) € R? temos,

Aa,b) = (Aa,Ab) e Ax(a,b)=(\0)x(a,b)=(Aa—-0.b,\b+0.a)=(Aa,\b) .

Doravante, omitimos o simbolo * e escrevemos (a,b)(c,d) para (a,b) * (¢,d).

O corpo C tem trés elementos distinguidos, a saber,

(0,0), (1,0), (0,1).

Os elementos 0 = (0,0) e 1 = (1,0) sao, respectivamente, os elementos neutros
da adigdo e da multiplicao em C. O par ordenado (0,1) satisfaz a identidade
(0,1)(0,1) = (0.0 -1.1,0.1 + 1.0) = (-1,0) = -1 e é indicado por i. Logo, temos
i? = -1 e portanto C é uma extensao do corpo R na qual o elemento -1 = (-1,0)
tem raiz quadrada i € C e escrevemos i = v/—1. Segue que todo nimero real @
admite raiz quadrada complexa. De fato, se a >0 ja o sabemos e se a <0 temos
(iv/|a|)? = —|a| = a. Mais adiante veremos que todo nimero complexo possui m
raizes m-ésimas em C, m € N*, mostrando que o problema da radiciacao, com
muitas particularidades em R, é simplesmente e completamente solivel em C.

Pelas identificagoes acima citadas podemos escrever,
(a,b) = (a,0) +(0,0) = (a,0) +b(0,1) =a+bi .
Com esta notagao temos,
(a +1ib)(c+1id) = ac + adi + bei + bdi® = (ac - bd) + (ad + be)i .

E usual indicar um ntimero complexo por z, w e pela letra grega ¢ (1é-se zéta). Se

z=(a,b) =a+ibeC, a é a parte real de z e b é a parte imaginaria de z, denotadas

9



por Re(z) e Im(z), respectivamente, isto é,
z=Re(z) +ilm(z),VzeC .

A representacao geométrica de z € C é igual a de R?, seja pelo ponto do plano
cujas coordenadas sao, respectivamente, as partes real e imaginaria de z, dito
afixo de z, seja pelo vetor com origem coincidente com a origem do sistema de

coordenadas e extremidade o afixo de z.

y
(0,b) t------------=4 ‘ z=a+1b=(a,b)
:
i(a,O) «
(0,=b) |- iZ:a—ibE (a,-b)

Figura 1.3: Representacao geométrica de z e de z =a —ib

O eixo das abscissas, {(a,0) : a € R}, é dito eixo real e o das ordenadas,
{(0,b) : b e R}, é denominado eixo imaginario. A representacao de C como pontos

em R? é chamada plano de Argand-Gauss.

1.3 - O corpo C nao é ordenavel.

Intuitivamente, um corpo K ¢é ordenado se existe um subconjunto de K* =

K~ {0} que pode ser chamado de conjunto dos “ntimeros positivos de K”.

1.3 Defini¢ao.O corpo (K, +,.) € dito ordenado se houver P c K* tal que,
(a) Yz €K, apenas uma das trés condigoes ocorre: oux =0 oux € P ou —x € P;
(b) Yx,ye P temos, t+yeP exy=x.yeP.

Indicamos z € P por x >0 e x >y por x —y > 0.

10



1.4 Teorema O corpo C nao pode ser ordenado.

Prova.

Suponhamos que exista um conjunto P, P c K*, satisfazendo as condigoes
(a) e (b) dadas na Definigao 1.3.

Se 1 <0 (isto é, -1 € P), por (b) temos (-1)(-1) = 1 € P, contradizendo a
condigao (a). Portanto, concluimos 1> 0.

Se z € C* temos: se z € P entao 2.z = 22 € P; por outro lado, se z ¢ P entao
—zePe(-2)(-z)=2%¢P. Logo, Yz € C*, obtemos 22 >0 e, como 1> 0, por (b)

segue que z2+1>0, Vz e C*, e portanto,

i*+1=0eP ¢

1.4 - O conjugado e o médulo? de um nimero complexo.

1.5 Definigao. O conjugado de z=a+bieC é: Z=a-bi.
Valem entao as relagoes,
Re(z) =Re(Z) e Im(z) = -Im(Z) .

Geométricamente (vide figura 1.3) Z é o simétrico de z em relagdo ao eixo real.

E claro que
2+z z—-Z
e Im(z) =

Re(z) =

21
A aplicagao z € C — 7z € C, dita conjugacdo, é um automorfismo de corpo que

mantém o corpo R fixo.

1.6 Propriedades da conjugacao:

(a) Dados z,w € C temos,

Il
!
E
|
Il

Zz+tw=zZ+w, zZw z e, z=z<2€eR.

0t

20 médulo de um niimero complexo foi introduzido por Argand.

(b) Dado z € C* temos,

11



Prova.

(a) Segue trivialmente da defini¢ao de conjugado.

(b) Como z1 =1, por (a) temos E@z 1=1. Logo, z7* :m (]

z

Os numeros complexos da forma bi, com b € R, sao ditos imaginarios puros e

z € C é um tal nimero se, e s6 se, z = —Z.

1.7 Definicao. O mdédulo de z = a+ib, com a e b reais, é:

2| = Va2 + b2 =/ Re(2)2 + Im(2)? .
Geometricamente, o modulo de z € C é a distancia do afixo de z a origem.
1.8 Proposicao. Sejam z,w e C. Valem as propriedades:

(a) [2]=12] 2z =]

(b) |zw| = |z]|w| e, se z#0, |} = |—1‘

(c) [Re(2)| <[2], [Im(2)[ <|z| e |z| <|Re(2)|+ |Im(z)].
Prova. Seja z+a+bi,a,beR.
(a) Segue imediatamente das identidades

la+ib| = |a—ib| e (a+ib)(a—ib)=a*+b*=]|z|?.

(b) Por (a) e pela Proposicao 1.6(a) temos, |zw|? = zwzw = zzZww = |z|?|w|?;
donde segue a primeira afirmacao do item (b) e desta afirmagao, se z # 0,
segue claramente que 1= |z1| =|z||1| e portanto, || = L|

z lz]"
(c) E facil ver que max{|al,|b|} < Va2 +02<|a|+|b| m
Doravante indicaremos o maximo entre dois nimeros a e b por max(a, b).

1.9 Corolario Seja z € C*. Temos,

(a) 2’71:%:& e El:m. (b) Se|z| =1 entao z7' =7Z.

Prova.

(a) A primeira afirmacdo segue da Proposigao 1.8(a) pois, z% =1. Quanto a

segunda, pelas Proposigoes 1.8(a) ¢ 1.8(b) temos |E| =3 = |_1z\ = %

(b Consequéncia de (a) m

12



Pela identificacao C = R?, como espacos vetoriais sobre R, destacamos:

1.10 Proposigao. A fun¢io mddulo, |.|: C — [0,+00), é uma norma sobre C:
(a) |z| =0 se, e sd se, z=0.
(b) |[Az|=|Xz|,VAeR,VzeC.
(c) |z+w|<|z|+|w|, Vz,w e C (desigualdade triangular).

Prova.

(a) Evidentemente, |z| = \/Re(2)? + Im(2)2 = 0 < Re(z) = Im(z) = 0.
(b) Um caso particular da proposi¢ao 1.3(b).
(c) Nao é dificil ver que,

lz+w)? =(z+w)(ZFW) =27+ 2W + WZ + ww = |22 + 20 + 2w + |w]?
= |22 + 2Re(2W) + |w|? < |2]? + 2|zw] + |w|? = |2]? + 2|z||w| + |w]?

= (2] +[w])? -

Donde, |z +w|<|z|+|w| =

1.11 Coroldrio. |z -w|> ||z| - |u]

, Vz,weC.

Prova.
Pela desigualdade triangular temos |z| = |[(z — w) + w| < |z — w| + | w]| e entao,
|z—w| > | z2|-|w|. Analogamente, w—-z| > |w|-|z| e assim, |z—w| = |w—z| > |w|-|z| =
A Proposicao 1.10 (c) e seu coroldrio sdo, respectivamente, a primeira e a

segunda desigualdade triangular e expressam as propriedades geométricas:

e 0 comprimento de um dos lados de um triangulo é menor que soma dos

comprimentos dos outros dois lados.

e o0 comprimento de um dos lados de um triangulo é maior que o moédulo da

diferenca dos outros dois lados.
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1.5 - O argumento e a representacao polar de um nimero complexo.

A interpretagao geométrica para o produto em C.

Neste capitulo utilizamos de forma intuitiva conceitos geométricos e trigo-
nométricos para a apresentacao do argumento de um nimero em C. No Capitulo
5, Séries Absolutamente Convergentes e Somas Nao Ordenadas, provaremos a existéncia
das fungoes trigonométricas (e as Férmulas de Moivre e de Euler).

Um nimero z € C*, z = a + b, tem afixo (a,b) € R? que projetado sobre o
circulo unitério S = {(z,y) € R?: 22 + y? = 1} determina um tnico 0 € [0, 27) tal

que (vide figura 1.4)

z a b .
B = (\/a2+b2 7 \/a2+b2) = (cosf,sinf) .

VA

,,,,,, : (cosf,sin6) 0<Bh<2m |2|>1
0

z=|z|(cos O +isinf)

Figura 1.4: O argumento de z

Notemos que 6 corresponde a medida em radianos do angulo determinado pelo
semi-eixo positivo dos z’s, R* x {0}, e o segmento de reta unindo a origem O ao

afixo de z, medido a partir do semi-eixo e no sentido anti-horario. Claramente,

{ z = |z|5 = | 2[(cost + isin) = | z|cost +i] 2| sin 0,
a=Re(z)=|z[cos® , b=Im(z)=]z|sinb .

Todo ntmero ¢ = 0 + 2k, k € Z, satisfaz z = |z|cosp + 1| z[sinp e é dito um
argumento, ou amplitude, de z e é indicado por arg(z). Inversamente, para ¢
arbitrario satisfazendo z = | z|cos ¢ + i| z|sin ¢ temos cos = cosf, sing = sinf e
cos(p—0) = cos p cosf +sin psinf = cos? § +sin?§ = 1. Portanto, vale a identidade

@ —60=2kn para algum k € Z.

14



1.12 Definicao. Seja z € C*.
e O par (|z],arg(z)) é uma representagdo (ou forma) polar de z.
e O argumento principal de z, Arg(z), ¢ o unico argumento de z em (—m,m].
Observacoes:
(a) Se z tem forma polar (r,6) escrevemos z = (r,0), .

(b) Por convencao e praticidade a forma polar de z =0 é (0,6),, com 6 e R e

arbitrario.

(c¢) A escolha da fungao argumento principal varia segundo as conveniéncias e

autores. Em outros textos é utilizado o dominio [-m,7) ou [0, 27).

Abaixo mostramos que a forma polar simplica a efetuacao do produto de

nimeros complexos e permite uma representacao geométrica de tal calculo.
1.13 Proposicao. Sejam z; = (r;,vi)o, i = 1,2. Entao,

(a) 2120 = (1172, 01 + P2)o-

(b) zi = (r1,~¢1)o-

(c) Se z #0, % = (%,—cpl)o.
Prova. Vide também Figura 1.5, a seguir, e comentario.

(a) Temos,

2125 =11(Co8 1 +isinpy) ro(cosps +isingsy) =
= T’1T2[(COS (1 COS (o — SN 1 8iN o) + 7 (oS 1 SiN Yo + 8in 7 sin g02)]

= rlrg[cos(gpl +@9) +isin(ypr + ¢2)].
(b) Como z; =r1(cosp; +ising;) entao,
Z1 = ri(cos gy —isinpy) =11 [cos(—p1) +isin(—¢1)] .

(c) Pelas Proposigoes 1.8 (a) e 1.13 (b) temos,

1 zZ1 71 cos(— + 97y sin(— 1 .
2 1_ _n (-¢1) . 18in(-¢1) _ —[cos(—gol)+zsm(—<p1)] -
21 2121 1 T1
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| 21| > 1, |29 > 1
s
01 + o 0<argzi, argz <5

T
® 29 0<argz +argz <3

zZ1
©2

Figura 1.5: Representacao geométrica do produto em C

Comentario: o vetor z; é obtido aplicando ao vetor z;, ambos representados
com extremidade inicial a origem, uma rotagao de angulo ¢; e uma homotetia de

razao rq, nao importando a ordem em que efetuamos estas operacoes.

1.6 - Potenciagao e Radiciacao em C. Férmula de Moivre

1.14 Definicao. Se z € C* e m € Z, a poténcia m-ésima de z, denotada z™, €

definida por:
(a) 2°=1¢€zm*l=2m2 semeN (b) zm=(z71)"™, semeZ em<DO.

Convencionamos 0™ = 0, se m € N*. Valem as regras operatorias usuais para

poténcias de expoentes inteiros e base complexas.

1.15 Proposicao. Sejam z,w € C* e m,n € Z. FEntao,

(a) zmzn = zmn (b) (zw)™ = zmwn (c) (zm)n=zmn
(4) 2 = 5= (e) Z=2m @)=
Prova.

Segue, por inducao, da Definicao 1.14 e a deixamos ao leitor =

A seguir, mostramos que com a representacao polar simplificamos e interpre-
tamos geometricamente a operacao potenciacao, o que nos permitirda descrever

completamente as raizes m-ésimas, m € N, de um numero complexo arbitrario.
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1.16 Proposicao (Férmula de Moivre). Temos,
z2=(r,p)oeC* = 2"=("mep),,YmeZ.

Isto é,

(rcos +irsing)™ = r™(cosmp + isinmeyp) .
Prova. Analizemos os casos m =0, m >0 e m <0, nesta ordem.

(m =0) Trivial pois 2% =1 = 1(cos0 +isin0) = 7%(cos 0 + isin 0).

(m >0) Segue, por inducdo, da Proposigao 1.13.

(m < 0) Pela Proposi¢ao 1.15(d) temos 2™ = —L e, pelo caso anterior, temos

z7m = (r~m, —-myp),. Consequentemente, pela Proposigao 1.13(b) segue

1

Z—m

1
= (7“__m 7m90)0 = (Tm7m90)0 n

1.17 Teorema. Se z € C*, com forma polar (r,¢),, e m € N*, entio z tem

exatamente as distintas m raizes m-ésimas:

\/_(cos(—+2—)+zsm(£+2k—7r)) yk=0,1,....,m—-1.
m

m - m

Prova.

Inicialmente notemos que pela férmula de Moivre temos, para qualquer £’ € Z,

[ %/7 (cos(£ + 27) 4 jsin(£ + 2))]" =
=7 (cosm(£ + 2m) 4 jsinm(£ + %)) =
=71 (cos(p + 2k'm) +isin(p + 2k'T)) =r(cosp +isinp) = z .
Ainda, se w = (p,1),, é raiz m-ésima de z entao (r,p), = z = w™ = (P, MY),.
L0g07 pm =7re m@b—gp = 2k’7r’ para algum k/ € Z IStO é, (p7w) _ ( Tw,%_i_%)

Escrevendo k' =pm+k,compeZ e k=0,1,...,m -1 obtemos,

2K 2 2 2
-2, ku&M_(_ ﬁ>+2 o
m  m m m
logo, £ + 2T = arg(w) e w tem a forma no enunciado. Por fim, os nimeros

descritos no enunciado sao distintos: de fato, dados dois deles com argumentos

distintos, a diferenca dos argumentos é W (onde ky, ke € {0,1,....m —1}),
ke1—ks

. . e ky—k _
que nao pertence a 277 pois nao é inteiro ja que 0 < Fickl ¢m-1 o]
m m
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Exemplos: Vide também figura 1.6 que segue.

(a) As raizes cibicas de i tem forma polar (1

s
2

73

+ 280y, k=0,1,2.

(b) As rafzes sextas de 1 tem forma polar (1,2%%) = (1,%8),, 0<k <5.

(c) Os afixos das m raizes de z # 0 formam um polinogono regular.

1, .V3

gty
i1
'2

Figura 1.6: Representagao geométrica das raizes nos exemplos (a) e (b)

1.7 - Area orientada de um paralelogramo. O produto interno em C.

Nesta secio, © denota um vetor? em R2. Dado (a,b) no plano cartesiano,
indicamos o vetor representado pelo segmento com extremidade inicial a origem
deste plano e final (a,b) por (a,b).

Dois vetores u = (a,b) e U = (c,d), ndao paralelos e em R2, determinam
um paralelogramo {2 que supomos, inicialmente, no primeiro quadrante.

— = — . ~
w=1u + v ={a+b,c+d). Consideremos a representacao de €2 [numa segunda

2143 ~ - o~ — =~
e ultima representacao as posigoes de u e U sao trocadas],

Considerendo os pontos P;, 1 <i <7, a area delimitada por €, A(Q2), é dada

por,

A(Q) = A(OPP3Py)— A(OPLP;)— A(PL P, PsPr)— A(P3PyPsPs) — A(PsOFs),
A(P1P2P3P7):(Z)L2+d)c:bc +

cd
9

A(P3P4P5P6):M:bc +

A(OPPsPy) = (a+c)(b+d)=ab + ad + bc + cd,

ab

A(OP1P7) = 2

Logo,
A(Q) =ab+ad + bc + cd

ab
2

€ A(P5OP6) = %l

cd ab
be— < —be- -

%d = ad-bc=D =

1 —
30 uso de uma flecha para indicar um vetor, u, se deve a Argand.
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P6 = (Cad)
Py=(0bHd). [ . - Py=(a+cb+d)
R _Pr=(ab)
fe) C ‘Pl ‘PZ:(aJrc,O)l'

Figura 1.7: Determinante/ Area

A seguir, associamos uma area ou ao determinante D se seu valor (também
dito determinante) é positivo ou a D’ obtido trocando as colunas de D uma pela

outra, se D é negativo.

1.18 Definicao. O angulo entre dois segmentos AB e AC no plano € o menor
angulo 6, 0 <0 <7, unindo B e C.

W, v €R2 ¢ o dngulo entre dois
v

1.19 Definicao. O angulo entre dois vetores
I N , . .

segmentos AB e AC, representantes de u e respectivamente. Fizas tais
~ A —  — . — — N

representagoes, o (menor) angulo entre u e v, orientado de W para v, € o angulo

entre AB e AC, orientado de B para C.
Mantendo a notagao acima temos entao o importante resultado abaixo.

« ~ wd \ .
1.20 Proposicao. Se u € R? corresponde a 1% coluna de um determinante 2x 2,
— \ . — = .
v € R? a 2% coluna deste determinante, com U e v nao paralelos, e 6, o menor

~ —> —> . —> d . . T ~
angulo entre w e v, orientado de u para v, tem sentido anti-hordrio entao,

a c
b d

D= =ad-bc>0 .

Caso contrdrio, se a orientacdo de 0 € no sentido hordrio, temos ad — be < 0.

Prova. Lembremos que medimos angulos em R? no sentido anti-horério e a partir

do eixo Ox. Suponhamos, primeiro, que 6 esteja orientado no senti anti-horario.
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. — — .

No que segue consideramos os representantes de u e v com extremidade
e . — Pt —> =7 ’ A~ — A
inicial na origem: v =0OA e v =0OB. Se a é o angulo de Ox a u e o angulo

—
de Ox a v, a,c+0, temos tanazg e tanﬁztang.
— . .
Caso 1: « no primeiro quadrante.

(1a) Para ¥ no primeiro quadrante temos (vide figura anterior),

O<tana=9<c—iztan5, bc<ad, ad-bc>0,
a ¢

onde na segunda afirmacao utilizamos ac > 0.
(1b) Para ¥ no segundo quadrante temos ¢ <0, d >0, ac< 0 e,

tanﬁ=g<0<9=tanoz, ad > bc .
c a

(1c) Para @ no terceiro quadrante, com 0 < f—a < 7, temos ¢ < 0, d < 0, ac < 0

e observando o valor da tangente no circulo trigonométrico (faga um esbogo),

d b
0<tanf=-< —=tana, ad>bc.
c a

Caso 2: w no segundo quadrante logo, a <0 e b > 0.
(2a) Para ¥ no segundo quadrante temos, ¢ < 0, d > 0, ac > 0 e (faca um
esbogo),

b d
tana=— < —=tanf <0, bc<ad .
a ¢

(2b) Para v no terceiro quadrante entdo ¢ <0, d <0, ac> 0 e,
b d
tana=— <0< —=tanf, bc<ad .
a c

(2¢) Para ¥ no quarto quadrante, com 0 < f—a < 7, temos ¢ >0, d > 0, ac < 0

e observando o valor da tangente no circulo trigonométrico (faga um esbogo),

§=tanoz <0, ad>bc.
a

d
tanf = — <
c
Casos 3 e 4: Para u no 3° [4°] quadrante, os sub-casos com ¥ no 3%, 4° e
19 [49, 19 e 2°] quadrantes sao andlogos a (1a), (1b) e (1c) [(2a), (2b) e (2¢)],

respectivamente.
Po fim, se # tem o sentido horario, trocando as colunas de D recaimos na

suposicao anterior e obtemos um determinante D’ > 0. Logo, D=-D'<0 =
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1.21 Definigdo. O par ordenado de vetores {%, v} € positivamente (negativa-
mente) orientado se o menor dngulo entre eles, orientado de U para U, tem

sentido anti-hordrio (hordrio).

1.22 Definigao. O paralelogramo determinado pelo par ordenado {i, v} € po-

sitivamente orientado ou negativamente orientado segundo a orientagdo do par (or-

denado) {7, 7 }.

1.23 Corolario. Na Proposi¢ao 1.20, se 0 tem sentido anti-hordrio [hordrio]
entao D € a drea [0 oposto da drea] do paralelogramo positivamente [negativa-

mente/ orientado determinado pelo par ordenado {u, 7 }.
Prova. E deixada ao leitor m

1.24 Corolario. Sejam zj = x;+1iy; € C, j =1,2, e 0 o menor angulo do vetor

(x1,y1) para o vetor (x2,ys). Entao temos,

Ty X2

Yyr Yo

D= = % | z1|| 22| senb;

convencionando que o sinal adotado acima € positivo se 0 tem sentido anti-hordrio

e negativo caso contrdrio.

Prova. Pela Proposicao 1.20 e Corolério 1.23, o valor absoluto de D ¢é a area do
paralelogramo determinado pelo par ordenado {{(x1,y1), (z2,y2)}. Por geometria
elementar tal drea é lilysin®, sendo [; = [(x;,y;)| = |2, 7 = 1,2. Isto é, temos

|D| = |21] |22] sin @; donde, a tese m
Solicitamos ao leitor verificar que C é um espacgo vetorial sobre C. Isto é, C

é um espacgo vetorial complexo. Mostremos que analogamente ao espago vetorial

R? temos o importante resultado abaixo.
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1.25 Proposicao. A fungio Cx C 3 (z,w) » (z|w) = zw € C satisfaz, para

Z's,w's e A em C,

(a) (z1 + z2|w) = (z1]w) + (zolw) e (Az|,w) = A(z|w) [linearidade na 1%
varidvel].

(b) (z|wy +wsy) = (2|wy) + (2lwy) e (z]Aw) = MN(zlw)  [linear-conjugada na
2% varidvel].

(¢) (z|lw) = (w|2z) [hermitiana simétrica ou conjugada-simétrica).

(d) (z|z) 20, VzeC [positiva] e (2|2)=0=>2=0 [definida/.

Prova. Segue, é claro, das propriedades da adi¢ao, multiplicacao e conjugacao m

A funcao acima é o produto interno canonico em C ou produto interno her-
mitiano. Abaixo, expressamos o produto interno de dois ntimeros complexos em
termos de suas coordenadas cartesianas e também utilizando suas representacoes

polares.
1.26 Proposicao. Sejam z; = x; +1y; = (| 2], 0;)0, z;,y;,0; € R, j=1,2. Temos,

T1 T2

Y1 Y2

(z1]22) = 2172 = (x122+Y1Y2) — 1 = | 21| 22| cos(01-02) +i| 21| | 22| sen(61-65) .

Prova. Trivial pois Z3 = (| 22|, —02)0 € 2122 = (|21] |22] , 01 — 62), ®

Na figura que segue representamos zy, 2o € os angulos envolvidos.

Y 21
C 22
0

N

Figura 1.8: 6; — 0, = arg( (2122 ))
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Corolario 1.27 Se zj=z;+iy; €C, j=1,2, e y=arg(z) —arg(z2) entdo,

T T
P = oz | 2] singy.

Yy Y2

Prova: Como arg(z;) = 0; +2k;m, k; € Z, segue que siny =sin(6; —6;) m

1.28 Corolario. Mantendo a notacdo, seja 0 o menor angulo entre (x1,y1) e

(r2,y2), orientado de (x1,y1) para (r2,y2) [notemos, 01 — Oy € [-2m,27]]. Temos,
(Cl) 91—92 € [0,71'] 39291—92 (b) 91—92 € [7T,27T] :>9=27T—(91—92).

(c) 61-05€[-m,0] =0 =—-(0,-6,) (d) 61-05 € [-2m, -] = 0 =27+ (0,-05).

Prova. Elementar e a deixamos ao leitor como exercicio ®m

Comentarios: vide também Figura 1.8.

e Quanto ao Coroldrio 1.28, sugerimos verificar: Nos casos (b) e (c),  tem
sentido anti-horéario, com -6 = argz; — arg zs para determinados argz; e
arg zo; ainda, —sin(#;—05) = sinf. Nos casos (a) e (d), # tem sentido horario,

0 = arg z; —arg 2o, para determinados arg z; e arg zs, e —sin(#; —6,) = —sin6.

e Pelo Coroldrio 1.24 e Proposicao 1.26, se U = (z1,y1) e U = (¥, 92) corres-
pondem a z; e 2, respectivamente, e u - v indica o produto interno em R2

— —
de u por v temos,

Re(z1]22) =7 -7 = +comprimento da projecio de u sobre v
~Im (21]22) = + (drea do paralelogramo determinado pelo par {4,V }),
o sinal + ou — segundo {7, ¥ } é positivamente

ou negativamente orientado .
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EXERCICIOS - CAPITULO 1

. (Férmula Binomial) Mostre que dados z,w € C entao

p=n
(z+w)" =) (n) 2w P YneNu{0} .
p=0
Sugestao: Por inducao. Lembrete: (;") = I#ﬂp)! e (Z) = (nfp), p=0,1,...,n.

. Escreva na forma binémica (z = x+iy, com x,y € R) os niimeros complexos:

(@) (4=i)+i-(6+30)i () —35+4¢ (o) 43;52.
(@) (1420 (O G200 D ()

(¢) (4—14)-(1-40) (h) (7+4i)(2-3)+(6-iv/2)(V/2+iV/5) .
. Se z=x+iy (z,y € R), determine as partes real e imagindria de:

(a) b = (©) ) ~.

22

z-1
z+1
. Mostre que (#)3:1 e (#)6:—1.

. Seja My(R) o anel das matrizes quadradas de ordem 2 com coeficientes

reais, munido das operagoes usuais de adicao e multiplicagao.

-b a

b
Considere M = {( ¢ ) € My(R) com a,be R}. Mostre que a funcao

. a b
pira+ib=2eCr— eK
-b «a
¢ isomorfismo de corpos. Isto é, ¢ é bijetora
p(z+w) =p(z) +p(w) p(zw) = p(2)p(w) .
Dizemos que ¢ é uma bijecao que preserva adi¢ao e multiplicagao.

. Compute |z| nos seguintes casos:

~ (3+44)(~1+2i)
(-1-0)(3-1)

(a) z=-2i(3+i)(2+4i)(1+1) (b) =
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10.

11.

12.

13.

Dados z,w € C mostre que:

(a) |z +w]? = 2> + |w]? + 2Re(zw)

(b) |z = w|? = |2]? + |w|? - 2Re(zw)

(¢) |z +w)? +]z —w|* =2(|z]2 + |w|?) (lei do paralelogramo)

Sugestao: [zxwf=(zxw)(zxw)=(2xw)(Z+wW) = ... etc.

(A desigualdade de Cauchy) Dadas duas sequéncias de n nimeros complexos

(Zk)lsksn € (wk)lgkgn, prove:

n 2
Z ka_k‘
k=1

< (Zlak) (X))
k=1 k=1
Sugestao: Faga primeiro o caso n =2 (o caso n =1 é trivial).

(A desigualdade de Cauchy) Dadas duas sequéncias de m nimeros complexos

(ar)i<k<n € (Dk)1sk<n, prove a desigualdade
n 2 n n
jarbel ) < |l bul* ) -
(Zlautrl) = (Xl ( X1uk)
Sugestao: Aplique o Exercicio 8 com zy, = |ag| e wg = |bi|, 1 <k < n.

Calcule 42,43,4%,1°. Mostre que se m € N* e ¢ e r sao o quociente e o resto
da divisao inteira de m por 4 (isto é, m=4q+r, 0<r <3), entdo ™ =1".

Compute também:
(a) 2 (b) 1% (c) i™ (d) (1+i)'%  (e) 1+i+i%+...+4201
Determine z sabendo que |z| = |1 - z| = H

Desenhe a regiao do plano determinada por

z+1 z+1
(a) |25 < ®) Re(z_1)=0 () |2+1] =2 .
Se z:%+i\/7§ calcule:
(a) 2° (b) 1+z+2%+...+2%7 .

25



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Determine e represente graficamente:
(a) as raizes quadradas de 1.
(b) as raizes cubicas de 1.

(c) as raizes quartas de 1.

Ache todos os valores de:
(a) (2+2i)? (b) (~1+iV3)1* (c) (-1)73/.
Sob que condigoes se tem |z + w| = |z — w|? Interprete geometricamente.

Sendo m € Z, que valores pode ter i™ +i~™7?

Determine os valores maximo e minimo de:

Z—1

(a) |—| , onde |z =3 (b) |z+1i| , onde |[z-2|=1.
Z+1

Sejam z,w € C tais que |z| =1 ou |w| = 1. Mostere que f:;fv| =1.

Determine os valores a € R tais que 1a++(ji e R.

Determine os valores « € R tais que % ¢ imaginério puro.

Mostre que |z| =1 se e s6 se L =7Z.

Se z+1 =1, calcule |z].

1-az

1+az

Sendo a € R, determine

Prove e interprete geometricamente a chamada “Lei do Paralelogramo”:

|z +wf + |z —w)? = 2(|]2* + |w]*, Yz, weC .
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Desenhe a regiao do plano determinado pelas relagoes:
(a) Re(z)=1 (b) Im(z)=-1 (¢) 1<Im(z)<3.

(d) -1<Re(z)<2 (e) Re(z)=1Im(z) (f) Re(z*)=1.

(a) Mostre que gz =5, VzeCr.

El

(b) Utilize (a) e a observacao “w € R <> w =w” para desenhar o conjunto,

{ZEC:Z+16R}.

z
Dados 21,20 € C, z1 # 29 e a€R*, desenhe os subconjuntos:
(a) {z:]z— 21| + |z = 22| = 2a}, com a condi¢ao 2a > |z — 2.
(b) {z:|z = 21| - |2 — 22| =2a}, com a condigao 2a < |z — z3|.

(€) {z:]z = =] = a}.

Dado z; € C\ R, desenhe o conjunto P := {z eC | ‘IZHI(Z;; = 1} :

Dados z; e 25 e a como no Exercicio 28 considere o conjunto
X:={zeC | |[z=z|+|z—2|<r}, onde r=2a .

(a) Mostre que se 7 =|z; — 25|, X é um segmento fechado e determine X.
(b) Desenhe o conjunto X nos casos 1 > |21 — 22| € 1 < |21 — 29].

(¢) Como ficam as questoes (a) e (b) acima (e suas respostas) se trocarmos

na definicao de X o simbolo < por <?

(a+i)* + i (1+1)

Gntar onde « é a determinacao de v/—8i cujo afixo pertence

Compute

ao quarto (49) quadrante.

3=

M3

Dado m e N*, calcule o produto de todas as determinacoes de [ := ( ik)
0

k

Discuta o resultado segundo m.
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33. Fixada a base canonica de R? e utilizando o isomorfismo ¢ : Ml - C definido
no Exercicio 5, mostre que um ntmero complexo z é identificado com o

produto da matriz que representa a homotetia de coeficiente |z| sobre R2

B 10
T‘Z| = = |Z|I s I = s
0 |7 0 1

pela matriz representante da rotacao pelo angulo 0 no sentido anti-horario.

cosf) —-sinf
Ry =
sinf cos#@

], 0 =arg(z) .

Isto é,

cos ) —sinf

zET|Z|0Rg=|z|[ ],0=arg(z).

sinf cosd

34. Seja meN, m > 2. Verifique:

a) Existe w e C tal que {z:2m =1} = {1,w,w?,...,w™}. Dizemos que w é

um gerador do conjunto das m raizes m-ésimas da unidade.

b) Se z; é uma raiz m-ésima qualquer de z € C* e w é como no item (a)

entdo {z1,z1w,...,zqw™ 1t} é o conjunto das m raizes m-ésimas de z.

¢) O complexo w no item (a) nao é tnico.
35. Resolva a equacao iz+2z2+1—-17=0.

36. Resolva os sistemas lineares em z e w:

z+iw =1 iz+(1+i)w =1
a) b)
ivtw =2i-1 (1+9)Z-(6+0)T =—4-8i.

37. Resolva as equacoes:

(a) 2%+iz® =0  (b) 2946422 =0  (c) 2x6+%x2 =0 (d) 25+323+2=0.

38. Dados a,by,by € C e m € N*, prove que as raizes da equacao em z,
(z=b1)"+a(z=by)" =0
estao sobre uma circunferéncia ou uma reta e resolva a equacao.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

(a) Determine a relacdo entre a,b € R para que sejam todas reais as raizes

de . N
(0 (F2) =avib (meN).

1+ 2

(b) Supondo verificada a relagao encontrada em (a), resolva a equagao (*)

admitindo conhecido o argumento 6 dio ntimero complexo a + bi.

(a) Mostre que sao reais todas as raizes da equagao

, (aeR,meN*).

l+izym  1+ai
(132) :1t32

(b) Compute as raizes da equagao no item acima no caso a=1e m =3,

Compute as somas (supondo a,r € R):

m-1 m—1
Cpi= Y cos(a+rn) e  Sy:=> sin(a+rn),
n=0 n=0

(a) Multiplicando as dadas expressoes por 2sin (g)

(b) Considerando o nimero complexo C,, + iS,,.

Sejam z,w € C, com |z| <1, |w|<1 e z+w=1. Mostre que |z + w?| < 1.

Dados a € (0,+00), c€[0,+00) e b e C mostre que a equacao
azZ+bz+bz+c=0,
representa uma circunferéncia se ac < bb.
Mostre que a hipérbole 22 — % = 1 pode ser escrita na forma
2+7z2=2.
\2
Seja z = (1 + %) e k um numero natural par, £ > 2. Mostre,
(Estermann 1956) Re[2*] < 0 < Im[zF] .
Atencao: A desigualdade acima é também vélida se k é impar.

(Raizes Quadradas) Determine as solugoes z € C da equagao

2>=a+ib, ondea,beR .

Dica: Determine as partes real e imaginaria de z e uma férmula para z.
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