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Algoritmos de Enumeragao

Em muitos casos para fazer a simulacdo de um algoritmo é necessério testar-se com um conjunto
exaustivo de dados, ou seja, gerar varias ou todas as sequéncias possiveis de dados e verificar o
comportamento do algoritmo para estas sequéncias.

Dizemos que estamos enumerando objetos, ou gerando uma lista de objetos com uma determinada
caracteristica.

Sequéncias

Suponha o seguinte problema:

Gerar todas as sequéncias possiveis de 3 digitos com os digitos 0, 1 e 2.

Solugdo: 000, 001, 002, 010, 011, 012, 020, 021, 022, 100, 101, 102,... 220, 221, 222.
A quantidade é de 3°=27 sequéncias.

E se fosse com 3 digitos e com os digitos 0 a 9.
Seriam todas as sequéncias 000,..., 999.
A quantidade é de 10°=1000 sequéncias.

E se fosse sequéncias com 5 digitos com os digitos 0, 1 e 2.
Seriam as sequéncias 00000,..., 22222.
A quantidade é de 3°=243 sequéncias.

Genericamente n posicdes e m algarismos possiveis em cada posicao.
A quantidade é de m" sequéncias.

Esse problema é equivalente a escrever todos os numeros de n algarismos na base m.

Basta comecar com o0 menor possivel 00... 0 (n digitos) e somar 1 na base m no altimo algarismo
levando em conta o "vai um" para todos os digitos.

Estamos falando em algarismos de 0 a 9 (na base 10), ou algarismo de 0 a m-1 (na base m), mas
poderiam ser objetos quaisquer.

item objetos[m];
Onde objetos[i] € 0 objeto associado ao algarismo 1.

Afuncdo imp seq n base m (int seq[], int n, int m)abaixo, imprime todas as sequéncias, ou
todos os numeros com n digitos na base m.

int proxima (int a[], int N, int M) {
int t = N-1;
/* soma 1 ao vetor */
while (t >= 0) {
alt] = (alt] +1) % M;
if (a[t] == 0) t--;
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else return 0;

}

return -1;

void imp seq n base m (int seq[], int n, int m) {

int i;
for (1 = 0; i < n; i++) seql[i] = 0;
do {

/* imprime sequéncia atual */
for (1 = 0; i < n; i++) printf("%2d", seqlil);
printf ("\n");
/* gera a proxima */
} while (proxima(seq, n, m) == 0);

. , .. m R
Outra forma de resolver este problema € gerar todos 0s nimeros de O até n - -1 e escrevé-los na base
m. Ou seja, colocar cada digito em um elemento do vetor seq[0. .n-1].

m
for(i = 0;i < n -1; i++) {
/* transforme i para a base m colocando cada um dos n digitos
em seq[0..n-1] */

Fica como exercicio completar a solucéo desta forma.

Enumeracéo de subconjuntos

Considere o conjunto2 = {a;, az, ..., an}.

Queremos enumerar, ou listar todos os subconjuntos de A.

. . . . : :
Ja sabemos que sdo 2 elementos, considerando também o conjunto vazio.

Em qual ordem vamos lista-los?
Existem varias ordens possiveis. Por exemplo, todos de 1 elemento, todos de 2 elementos,...

Esse problema é equivalente a enumerar todas as subsequénciasde 1 2 ... n.

Exemplo para n=3.
1

2
3
12
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A ordem em que os elementos aparecem na sequéncia ndo € importante, mas vamos coloca-los em
ordem crescente.

Considere a sequéncial 2 ... n.Vamos abrevia-lapor1..n.

Uma subsequénciade 1. .n éumasequéncias[1], s[2], ..., s[k] (vamos abrevia-la por
s[1..k]),onde:

1 £ s[1] < s[2] < . . . < slk] £n.

Outra maneira de obter as subsequéncias em ordem crescente é a seguinte:
A partir da sequéncia 1 . .n, apagar alguns elementos de todas as formas possiveis.

Exemplo para n=3.

1 2 3

1 2 3}2 elementos
1 2 3

123

1 2 3 1 elemento
12 3

1 2 33 0 elementos

A ordem lexicogréfica

Outra ordem possivel é chamada de ordem lexicografica. E a ordem que os elementos aparecem
quando os listamos na ordem alfabética. Como exemplo suponha que a sequéncia fosse a, b, c. A
ordem alfabética de todas as sequéncias possiveis seria:

a
ab
abc
ac
b
bc
c

Nocasodel 2 3

e
w NN
w

2
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2 3
3

Também é a ordem que os elementos apareceriam se fossem itens de um texto:

1
1.2
1.2.3
1.3
2
2.3
3

Observe também que os elementos da sequéncia estdo em ordem crescente.
Uma subsequéncia r [1..7] € lexicograficamente menor que s [1..k] se
1. Existeitalque r[1..i-1]=s[l..i-1] e r[i]<s[i] ou
2. j<ker[l..j]l=s[l..9].
Vamos entédo fazer um algoritmo que dado n, imprima todas as subsequéncias de 1. .n na ordem

lexicogréfica.

Em primeiro lugar, vamos fazer uma funcao que dada uma sequéncia s [1. . k] gere a proxima
sequéncia na ordem lexicogréafica, devolvendo o seu tamanho que serd k-1 ou k+1.

Note que:
Se s [k]<n, a proxima sera de tamanho k+1 acrescentando-se aestas[k+1] = s[k]+1;
Se s [k]=n, a proxima sera de tamanho k-1 fazendo s [k-1] = s[k-1]+1;

Novamente vamos usar o vetor s a partir do indice 1.

int prox(int s[],int k, int n) {

/* caso particular - o primeiro elemento */
it (k == 0) |
s[1l] = 1;

return 1;

}

if (s[l] == n) return 0; /* final */
if (s[k] < n) {
s[k+1l] = s[k] + 1;
return k + 1;
}
s[k=1]++;
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return k - 1;

O programa abaixo imprime todas as subsequéncias na ordem lexicogréafica usando a fungdo prox.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

/* Dada a sequéncia s[l..k] gera a prdéxima em ordem lexicografica.
Retorna o comprimento da sequéncia (k-1 ou k+1).
Retorna 0 se chegou ao fim. */
int prox(int s[],int k, int n) {
/* caso particular - o primeiro elemento */
if (k == 0) {
s[l] = 1;
return 1;

}

/* caso particular - o Ultimo elemento */
if (s[1l] == n) return 0;
if (s[k] < n) {

s[k+1l] = s[k] + 1;

return k + 1;
}
s[k-1]1++;
return k - 1;

}

/* imprime a sequéncia s[l..k] */
void imprima (int s[], int k) {

int 1i;

printf ("\n");

for (i = 1; 1 <= k; i++) printf ("%4d", s[i]);
}

/* imprime todas as subsequéncias de 1..n */
int main() {
int * s;
int n, k;
int cc=1;
printf ("\nentre com n:");
scanf ("%d", &n) ;
s = malloc ((n+l) *sizeof (int));
k=0;
while (1) {
k = prox(s, k, n);
if (k == 0) break;
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imprima (s, k) ;
cc++;
}
printf ("\n\n***%5d elementos\n\n", cc);

}
Outras ordens de enumeragédo de subconjuntos
1) Subconjuntosde 1..n gerados a partir de subconjuntosde 1.. (n-1)

A ideia é tomar todos os subconjuntos de 1. . k e introduzir o elemento k+1.
Exemplo para n=4.

Com 1 elemento:
1

Introduzir o 2:
2
12

Introduzir o 3:
3

13

23

123

Introduzir o 4:
4

14

24

124

34

134

234

1234

Note que a cada ao introduzirmos o elemento k, acrescentamos mais 2! elementos.
Assim a quantidade total para n é exatamente:

1424448+, . .+420 1 = 2%
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Como um ndmero

Um subconjunto é uma sequéncia de digitos 12 3 ... n.

Podemos entender como um nimeroentre 1 e 123. . .n.

Todos sem repeticdo e em ordem crescente dos digitos.

Portanto, usando o método da forca bruta: gerar todos os nimeros neste intervalo e testar cada um
deles, verificando se atendem a condigdo acima.

Se n for pequeno, até 9, da para gerar como inteiros e separar os digitos.

for(i = 1;1i <= 123456789; i++) {
/* Separar digitos de 1 e testar se sdo todos diferentes
e estdo em ordem crescente */

}

Exercicio: Baseado nas sugestdes anteriores ou em outras que vocé achar melhor, encontre outro
algoritmo para gerar as varias subsequéncias. Na ordem lexicografica ou néo.

Permutacges — ordem lexicografica

Considere a sequéncia 1. .n.

O problema agora é gerar todas as permutacdes dos elementos desta sequéncia.
Também existem algumas ordens que podemos seguir. A quantidade é n!.
Vamos considerar a lexicografica.

Exemplo: 1. .4
1 2

D wWwwkRPr PR WWDN

NN
WHE SEFEWWNDDDNDDDW
WE & WHEDNDWN D WD

N
NN
=
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O D DD DWW W W W
W wWwMhNhDNDNEERESENDDNDRERE
NP WE WNNNRERE DR BN
RPN WNWEREREDNRERBSDNDD

A funcdo Permuta abaixo € recursiva e gera as permutacdes a partir da primeira1 2 ...n, na
ordem lexicografica.

/* permutacgdes de 1 a N na ordem lexicografica */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

/* Troca */
void Troca(int v[],int i,int 7J)
{
int t;
t = v[i
v[ii] =
vijl =

—/ Y

]
v[jl;
t.

4

}

/* Gira Esquerda */
void Gira Esquerda (int v[],int go,int n)
{

int tmp = v[gol;

for (int i=go; i<n; i++)

{

v[ii] = v[i+1];

v[n] = tmp;
}

void Imprima (int s[], int k) {
int 1i;
printf ("\n");
for (i=1; i<=k; i++) printf ("%$4d", s[i]);
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/* funcdo Permuta */
vold Permuta (int v[],int inicio, int n) {
Imprima (v,n);
if (inicio<n) {
int i,3;
for (i=n-1; 1i>=inicio; 1i--) {
for (j=i+1; j<=n; Jj++) {
Troca(v,i,73);
Permuta (v, 1i+1,n);
}

Gira Esquerda(v,i,n);

int main() {
int * s;
int N, 1i;
printf ("\nentre com n:");
scanf ("%d", &N) ;
s = malloc ((N+1)*sizeof (int));
/* inicia o vetor */
for (i=1; i<=N; i++) s[i] = 1i;
Permuta (s, 1, N);

Exercicios:

1) Verifique o funcionamento da fun¢do Permuta acima.

2) Tente achar outro algoritmo que gere as permutacdes de 1 . . n na ordem lexicografica ou nao,
recursivo ou nao.

3) Existe uma solucéo imediata a partir do primeiro problema acima. Basta gerar todos 0s
nameros na base n com n digitos e verificar quais sdo permutagdes. Adapte o algoritmo acima
para esta solucdo. Encontre um algoritmo rapido (linear), que descubra se uma sequéncia
s[1..N] éumapermutacdo de 1. .N,

4) Otimizando a solucdo anterior, note que para as permutacdes de 1. .5 por exemplo, todas as
permutacles serdo numeros entre 12345 e 54321.

Permutacdes — outra ordem

Considere a sequéncia 1. . n.

Outra forma de pensar na enumeracdo das permutacdes é gerar permutacBes de n elementos a partir das
permutacOes de n—1 elementos. Cada permutacdo de 1. .n-1, gera n permutacGes de 1. .n. Basta
colocar n em todas as n posi¢des possiveis.

Exemplo: vamos gerar todas as permutacdes de 1. . 3, comegando com a permutacdo de 1. .1.
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Gerartodasasde 1. .2
12
21

Para cada uma delas gerar todasde 1. .3
123
132
321

213
231
321

Para cada uma delas gerar todasde 1. . 4
1234
1243
1423
4123

1324
1342
1432
4132

3214
3241
3421
4321

2134
2143
2413
4213

2314
2341
2431
4231

3214
3241
3421
4321
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A funcdo perm abaixo, também recursiva, imprime todas as permutacGes de 1. . N nesta ordem:

#include <stdio.h>

void imprima (int X[], int NN) {

int ii;

printf ("\n");

for (ii=1; 1i<=NN; ii++) printf ("$3d", X[ii]);
}

void perm(int S[], int K, int N) {
int i, 3J;
int saux[100];
if (K>N) imprima(S,N);
else /* coloque K em todas as K posic¢des possiveis e chama perm com K+1 */
for (i=K; 1i>=1; i--) {
for (3=K-1; j>=i; j--) saux[j+1]=S[j];
saux[1]=K;
for (j=1i-1; 3j>=1; j--) saux[jl=S[]];
perm(saux, K+1, N);

}

int main () {
int s[1007];

int n;
printf ("\nEntre com N:");
scanf ("%d", &n) ;
do {
s[1]1=1;
perm(s, 2, n);
printf ("\nEntre com N:");

scanf ("%d", &n) ;
} while (n>0);

Exercicio

Escreva uma fungdo int VerificaPermutacao (int s[], int n) que devolve 1 se
s[1..n] é uma permutacdo de 1. .n e 0 caso contrario. Facga isso de trés maneiras:

a) Com um algoritmo O(n)
b) Com um algoritmo O(n2)
c) Com um algoritmo O(n.log n)

Combinac0es
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Considere a sequéncia 1. . n.

O problema agora é gerar todas as combinac¢des de m elementos desta sequéncia.
Aquantidade & n!/ (m!. (n-m)!).

Vamos considerar também a ordem lexicografica.

Exemplo: todas as combinagdes de 1..5 com 3 elementos.
1 2 3

WNNNRE PP
B wWwWwds WwWWwN N
Ggran O U1 O O

Existe uma solugdo imediata deste problema a partir da solugdo de enumerar todos os subconjuntos
acima.
Basta mostrar sé as subsequéncias com m elementos.

Exercicios:

1) Tente achar um algoritmo que dados n e m, gere todas as combinagdes de 1..n com m
elementos. Uma sugestao é usar o algoritmo que gera 0s subconjuntos com uma pequena
variacdo. Veja os comentarios abaixo para as combinac@es de 1..5 com 3 elementos:

Soma 1 no ultimo elemento

soma 1 no ultimo elemento

5 é 0 maior nesta posi¢do, soma 1 no anterior e este mais 1 no seguinte
Soma 1 no ultimo elemento

5 é 0 maior nesta posicdo, soma 1 no anterior e este mais 1 no seguinte

5 é 0 maior, deveria somar 1 no anterior, mas 4 é 0 maior para esta posic¢ao.
Entdo soma 1 no anterior, mais 1 no seguinte e mais 1 no seguinte

e e e
S W w NN N
g O U W

2 3 4 Somalno altimo elemento

2 3 5 5¢éo0maior nesta posicdo, soma 1 no anterior e este mais 1 no seguinte

2 4 5 Comob5éomaior, deveria somar 1 no anterior, mas 4 € o0 maior para esta posicao.
Entdo soma 1 no anterior, mais 1 no seguinte e mais 1 no seguinte

3 4 5 Eodultimoporque 54 e 3 sdo os Gltimos em suas posicdes.
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2) Existe também uma solugdo imediata baseada no primeiro algoritmo acima. Trata-se de gerar
todos os numeros de m digitos na base n e verificar quais deles sdo combinacdes. Neste caso
combinacBes repetidas podem aparecer e é necessario verificar se os algarismos estdo em ordem
crescente.

Arranjos
Considere a sequéncia 1. . n.
O problema agora € gerar todos os arranjos de m elementos desta sequéncia.

A quantidade é n!/ (n-m) !.

Exemplo: Todos os arranjos de 1. . 4 com 2 elementos.

W AN WN PR, WEDNDRE
Wb NN WED™E WEDN

Exercicio:
1) Tente achar a solucéo imediata a partir dos algoritmos anteriores.
2) Tente achar outro algoritmo para gerar todos os arranjos.
3) Existe uma solucdo a partir dos algoritmos de permutacéo e combinacGes combinados. Basta
gerar as m! permutacgOes de cada uma das combinagdes de n elementos ma m.

Algoritmos de Enumeragéo
MAC122 — Marcilio



