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Questao 1. a) (1,0 ponto) Determine a solugao geral da da equagao y' + Y = cosz.
b) (1,5 pontos) Determine a solucio da equacio zy’ = y+2ze¥/* que satisfaz a condicao inicial y(1) = 2.
¢) (1,5 pontos) Determine a solucio geral da da equacgao ydx + (22 + 2xy + e~ %) dy = 0.

Solugao. a) Podemos escrever a equagao dada na forma xy’ + y = x cosz, ou ainda, como

4
dx

[zy] = z cosx.

Integrando,

my:/xcosa:d:c:xsina:—/sinxda;:xsinx—i—cosx—i-c.

Portanto, a solucao geral é dada por

. cosx +C
y=smg + ——-,
T

onde C é uma constante arbitraria.

b) Escrevendo a equagao dada na forma
y’ — g + 26—11/13’
x

verificamos imediatamente que se trata de uma equacao homogénea. Portanto, a mudanca y = zu transforma
a equacao dada numa equacao de varidveis separaveis. Substituindo, obtemos

d
ut a2l =u-+2e ",
dx
isto é,
u 2
e'du = —dx.
x
Integrando, obtemos
e’ =2n|z|+C
e portanto,
y=xzIn(2In x|+ C)
¢ a solucdo geral da equacdo dada. Para que y(1) = 2 devemos ter 2 = In C, isto é C' = 2. Além disso, como
o dominio da solucao deve ser um intervalo contendo xy = 1, devemos ter x > 0. Logo, a solugao é

y=zIn(2lnz + %)

definida no intervalo (e=¢/2, +00).

¢) Sejam P(z,y) =y e Q(z,y) = 22 + 22y + e~ 2. Como P, = 1 e Q, = 2 + 2y, a equagdo nio é exata.

Como @ = i + 2 depende apenas de y, a equagao admite um fator intgrante que depende apenas de y.

Seja 1 = p(y) o fator integrante. Devemos ter

0 . Ly
gy(yu) = 5,122 + 22y + 7))



isto é,
p+yu (y) = (24 2y)p.

d 1
o= (—|—2) dy
M Y

o= 6ln|y|+2y _ |y‘62y.

Separando variaveis, obtemos

e entao

Podemos portanto tomar p = ye?Y como fator integrante. Multiplicando a equacdo dada por j obtemos
a equacao exata
y2e® dx + (2zye® + 2zy*e™ 4+ 9) dy = 0,

cuja solucao geral é dada por F(z,y) = C, onde C é uma constante arbitraria e F' satisfaz

oF 2 9

- = Y 1
5 Ve (1)
oF

5o = 2wye + 2z’ 4y (2)
Yy

Integrando (1) com relagio a x, concluimos que F(z,y) = zy?e? + K(y). Substituindo em (2), obtemos
2xye?y + 2xyte® 4+ K'(y) = 2xye® + 2xye®Y +y,
e, portanto, K (y) = y. Assim, a soluc¢do geral da equagao é dada por
Y2

zy?e? + 5= C,

onde C é uma constante arbitraria.



Questao 2: (3,0 pontos) Determine a solugao geral da equagao

Solugao. Primeiro vamos determinar a solugao geral da equagao homogeénea associada y” —2y'+y = 0. Como
se trata de uma equagao linear com coeficientes constantes e A = 1 é raiz dupla da equacao caracteristica
A2 —2)\ +1 =0, a solucdo geral da equacido homogénea associada é dada por

yn(x) = Cre” + Coxe®,

onde Cq e (5 sao constantes reais arbitrarias.
Agora, vamos usar o método de variacdo dos parametros para determinar uma solucdo particular da
equagao nao homogénea. Tal solugao tem a forma

yp(z) = Ci(x)e” + Co(z)xe”,

(= T )(60)= (&)

Subtraindo a primeira equagao da segunda e dividindo por e”, obtemos o sistema

onde C(z) e Co(x) satisfazem

Ci(x) +xCh(z) =0

Cy(x) = 17

1+x2

1

52 Logo,

e, portanto, C(r) = — 155 e Cy(x) =
1 2
Ci(x) = ) In(l4+2%) e Csz)=arctga.

Assim,
X

Yp = —% In(1 + %) + ze®arctg x

¢é uma solugao particular e, portanto, a solucao geral da equacao é dada por

x

y = Cie” + Coxe” — % In(1 + 2?) 4+ ze®arctg z,

onde Cq e (3 sao constantes arbitrarias.



Questao 3: (3,0 pontos) Determine a solugao geral da equagao

y//,+3y//+3y/+y:2$+€_x-

Solugdo. A equacio caracteristica da equacio homogénea associada é A3 +3X2 +3X+1 = (A+1)3 = 0 tem
A = —1 como raiz tripla e portanto

yp = Cre” " 4+ Coxe™™ + :CzClefx

é a solugao geral da equacao homogénea associada.
Para determinar uma solugao particular y,, vamos determinar uma solugao particular yi, e y2, de cada
uma das equagoes
y/// + 3y// + 32/, +y =2z (1)

Y+ 3y 3y ty=e", (2)

respectivamente, e tomar y, = y1, + y2p (Principio da Superposicao).
Para a equacgao (1), vamos procurar y;, da forma y,(z) = Az + B. Substituindo, obtemos

3A+Ax+ B =2z

e, portanto, A =2 e B = —6.
Para a equagio (2), vamos procurar ys, da forma ya,(z) = Dz3e™®. Temos

Yo, = De *(32° — %) | yy, = De "(6x — 62 +2°) , yh = De *(6— 18z + 92° — z°).
Substituindo, obtemos

De *[6 — 182 + 92 — 2% + 3(6x — 62 + 2°) + 3(32% — 2®) + 2°] =77

e, portanto, D = %.
Logo, yp(x) =2z — 6 + %:1:36_95 é uma solugao particular e a solugao geral é dada por

1
y=Cie " + Coze ™ + 22C1e™ 4+ 22 — 6 + 63036_””,

onde C'1, Cy e C3 sdo constantes arbitrarias.



Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral IV para Engenharia
3a. Prova - 20. Semestre 2011 - 21/11/2011 Turma B

Questao 1. a) (1,0 ponto) Determine a solugao geral da da equagao y' + %y = senzx.
b) (1,5 pontos) Determine a solucio da equacio zy’ = y+3ze¥/* que satisfaz a condicao inicial y(1) = 2.
c) (1,5 pontos) Determine a solucao geral da da equacdo (2y + 2xy + e %) dx + x dy = 0.

Solugao. a) Podemos escrever a equagao dada na forma xy’ + y = xsen x, ou ainda, como

d
— [zy] = zsen .

dx
Integrando,

xy:/a:sen:cdx:—:z:cos:z:—l—/cosxdx:—xcosx+sena:+C’.

Portanto, a solucao geral é dada por

senx + C
Yy=—COST + ———,
T

onde C é uma constante arbitraria.

b) Escrevendo a equagao dada na forma
y’ — g + 36—11/13’
x

verificamos imediatamente que se trata de uma equacao homogénea. Portanto, a mudanca y = zu transforma
a equacao dada numa equacao de varidveis separaveis. Substituindo, obtemos

d
utzs =u+3e ",
dx
isto é,
u 3
e'du = —dx.
x
Integrando, obtemos
e =3In|z|+C
e portanto,
y=xzIn(3Inz|+ C)

¢ a solucdo geral da equacdo dada. Para que y(1) = 2 devemos ter 2 = In C, isto é C' = 2. Além disso, como
o dominio da solucao deve ser um intervalo contendo xy = 1, devemos ter x > 0. Logo, a solugao é

y=zIn(3Inz + e?)

definida no intervalo (e=¢*/3, +00).

¢) Sejam P(z,y) = 2y + 22y + ¢ 2 e Q(z,y) = . Como P, = 2+ 2z e Q, = 1, a equagdo nilo é exata.
Como %=-u — —% + 2 depende apenas de y, a equagao admite um fator intgrante que depende apenas de

x. Seja u = u(x) o fator integrante. Devemos ter

B D
c‘Ty[@y +2zy 4+ e F)ul = %[xu]



isto é,
o+ ap (z) = (2 + 22)p.

d
£ (1+2) dz
L x

— 6ln |z|+22

Separando variaveis, obtemos

e entao
,u = |z|e®.

Podemos portanto tomar p = xe’®

a equacgao exata

como fator integrante. Multiplicando a equagao dada por pu obtemos

(2zye*® 4 2zy?e®® + z) dz 4 22e** dy = 0,

cuja solucao geral é dada por F(z,y) = C, onde C é uma constante arbitraria e F' satisfaz

OF
— = 2zye®® + 22%ye®* +x (1)
ox
OF
ay — 1,2621 (2)

Integrando (2) com relagio a ¥y, concluimos que F(x,y) = r?ye?* + K(x). Substituindo em (1), obtemos
2zye®® + 22%ye®® + K'(z) = 2xye® + 22%ye® + «,

e, portanto, K (z) = %2 Assim, a solugao geral da equagao é dada por
2
x
riye®” + 5 = C,

onde C é uma constante arbitraria.



Questao 2: (3,0 pontos) Determine a solugao geral da equagao

Solugao. Primeiro vamos determinar a solugao geral da equagao homogénea associada y”+2y'+y = 0. Como
se trata de uma equagao linear com coeficientes constantes e A = —1 é raiz dupla da equagao caracteristica
A2 42X+ 1 =0, a solucdo geral da equaciao homogénea associada é dada por

yn(x) = Cre™" + Come™,

onde Cq e (3 sao constantes reais arbitrarias.
Agora, vamos usar o método de variacdo dos parametros para determinar uma solugdo particular da
equacao nao homogénea. Tal solugao tem a forma

yp(x) = Ci(x)e” ¥ + Co(x)ze™ ",

onde C1(x) e Cy(x) satisfazem

()3 (&)

T

Somando as equagoes e dividindo por e™*, obtemos o sistema

Ci(x) +xCh(z) =0

Chla) =2

1422

1

T3z Logo,

e, portanto, C1(z) = —757 e Ch(z) =
1
Ci(x) = —3 In(1+2?) e Cy(z)=arctg.

Assim,
—T

2
¢ uma solugao particular e, portanto, a solucao geral da equacao é dada por

(&

Yp = — In(1 + 2?) 4+ ze “arctgz

—X

y=Cie "+ Coze ™ — 67 In(1 + 2?) + ze arctg z,

onde C7 e C5 sdo constantes arbitrarias.



Questao 3: (3,0 pontos) Determine a solugao geral da equagao

y///_3y//+3y/_y:3$+em'

Solugdo. A equacio caracteristica da equacio homogénea associada é A3 —3X2 +3X —1 = (A —1)3 = 0 tem
A =1 como raiz tripla e portanto
yp = Cre® 4+ Chze® + 22Che”

¢é a solugao geral da equacao homogénea associada.
Para determinar uma solugao particular y,, vamos determinar uma solugao particular yi, e y2, de cada
uma das equagoes
y" =3y + 3y —y=3x (1)

v =3y 43y —y = (2)

respectivamente, e tomar y, = y1, + y2, (Principio da Superposicao).
Para a equagao (1), vamos procurar yi, da forma yi,(z) = Az + B. Substituindo, obtemos

3A—Ax — B =3z

e, portanto, A= -3 e B = —9.
Para a equagio (2), vamos procurar ys, da forma ya,(z) = Dx3e®. Temos

Yop = De®(3z% +2°%) Yy, = De® (6 + 622 +2°) Yo, = De” (6 + 18z + 922 + 2°).
Substituindo, obtemos

De”[6 + 18z + 922 + 2 — 3(6z + 62% + 2%) + 3(32% + 2%) — 2] = "

e, portanto, D = %.
Logo, yp(x) = =3z — 9+ %x?)em é uma solugao particular e a solugao geral é dada por

1
y = Che® + Coze® + 22Cre® — 3z — 9 + 61‘363:,

onde C7, Oy e ('3 sao constantes arbitrarias.



