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1* Questao: Resolva:
a) (1,5 ponto) (zy* + 4xy®) dx + (22%y* — 1) dy = 0

4 3y?
b) (1,5 ponto) y' = W——zy, x>0
x

Solugao:

a) Sejam P(z,y) = xy* + 4xy® e Q(z,y) = 222y — 1.

oP
Como e 4oyt # 0 4oy + 20zy*, a equacdo nao é exata.
Z )

g—ff - 83—5 4y + 162y* 4 B .
Como 2 = — oyt + dag = —— depende apenas de y, a equacao admite um
fator integrante que depende apenas de y, dado por:
(y) = e/ D iyl Il 1
wy) =e =e =e =

Multiplicando a EDO pelo fator integrante, temos:

(x + 4zy) dx + (2962 — i) dy =0

vt
. , 1
Sendo assim, agora temos: P(z,y) =z +4xy e Q(z,y) = 22° — —.
Y
0 oP
Como —Q = 4xr = —, a equagao ¢é exata.
ox Jy

A solucao de uma EDO exata é dada por ¢(x,y) = C, C € R, sendo que V¢ = (P, Q).

Assim, temos:

¢

T x4
8x T + Ty
0¢ , 1
o2
y ! y

Integrando em x a primeira equagao:

72
o(x,y) = 5 + 227y + c(y)



Derivando em y:

0
=274+
By ()
Comparando com a segunda equacao
1 1
/
- # [
() " c(y) 37
Sendo assim, temos:
2
T 9 1
o(x,y) = ?‘1‘2-75 y+3_y3

x 1
S —=C,CeR
2+xy+3y3 :
4yx + 3y?
Yy = 2 = f(z,y), >0

Como f(z,y) = f(tx,ty),Vt # 0, temos que a equagdo é homogénea.

utilizamos a seguinte mudanga de varidvel: u = £ = 3 = v’z + w.

, 4y:c+3y Y
y —

5 <4+3y>:>u'x+u:4u+3u2
x x

dx

Repare que u=0=y=0e u= —1 =y = —x sao solucoes da EDO.

Expandindo a fungao em fragoes parciais:

1
u(u+1)
1 A B
- =4 —
wu+1) uw  u+l
Alu+1)+Bu=1=A=1,B=-1

du u
o = -1 1 =1 ‘ ’
/u(u—|—1) n|u| —Inju+ 1 S o

Sendo assim, temos:

=lnz+C,CeR
u—+1

ul‘:3lnx+C,C€R

—1In

5o
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Sendo assim,



U
u-+1

=Cz3,C eR

Portanto as solucoes da equagao diferencial para x > 0 sao dadas por:

Y _0?.CeR

y+x
y=20
y=—



22 Questao:
a) (2,0 pontos) Encontre todas as solugoes de
y/// . 3y” +4y — 62:1: +$2
b) (1,5 ponto) Encontre todas as solugoes de
22%y" + o' (2x — 42°) + y(32* — 22 — 2) = 0, para z > 0,
admitindo que y = xze® é uma das solucoes.

Solugao:

a) Deseja-se resolver a seguinte EDO:

y/// . 33/” + 4y — 62;5 + :E2 (1)
Para isso, primeiro vamos encontrar a solucao da equagao homogénea:

y" =3y +4y=0 (2)

Como a equacao possui coeficientes constantes, temos que as solugoes da equacao ho-
mogénea sao da forma

y(r) = e (3)
Deverivando (3) e substituindo em (2), obtemos o seguinte polinémio caracteristico:
3 2 _ 2 _
s°=3s5"+4=0=(s+1)(s—2)"=0
Sendo assim, a solucao da equacao homogénea é dada por:

yn(x) = Cre™ + Che® + Cyxe®, O1,Cy,C3 €R

Para encontrar a solucao geral da equagao (1), iremos utilizar o Método dos Coeficientes
a Determinar e o principio da superposicao. Assim, primeiramente encontramos uma
solucao particular para a seguinte EDO:

y/// . 3y// 4 4y — 62x (4)

Como 2 ¢ raiz dupla do polindmio caracteristico, propomos a seguinte solucao particular:

Yo () = 2° Ae™ (5)

Derivando (5):



o (2) = AQ2we™ + 2xe) = 2A(x + 2°)e*”
o (z) = 2A[(22 + 1)e* + 2(z + 2°)e*] = 2A(1 + 4z + 22°)e*”
n

yor (2) = 2A[(4z + 4)e** + 2(1 + 4z + 227)] = 4A(22% + 6z + 3)e™

Substituindo em (4):

4A(22° + 61 + 3)e* — 3 - 2A(1 + da + 22%)e* + 4 - 22 Ae** = **
= Ae**(82% + 24x + 12 — 122° — 241 — 6 + 42%) = **

:>A62$-6:e2’”:>/4:é

1'262x

6

Agora encontramos uma solugao particular para a seguinte EDO:

S Un (ZL’) =

y/// . 3y// + 4y — $2 (6)

Propomos a seguinte solucao particular:

Yp,(2) = Ax* + Bx + C (7)
Derivando (7):

Y, (r) = 2Ax + B
y;,’Q (r) =2A
Yp, () =0
Substituindo em (6):

1-0—3(24) + 4(A2® + B

r+C)=zx
4A =1 A=;
—6A+4C =0 C=:3
2 3
-'-ypz($)=Z+§

Pelo pricipio da superposigao, temos que y,(x) = y,, (¥) + yp, () ¢ uma solugao particular
de (1).

A solucao geral da equagao é a soma da solugdo homogénea com a solucao particular.

Assim:

x2e®* 2 3

y(ZL‘) = Cle_x + 026216 + 03176296 + 6 + Z + ga C(17 CQ? 03 €R




b) A EDO a ser resolvida apresenta o seguinte formato:

ar(2)y” + as(x)y + az(x)y =0

Sendo:
a1

Sejam y; e Yo 2 solugoes LI da EDO. O Wronskiano de (8) é dado por:

Y1 Y2

Wi(x) =
(@) Yi Vs

Para EDOs no formato de (8), o Wronskiano respeita a seguinte relagao:

W%m:—zg%vmyiwmm:cefﬁ@“,c¢o

Sendo assim, dado y;(x), é possivel determinar y(z) resolvendo uma EDO de primeira

ordem.
Dado que y;(z) = xze® é solugao da EDO e escolhendo C' = 1, temos:

re” Y2| _ — 2”2—;“2 dv _ o~ [(;~2)de
(z +1)e” w5
62x
= ze’yy — (x4 1)e"ys = —
x
r+1 er
Yo — = (9)

(9) é uma EDO linear de primeira ordem. Assim, tem-se que um fator integrante da EDO

acima é dado por:
6751?

241y gy _ ef(—l—%)dr _

— f(_ T
p(z) =e .

Multiplicando (9) pelo fator integrante p(x), temos:

e _Lx+1
Yo—— — Y2€
2y 2 3

e TN/ 1
= <y2 ) ==
T T
e " 1
= Y2
T

Portanto, a solucao geral de (8) é dado por: y(x) = Cize® + Cg%, Ch,Cy€eR



32 Questao:

a) (2,5 pontos) Sejam f e g continuas no intervalo ] - \/g, \/g[

Sabendo que y; = cos(z?) e yo = xcos(z?) sao solugoes de y” + f(z)y + g(z)y = 0,
encontre todas as solugoes de

cos(z?)
V1422

b) (1,0 ponto) Encontre todas as solugoes da equagao diferencial linear homogénea de coe-
ficiéntes constantes, cujo polinomio caracteristico é (A — 4)3(A\? — 8\ + 25)2.

Y+ flx)y +g(a)y =

Solugao:
a) A solugdo homogénea da equacdo é a combinagao linear das duas solugbes homogéneas,
Y1 € Yo

yn(x) = Cy cos(z?) + Cox cos(x?), C1, Cy, € R

Utilizamos o método da Variacao dos Parametros para encontrar uma solugao particular
da seguinte forma:

yp(2) = uy () cos(x?) + ug(x)x cos(z?)

Aplicando o método:

o ] L) = [t o] 1] - 2]

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer:

0 x cos(z?)
(2 .
/ CO;:C_CJQ) —2x Sen(xQ) -+ COS(sz) . :L‘colerE:Q ) -

ul:‘ cos(z?) x cos(z?) o ocos?(x?) 1+ a2

—2xsen(z?) —2xsen(z?) + cos(z?)

cos(z?) 0
. 2 cos(z2) cos?(x2)
. 2x sen(z?) Vi o 1
2 cos(z?) x cos(z?) cos?(z?) /1 + 22
—2wsen(x?) —2xsen(z?) + cos(x?)
Integrando:



T 1 du
= — —d — . - = — — _1/1_’_ 2
“ / V1+ 22 v u=1+z2 2 \/ﬂ \/_ *

du=2x dx

1
- — — — —InlV/ 2
U / e dx = /sec@d@ In|sech + tanf| = In|V1 + 22 + x|

dr=sec? 0 d
Syp(m) = (—V1 4 22) cos(x?) + (In | V1 + 22 + z|)z cos(2?)

A solucao geral é a soma da solu¢ao homogénea com a solucao particular:

y(z) = (C1 — V1 + 22) cos(z?) + (Cy + In |[V1 + 22 + z|)x cos(x?), Cy, Cy, € R

Pelo seu polinémio caracteristico, trata-se de uma EDO linear de ordem 7. O polinoémio
apresenta raiz A = 4 com multiplicidade 3. A esta raiz, associam-se as solugoes:

{64:1:7 xeélx’ :L_264a:}

8+v64—100
2

As outras duas raizes sao A = = 4 + 3i, com multiplicidade 2. As solucoes

associadas a estas raizes sao:

{e* cos(3x), e** sen(3x), we*” cos(31), ve” sen(3z)}

Portanto, as solucao geral da EDO ¢é dada por:

y(x) = e**(C1+Cox+C32° +(Cyaz+Cs) cos(3z)+(Cex+Cy) sin(3x)), Cy, Cy, Cs, Cy, Cs, Cs, C7 € R



