MAT2456 - Calculo Diferencial e Integral 1V para Engenharia
Escola Politecnica - 2a. Prova - 18/10/2010

Turma A

12 Questao (3,0)
a) Seja

f=4 g A0
0 se t=0

€T
Determine a expansao em série de poténcias para a fungao F(x) = / f(t)dt em torno de
0

ZL‘():O.

b) Calcule uma aproximagao para F(1) com erro inferior a 1073.

Solucao:

(a) Sabe-se que:

© 2n
n Y
cosy =3 (1) Es. VR
n=0
Assim escolhendo y = t2, temos:
9 s t4n
os() =3 (1) g VEER
n=0 ’
© t4n
—  cos(t?)—1= Z(_l)n(zn)l’ Vi € R
n=1
cost? — 1 > nt4n—2
3 —;(—1) G EEREAD
Logo:
x x o0 nt4n_2 o0 . - t4n_2
— F(z) = f(t)dt = / > (1) @) dt =3 (-1) </ (2n)'dt>
0 0 n=1 : n=1 0 .
> tén—1 v > pin—1
nzl( ) ((4n -1)- (2n)!> nzl( ) (4n —1) - (2n)!
Portanto:
i pAn—1
Flx)=) (=)™
Z (dn—1)- (2n)!
(b) Para z = 1:
= 1



1
(4n —1)-(2n)V’
limite nulo no infinito.
Logo F'(1) converge pelo critério das séries alternadas e se aproximarmos F'(1) da seguinte maneira:

Tomando a, = vemos que para qualquer n>0, a, é positiva, decrescente, e tem

cometemos um erro determinado por:

1
(4k + 3) - (2k + 2!

|Err0| < kg1 =

Para que este erro seja sempre menor que 1073, entdo:

1
(4k +3) - (2k + 2)!

<1073

= (4k +3) - (2k + 2)! > 1000

Logo, precisamos escolher k que satisfaga a inequagdo acima.
Escolhendo k = 1, temos que (4k +3) - (2k+2)! = 74! = 168 < 1000
Escolhendo k = 2, temos que (4k + 3) - (2k +2)! = 11 - 6! = 7920 > 1000
Assim k > 2 satisfaz a inequacéo e portanto:

2 . 1 1 1
F1)~) (-1) n—1)-(2n) 3.2 T7.a

n=1




2% Questao: (3,5)
a) Determine o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia da série

n

Z -
n 2
=4 n(lnn)

b) Determine a expansdo em série de poténcias da fun¢do f(x) = In(z — 1) em torno de
zo = 3. Qual o raio de convergéncia? Calcule f(457)(3).

c) Dé a formula (sem calcular as integrais resultantes) dos coeficientes by, ..., b, que mini-
mizam a expressao

n 2
/ [ems — Z by, sen (k:p)] dx
0 k=1

Indique claramente a extensdo adotada!

Solucao:
.732”
(a) Do enunciado temos que a,, = ————, assim usando o critério da razao:
47n(lnn)?
. lans] , 2?2 4 (Inn)? on , n (Inn)? x?
q = lim = lim s = lim . - —
n—oo |ay,| n—o0 47+ (n + 1)(In (n 4+ 1))? nsoon+1 (In(n+1))>2 4
Calculando os limites:
(D .
n—oo N + n—oo | + -

(IT)

. (Inn)? ) Inn 2
lim =11
n—oo (In (n +1))2 n—oo In (n + 1)
1
Tomando f(z) = ﬁ, temos que:
) Inn 2 ) Inzx 2 ) 1/n 2 . on+1 2
lim —| =| lim —— | =|lim ———| =|lim =1
n—oo In (n + 1) z—+oo In (z 4 1) n—oo 1/(n+1) n—oo
Portanto:
_z
1= 7

Para a série convergir absolutamente ¢ < 1, entdo 22 < 4, isto é || < 2 entfo o raio de convergéncia é:

Para os extremos (z = £2), obtemos a série:

Z
2



1
Considere f(z) = ———5—. Note que para x > 1, f é continua, decrescente, positiva e com limite nulo
x

no infinito. Como

b
/OOM —lim/b i (CE)] 2w (2 B )= b
5 zln?z  booo )y xln?zr  booo \Inz 2_12—>oo Inb In2) In2

temos que a série converge pelo critério integral. Logo o intervalo de convergencia é: | [—2, 2]

(b) A série que queremos obter é do tipo:

Z an(z —3)"
n=0

Portanto .
1 =
=In(z—1)=In[(z—-3)+2 '(z) = =—2
fla) == =wl@-3)+2 ¢ @)= g = e
/ » ~ x—3 . 1
Vemos que f'(z) é a soma de uma PG de razdo ¢ = — 5 e primeiro termo 3 Para tanto o

moédulo da razdo tem de ser menor que 1, logo

ro=%5 [ (53] =Tty

n=0

e

x;3‘<1:>|x3|<2:>

Integrando
fo) = [ f@asso- (ZF”"W) arc=Y i [E o
n=0 =0
- _ gyntl
_ 2(—1MM+C Clr—3l<2

Calculando para x = 3 obtemos C' = In 2 e portanto:

f) =24 31T g
2V e )

Note que para calcular a4s7 temos que escolher n = 456 pois a, multiplica ™ e a série de poténcias
que calculamos tem 2"*! no termo geral, assim como
fNE) 1 e
= =
457! 457 - 2457 457!

B 456!
T 9457

ays7 = = | fU157)(3)

¢) Considere f(z) = e para 0 < z < 7. Seja f a expansdo impar de f no intervalo [—m,7]. A
série de Fourier de f dara uma expansao para f em [0, 7] em série de senos. Logo:

1" - 2 [T 9 [T
b = — f(z)sen (kx)dx = / f(z)sen (kx)dx = | by, = / e’ sen (kx)dx , 1<k<n
- T Jo 0

™ ™




3% Questao: (3,5)

a) Determine a série de senos da fungao f(z) =7 —z, 0 <z < 7.

b) Seja S : R — R a soma da série obtida no item (a). Determine S(x) e esboce o grafico
da funcao y = S(x).

oo
1
c¢) Calcule a soma da série g —-
n

Solucao:

(a) Seja f a expansdo impar de f no intervalo [—m,7]. A série de Fourier de f dard uma série
senos para f em [0, 7] . Logo:

1 (™ -
b, = — f(x)sen (kx)d / f(x)sen (kz)d / (m — x)sen (kz)dx
™ —T
Usando o método da integral por partes, comu=7—z = v = —1ev' =sen(kz) = v = —%
2 cos (kx) " ™ cos (kx) 2 1 sen(kz) " 2 /m 2
bp=—|—(m— — de| =— |m.— — ———— =— = -
’“w[(” % 0/0 P B | 7r<1<;) K

Logo a série de senos de f é dada por:

. sen (kx
:QZ; )

k=1

b) O grafico da soma da série de senos é dado por:
Pelo teorema da convergéncia, no intervalo de [—m, 7], S(z) vale f(x) nos pontos onde f & continua
e vale a média dos limites laterais nos pontos de continuidade.

Assim de [—7, 7], podemos escrever S(x) como:

T—T , Se O<x<m
S(x)=< —m—x , se —rm<z<0
0 , se z=0

e nos demais intervalos do tipo [—m + 2k7m, ™ + 2k7| consideramos a extensao periodica de S definida
em [—m, .

Ou, expandindo S(x), para todo eixo real, entao:
m— (x—2kmw) , se 2k <z < m+ 2km

S(z) =< —m—(r—2kmr) , se —m 4+ 2kr < x < 2k
0 , se x = 2km

, keZ.

c¢) Pela identidade de Parseval:

™

23 ia +b2) = 1/ [f(2)]? da

—T



Assim, no caso do exercicio:

o0

1 1
4 = = =
Soo- o
n=1

Logo:




MAT2456 - Calculo Diferencial e Integral 1V para Engenharia
Escola Politecnica - 2a. Prova - 18/10/2010

Turma B

12 Questao (3,0)
a) Seja

OET S
0 se t=0

€T
Determine a expansao em série de poténcias para a fungao F(x) = / f(t)dt em torno de
0

ZL‘():O.

b) Calcule uma aproximagao para F(1) com erro inferior a 1073.

Solucao:

(a) Sabe-se que:

n Y
cosy =) (-1 55y WER
n=0
Assim escolhendo y = t*, temos:
4 s t8n
cos(t) =3 (V' gy VEER
n=0 ’
© tgn
— cos(tt)—1= Z(_l)n(zn)l’ Vi € R
n=1
costt —1 e 8n—4
7 —;(—1) G EREAD
Logo:
x x o0 ntgn_4 (e%e] . - t8n_4
= = 0 Feyd = /0 21 (2n)! dt =3 (-1) </0 (2n)!dt>
n=1 n=1
0 8n—3 T oo 253
== —1 n - — _1 n
nzl( : ((8n -3) (2n)!> . nzl( ) (8n —3) - (2n)!
Portanto:
i 2813
Flx)=) (=)™
2 B9 2wl
(b) Para z = 1:



1
(8n —3) - (2n)!’
limite nulo no infinito.
Logo F'(1) converge pelo critério das séries alternadas e se aproximarmos F'(1) da seguinte maneira:

Tomando a, = vemos que para qualquer n>0, a, é positiva, decrescente, e tem

cometemos um erro determinado por:

1
8k +5) - (2k + 2!

|Err0| < kg1 =

Para que este erro seja sempre menor que 1073, entdo:

1
(8k+5) - (2k + 2)!

<1073

= (8k +5) - (2k +2)! > 1000

Logo, precisamos escolher k que satisfaga a inequagdo acima.
Escolhendo k = 1, temos que (8k + 5) - (2k +2)! = 13 - 4! = 312 < 1000
Escolhendo k = 2, temos que (8k + 5) - (2k +2)! = 21 - 6! = 15120 > 1000
Assim k > 2 satisfaz a inequacéo e portanto:

2 . 1 1 1
F(l)~) (-1)" (8n—3)-(2n)! 5.2 HEEWT

n=1




2% Questao: (3,5)
a) Determine o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia da série

n

Z -
n 2
=9 n(lnn)

b) Determine a expansdo em série de poténcias da fun¢do f(x) = In(z — 1) em torno de
zo = 4. Qual o raio de convergéncia? Calcule f(457)(4).

c) Dé a formula (sem calcular as integrais resultantes) dos coeficientes by, ..., b, que mini-
mizam a expressao

n 2
/ [emQ — Z by, sen (k:p)] dx
0 k=1

Indique claramente a extensdo adotada!

Solucao:
.732”
(a) Do enunciado temos que a,, = ————, assim usando o critério da razao:
97n(lnn)?
. lans] , 222 97 (Inn)? on , n (Inn)? x?
q = lim = lim s = lim . - —
n—oo |ay,| n—o0 97+l (n + 1)(In (n + 1))2 nsoon+1 (In(n+1))>2 9
Calculando os limites:
(D .
n—oo N + n—oo | + -

(IT)

. (Inn)? ) Inn 2
lim =11
n—oo (In (n +1))2 n—oo In (n + 1)
1
Tomando f(z) = ﬁ, temos que:
) Inn 2 ) Inzx 2 ) 1/n 2 . on+1 2
lim —| =| lim —— | =|lim ———| =|lim =1
n—oo In (n + 1) z—+oo In (z 4 1) n—oo 1/(n+1) n—oo
Portanto:
_z
1=

Para a série convergir absolutamente ¢ < 1, entdo 22 < 9, isto é || < 3 entfio o raio de convergéncia é:

Para os extremos (z = £3), obtemos a série:

Z
2



1
Considere f(z) = ———5—. Note que para x > 1, f é continua, decrescente, positiva e com limite nulo
x

no infinito. Como

b
/OOM —lim/b i (CE)] 2w (2 B )= b
5 zln?z  booo )y xln?zr  booo \Inz 2_12—>oo Inb In2) In2

temos que a série converge pelo critério integral. Logo o intervalo de convergencia é: | [—3, 3]

(b) A série que queremos obter é do tipo:

o
Zan(fc—él "
n=0

Portanto .
1 =
=ln(z—1)=In[(z—4 "(z) = = 3
f@)=In(z—-1)=I[z—-4)+3] e [f(2) @G- 913 11 (=0
< r—4 N 1
Vemos que f/(z) é a soma de uma PG de razao ¢ = — ( 3 > e primeiro termo 3 Para tanto o

moédulo da razdo tem de ser menor que 1, logo

oS3 | ) - St

n=0

e

x;4‘<1:>|x4|<3:>

Integrando
flx) = /f'(a:)dm+0: (;(—) <3n+1) )dt—l—C Z /gnﬂ)dwc
e r — 4)nt1
_ Z(_l)n(é+1??3"+l+c Ce—4<3
n=0

Calculando para x = 4 obtemos C' = In 3 e portanto:

1n3+z $_4)n+1 . le—4<3
3n+1 (n—%l)

Note que para calcular a4s7 temos que escolher n = 456 pois a, multiplica ™ e a série de poténcias
que calculamos tem 2"*! no termo geral, assim como
fNE) 1 e

WMST= Ty 7 457 387 i LA C)

456!
3457

¢) Considere f(z) = e para 0 < z < 7. Seja f a expansdo impar de f no intervalo [—m,7]. A
série de Fourier de f dara uma expansao para f em [0, 7] em série de senos. Logo:

1 (" 2 [T
b = — f(z)sen (kx)dx / f(z)sen (kx)dx = | by, = / e’ sen (kx)dx , 1<k<n
-7 0

™ ™




3% Questao: (3,5)

a) Determine a série de senos da fungao f(z) =z —m, 0 <z < .

b) Seja S : R — R a soma da série obtida no item (a). Determine S(x) e esboce o grafico
da funcao y = S(x).

oo
1
c¢) Calcule a soma da série g —-
n

Solucao:

(a) Seja f a expansdo impar de f no intervalo [—m,7]. A série de Fourier de f dard uma série
senos para f em [0, 7] . Logo:

1 (™ -
b, = — f(x)sen (kx)d / f(x)sen (kz)d / (x — ) sen (kz)dx
™ —T
Usando o método da integral por partes, com u =2 — 7 = u' =1e v =sen(kz) = v = —%:
2 cos (kx) " ™ cos (kz) 2 1 sen(kz) " 2 (-7 2
k w[(x " 0+/0 e B R B NN k

Logo a série de senos de f é dada por:

2. sen (kz
_QZ IE: )

k=1

b) O grafico da soma da série de senos é dado por:

Pelo teorema da convergéncia, no intervalo de [—m, 7|, S(z) vale f(z) nos pontos onde f ¢ continua
e vale a média dos limites laterais nos pontos de continuidade.

Assim de [—7, 7], podemos escrever S(x) como:

r—m , Se O<zx<m
S(x)=< x+m , se —r<z<0
0 , se x=0

e nos demais intervalos do tipo [—m + 2k, ™ + 2k7| consideramos a extensao periodica de S definida
em [—m, .

Ou, expandindo S(x), para todo eixo real, entao:
(x —2km)—m , se 2km <z < m+2km

S(x)=<¢ (x—2km)+m , se —m+2kr<z<2kn
0 , se x = 2km

, keZ.

c¢) Pela identidade de Parseval:

™

23 ia +b2) = 1/ [f(2)]? da

—T



Assim, no caso do exercicio:

1
4;712:

Logo:




