MAT 2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV
P2-Turma A - 13/10/2015
Gabarito

QUESTAO 1. Considere a série de poténcias:

o0
E n2x?",
n=0

(a) (1 pt) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.
(b) (1 pt) Encontre uma férmula fechada para a sua soma.
(¢) (1 pt) Sendo f a funcdo dada pela soma da série, determine f(2°1%)(0) e f(2016)(0).
RESPOSTA:
(a) O raio de convergéncia da série é 1 e o seu intervalo de convergéncia é (—1,1).

(b) A soma da série é:

2 2n _ 202 _ T (1+2%)
ngzon T = T?:On (z9)" = T

Com efeito, para |y| < 1, tem-se, aplicando-se duas vezes o teorema sobre integracao
termo a termo:
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(c) A série dada coincide com a série de Taylor de f centrada no zero, ou seja, » -, { (7;)!(0) "
Assim sendo, f012)(0) =0 e f2016)(0) = (1008)2 - 2016!.

QUESTAO 2. Dada a funcao:

1—222—cos (2x)
fl) = { o, 70

(a) (2 pt) Ache a série de Taylor centrada no zero da funcao F(z) = [i f(
(b) (1 pt) Calcule F'(1/2) com erro inferior a 1075.

RESPOSTA:
(a) A série de Taylor de cos (2x) é dada por:

1 n22n 2n n22n 2n

— 222 +Z

Substituindo a série acima, na expressao de f(x), vem que:

cos 235 =
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Encontrando a série de F'(z)

Flz) = / f(t)d
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(b) O valor pedido é calculado da seguinte forma:

K -1 n+123
FQ/2) = - (Q(n —)3)(271)!
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Para encontrar o valor de K que faz com que o erro seja inferior ao valor pedido, é
necessario utilizar uma expressao para calculo do erro. Como trata-se de uma série
alternada, a seguinte relacao deve ser satisfeita:

e < |CLK+1| — |CLK+1| <1075



Isso significa que:
23
(2K —1)(2K +2)!

O valor K = 4 satisfaz a desigualdade. Assim:

<100 =K =4
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QUESTAO 3. Dada a funcao:

1, -2<2<0
9(x) = 2,0<x<2

(a) (1 pt) Encontre a série de Fourier de g
(b) (1 pt) Encontre a soma S(z) da série de Fourier de g e esboce o seu gréfico.
(¢) (1 pt) Calcule a soma da série:

Z 2k;—1

k=1
(d) (1 pt) Calcule S(2014) e S(2015)

RESPOSTA:

(a) Calculamos os coeficientes de Fourier:
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Para valores pares de n, tem-se que b, = 0, enquanto que, para valores impares,

b, = ﬁ Assim, a série de Fourier de g é dada por:
SF(x) 3+ = 2 (2n — 1)z
) == sen :
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(b) Pelo teorema da convergéncia da série de Fourier, a soma da série S(x) é dada por:

e quando z €] — 2,2[:

- f(z), onde f(z) é continua

- a média dos limites laterais, onde f(x) é descontinua
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e quando z ¢ [—2,2] : repete-se 4-periodicamente.
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O gréfico da S(x) é dado por:
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(c) Utilizando a identidade de Parseval
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com ag, a, € b, encontrados, vem que:
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(d) Sabendo que o periodo da fungao é igual a 4, conclui-se que:

fED @) 142

S(2014) = S(504 - 4 — 2) = S(—2) =

$(2015) = S(504 -4 — 1) = S(=1) = f(—1) = 1.



MAT 2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV
P2-Turma B - 13/10/2015
Gabarito

QUESTAO 4. Considere a série de poténcias:

[o@)
E n2x?",
n=0

(a) (1 pt) Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série.
(b) (1 pt) Encontre uma férmula fechada para a sua soma.
(¢) (1 pt) Sendo f a funcdo dada pela soma da série, determine f(291%)(0) e f(2016)(0).
RESPOSTA:
(a) O raio de convergéncia da série é 1 e o seu intervalo de convergéncia é (—1,1).

(b) A soma da série é:

2 2n _ 202 _ T (1+2%)
ngzon T = T?:On (z9)" = T

Com efeito, para |y| < 1, tem-se, aplicando-se duas vezes o teorema sobre integracao
termo a termo:
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S f(n)(o) ok

(c) A série dada coincide com a série de Taylor de f centrada no zero, ouseja, ) >~  +—=

Assim sendo, f012)(0) =0 e f2016)(0) = (1008)2 - 2016!.

QUESTAO 5. Dada a funcao:
1— 222 —cos (3z)
oy ={ S e

(a) (2 pt) Ache a série de Taylor centrada no zero da fungao F(z) =[5 f(
(b) (1 pt) Calcule F'(1/2) com erro inferior a 1075.

RESPOSTA:

(a) A série de Taylor de cos (3x) é dada por:

[e.9]
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Substituindo a série acima, na expressao de f(x), vem que:
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Encontrando a série de F(z):
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(b) O valor pedido aproximado é calculado da seguinte forma:
K (_1>n+1 33

F1/3) = — (2n — 3)(2n)!

n=
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Para encontrar o valor de K que faz com que o erro seja inferior ao valor pedido, é
necessario utilizar uma expressao para calculo do erro. Como trata-se de uma série
alternada, a seguinte relacao deve ser satisfeita:

e < |CLK+1| — |CLK+1| <1075



Isso significa que:
33
(2K —1)(2K +2)!

O valor K = 5 satisfaz a desigualdade. Assim:
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QUESTAO 6. Dada a funcao:

) 2,-2<2<0
9(x) = 1,0 <2 <2

(a) (1 pt) Encontre a série de Fourier de g
(b) (1 pt) Encontre a soma S(z) da série de Fourier de g e esboce o seu gréfico.
(¢) (1 pt) Calcule a soma da série:

Z 2k;—1

k=1
(d) (1 pt) Calcule S(2014) e S(2015)

RESPOSTA:

(a) Calculando os coeficientes de Fourier:
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Para valores pares de n, tem-se que b, = 0, enquanto que, para valores impares,

b, = —ﬁ. Assim, a série de Fourier de g é dada por:
3 -2 (2n — )7z
SF(z) ==
(z) 2+;(2n—1)wsen[ 2 }

(b) Pelo teorema da convergéncia da série de Fourier, a soma da série S(x) é dada por:

e quando z €] —2,2[:
- f(z), onde f(z) é continua
- a média dos limites laterais, onde f(z) é descontinua
e quando x = +2: W
e quando z ¢ [—2,2] : repete-se 4-periodicamente.
2, x€|—2+4k,4k]
Assim, temos S(z) = %, x =2k ,onde k € Z.
1, z€)dk,2+ 4k|

O gréfico da S(x) é dado por:
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(c) Utilizando a identidade de Parseval
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com ag, a, € b, encontrados, vem que:
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(d) Sabendo que o periodo da fungao é igual a 4, conclui-se que:

S(2014) = S(504-4— 2) = 5(—2) = L2 /@) _2+1 3

$(2015) = S(504 -4 — 1) = S(—1) = f(—1) = 2.



