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Questao 1. (3,0 pontos) Decida se a série converge ou diverge
(a) i 1 (b) i 117.(n!)? © i 1
a _ _ c —.
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Solugao. (a) Vamos usar Critério da Integral para estudar a convergéncia da série. Consideremos a fungao
1
fla)= ———
(=) z(Iln z)vV2

definida no intervalo [2,00). Temos
i) f é continua, f(z) > 0, para todo x > 2 e f(n) = 171)\/5, para todo inteiro n > 2;

n(ln
i) Tim_ f(x) =0

iii) f(x) é decrescente em [2, 00), pois sua derivada é negativa:

[(na)V2 + V2(Ina) V2]

f@) = el a) V2P

Pelo Critério da Integral, a série dada converge se e somente se a integral impropria f;o f(z) dx converge.
Fazendo a mudanca de varidvel v = In x, obtemos

/ ———dzx = lim ———dr = lim u_\/5 du
2 x(ln z2)V2 M—oo Jo  z(ln z)V2 M=o Jin 2
—  lim w2 M _ (In 2)1_\/§
M—)oo—\/§+lln2 \/§—1

e portanto a integral impropria é convergente. Assim, a série dada é convergente.

(b) Utiliza-se o Critério da Razao. Para isso, deve-se calcular:

an+1
an

lim

n—oo

Calculando a razéo:

i1  appr 11N [(n+1)1P 0 (3n)!
an | an  [B(n+ D] 11n(nl)3
11(n+1)3

Bn+3)(3n+2)(3n+1)
11n2 +22n% + 11
2Tn? + 272 + 6

| 11n2+22n+11 11
1m ==
n—oo 27n2 4+ 27n + 6 27

Pelo Critério da Razao, a série converge.

<1.

(c) Utiliza-se o Critério da Comparagao no limite, usando b, = %:

1 1 Inn
1+% n 4

. T . 1
= lim —— = limn »3 = lime »3 =¢’=1.
+=5—= n—00 n—+00
Vn




Logo, Y a, € Y. b, tém mesmo comportamento. Como Y by, diverge (série harmomica), pelo Critério da
Comparacgao no limite, a série dada diverge.

Observacgao: Para calcular lim

usamos a Regra de L’Héspital:

. % . —1/3 . Inz
lim +—*-- = lim 3z =05 logo lim —— =0.
Z—00 g;L'*2/3 T—00 T—00 13



Questao 2 (3,0 pontos) Decida se a série converge condicionalmente ou absolutamente ou diverge.

oo (o] 1 o0
3n+5 (3nw — 1)" 1
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Solugao. (a) Trata-se de uma série alternada da forma Z(fl)”an, onde a, = % Claramente,
n=1

an > 0 e lim,_, a, = 0. Para verificarmos as hipoteses do Critério de Leibnitz, falta mostrarmos que {a,}

é descrescente. Para isso, considere a func¢ao f : [1,00) — R definida por f(z) = % Como

3222 +3x+1) — 3z +5)(4x+3) —(92% + 20z + 12)

/ = =
fw) = (222 4 3z + 1)? (222 + 3z 4+ 1)

f € estritamente decrescente em [1,00) e, portanto, f(n + 1) < f(n), para todo inteiro n > 1. Isso significa
que ant+1 < an, para todo n > 1, e assim {a,} ¢é decrescente. Pelo Critérion de Leibnitz, a série dada é
convergente.
Vamos mostrar que a série nao é absolutamente convergente. Para isso, vamos usar o Critério da Com-
1

paragao no limite com b, = .

3n+5
. Qn . n243ntl . 3n% +5n 3
lim — = lim =5 = lim ——F——— = _.
n—o0 by, n—00 - n—oo 2n* +3n + 1 2
oo [e.e] o0
Pelo critério da comparagao no limite, as séries E an € E by, tém o mesmo carater. Como g by, diverge,
n=1 n=1 n=1

o
segue-se que g an € divergente.
n=1
Portanto, a série dada converge condicionalmente.

(b) Utiliza-se o critério da raiz:

Vlan| =

Como lim {/n =1, obtemos
n—o0

1 1
. om .. 3nn—1 dnn —1 2
g, Vol = I ey = T o 5o
57’L

Pelo Critério da Raiz, a série converge absolutamente.

(c) Seja a, =1 —n sen % Vamos utilizar o Critério da Comparagao no limite com b, = # Fazendo a

mudanga u = %, obtemos

1 1
an .~ 1—n sen= .=
lim u: lim ——— % = lim &

1
— sen o u— senu
1 —_— .
= n—00
n2

= lim
L u—0 u3
n

Utilizando a Regra de L’Hoéspital duas vezes consecutivas, obtemos

. u— senu . 1—cosu . sen u 1
lim ———s—— = lim ———5— = lim =-.
u—0+ U u—0+  3u u—0+ 6u 6
Como ) b, converge (série harmonica de ordem 2), a série Y |a,| é converge e, portanto, a série dada é
absolutamente convergente.



Questao 3:

oo
T s
(a) (1,5 pontos) Para quais x € } — a série E (tgx)®" converge? Calcule o valor da série para z = r

23

n=1

(b) (2,5 pontos) Determine todos os valores de x para os quais a série converge absolutamente, converge
condicionalmente ou diverge.
=1
5 Lo
n2n

n=1

Solugao: (a) Utiliza-se o critério da raiz:
lim /|tgz[3" = |tgz|>.
n—oo
Pelo Critério da Raiz, a série converge absolutamente para |tgxz| < 1. Logo:

l<tgr<l— -~ cag<?l
— x — <z <.
& A 1

(0.) o
Para x = % a série fica: Z 13" = Z 1, que diverge.

n=1 n=1
oo

o0
Para z = —% a série fica: Z:l(—l)?’" = Z:l(—l)", que diverge.
n= n—=
T

. T
Logo, a série converge para 2 <z < T

7 . s
Para z = 8 obtém-se uma série geométrica:

=

n=1

(b) Aplicando o critério da raiz ao médulo:

P el
im =—.
n—oo {/n2 2

3
A série converge absolutamente quando % < 1, isto é, quando |z| < /2, e diverge quando |z| > 2.

Analisando os extremos do intervalo de convergéncia, temos:
oo

1
- para z = v/2, a série ¢ dada por Z —, que diverge (série harmonica de grau 1).
n

n=1
= 1
- para & = —v/2 a série é dada por E (—1)"—, que converge condicionalmente (pelo critério das séries
n
n=1

alternadas).
Logo, a série dada:
- converge absolutamente quando —V2<x< \3/5;
- converge condicionalmente quando z = —+/2;
- diverge quando x > V2 ouz < —V/2.
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Questao 1. (3,0 pontos) Decida se a série converge ou diverge
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Solugao. a) Vamos usar Critério da Integral para estudar a convergéncia da série. Consideremos a fungao

1

fle) = z(ln z)v3

definida no intervalo [2,00). Temos
i) f é continua, f(z) > 0, para todo x > 2 e f(n) = 1 para todo inteiro n > 2;

n(ln n)Vv3’
i) lim f(@) =0

iii) f(x) é decrescente em [2, 00), pois sua derivada é negativa:

[(na)¥® 4+ V3(lna) V3]

f@) = (el a) V3P

Pelo Critério da Integral, a série dada converge se e somente se a integral impropria f;o f(z) dx converge.
Fazendo a mudanca de varidvel v = In x, obtemos

/ ———dx = lim ———dx = lim u_‘/g du
2 x(lnz)V3 Moo Jo  z(ln z)V3 M—00 Jin2
—  lim w3+ M ~ (In 2)1_‘/g
M—)oo—\/§—|—11n2 \/§—1

e portanto a integral impropria é convergente. Assim, a série dada é convergente.

(b) Utiliza-se o Critério da Razao. Para isso, deve-se calcular:

an+1
an

lim

n—oo

Calculando a razéo:

Gni1| _ anp1 _ 7 (n+ 1)1 (3n)!
an an B(n+1)) "7 (n!)3
B T(n+1)3
 (Bn+3)3Bn+2)(Bn+1)
7n? + 14n + 7

27Tn2 + 2 + 6

L TR ln4T T
n—oo 27Tn2 4+ 27n +6 27

Pelo Critério da Razao, a série converge.

<1

(c) Utiliza-se o Critério da Comparagao no limite, usando b, = %:

1 1 In
1 n
\/72171 n -1

. T . .
= lim —— = limn »T = lime T =¢’=1.
+4= n—00 n—+00
I




Logo, Y a, € Y. b, tém mesmo comportamento. Como Y by, diverge (série harmomica), pelo Critério da
Comparacgao no limite, a série dada diverge.

Observacgao: Para calcular lim

usamos a Regra de L’Héspital:

T—00 ZL‘%
1 Inz
lim 2 = lim 42~ /* = 0; logo lim — = 0.
Z—r00 Z;L'*3/4 Z—00 T—00 13



Questao 2 (3,0 pontos) Decida se a série converge condicionalmente ou absolutamente ou diverge.

< 2n+1 > (3nw — 1)" > 1
(a) Zl(—l) 32 1 on 1 (b)zlw (C)Zl(l—n senn).

S
2n+1

m . Claramente,

Solugao. (a) Trata-se de uma série alternada da forma Z(fl)”an, onde a, =
n=1
an > 0 e lim,_, a, = 0. Para verificarmos as hipoteses do Critério de Leibnitz, falta mostrarmos que {a,}

é descrescente. Para isso, considere a func¢ao f : [1,00) — R definida por f(z) = % Como
, 2(32% + 2z + 1) — (22 4 1)(62 + 2) — (622 + 67)
fz) = 2 2 = (9.2 2
(3z2 422 +1) (222 + 32+ 1)

f € estritamente decrescente em [1,00) e, portanto, f(n + 1) < f(n), para todo inteiro n > 1. Isso significa
que ant+1 < an, para todo n > 1, e assim {a,} ¢é decrescente. Pelo Critérion de Leibnitz, a série dada é
convergente.
Vamos mostrar que a série nao é absolutamente convergente. Para isso, vamos usar o Critério da Com-
1

paragao no limite com b, = .

2n+1 9
- . 3n242n+1 . 2n“+n 2
lim — = lim =5~ = lim ———F———=_.
n—00 bn n—00 - n—oo 3N + 2n + 1 3
oo [e.e] o0
Pelo critério da comparagao no limite, as séries E an € E by, tém o mesmo carater. Como g by, diverge,
n=1 n=1 n=1

o
segue-se que g an € divergente.

n=1
Portanto, a série dada converge condicionalmente.

(b) Utiliza-se o critério da raiz:

Vlan| =

Como lim {/n =1, obtemos
n—o0

3nw—1 2
im < 1.

1
Tim m—gg&m—nww_?’
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Pelo Critério da Raiz, a série converge absolutamente.

(c) Seja a, =1 —n sen % Vamos utilizar o Critério da Comparagao no limite com b, = # Fazendo a

mudanga u = %, obtemos

1
— sen - . u— senu
u—0 U

1 1

) an .~ 1—n sen= .=
hmu:hmfnzhm” T
n n2 e w3

Utilizando a Regra de L’Hoéspital duas vezes consecutivas, obtemos

. u— senu . 1—cosu . sen u 1
lim —— = lim — 5 — = lim = —.
u—0+ u u—0+  3u u—0+  6u 6

Como ) b, converge (série harmonica de ordem 2), a série Y |a,| é converge e, portanto, a série dada é
absolutamente convergente.



Questao 3:

oo
. L. ™
a série E (tgx)*" converge? Calcule o valor da série para z = r

(a) (1,5 pontos) Para quais x € }—%7 g[

n=1

(b) (2,5 pontos) Determine todos os valores de x para os quais a série converge absolutamente, converge
condicionalmente ou diverge.
=1
5 Lo
n3n

n=1

Solugao: (a) Utiliza-se o critério da raiz:
lim /|tgz|? = |tgz|>.
n—oo
Pelo Critério da Raiz, a série converge absolutamente para |tgxz| < 1. Logo:

l<tgr<l— -~ cag<?l
— x — <z <.
& A 1

o oo
Para x = Z a série fica: Z 1%2n = Z 1, que diverge.

n=1 n=1
T oo oo
- _- AT . _1)2n — ;
Para x = 4 @ serie fica: Z:l( 1) = Z:l 1, que diverge.
n= n—=

L 7r T
Logo, a série converge para 2 <z < T

7 . s
Para z = 8 obtém-se uma série geométrica:

2(5) -20) -

n=1 n=1

(b) Aplicando o critério da raiz ao modulo:

e P
im = —.
n—oo {/n3 3

3
A série converge absolutamente quando % < 1, isto ¢, quando |z| < V/3, e diverge quando |z| > V/3.

Analisando os extremos do intervalo de convergéncia, temos:
o0

1
- para & = v/3, a série é dada por E —, que diverge (série harmonica de grau 1).
n=1 "
o0
3 S nl . s -
- para & = —+/3 a série é dada por E (—=1)"—, que converge condicionalmente (pelo critério das séries
n

n=1

alternadas).
Logo, a série dada:
- converge absolutamente quando —VB<r< \3/?;;
- converge condicionalmente quando z = —+/3;
- diverge quando x > V3 ouz < —v3.



