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Turma A
Questao 1: (3,5 pontos)

(a) Calcule, justificando, o limite das seguintes sequéncias:
(i) &=/ ¥n
n
i 1 (4n—1
(i) zn = 5% <2Z+3)

(b) Seja (x,)n>1 a sequéncia dada por:

111

r1=x9=1¢e

Tn42 Tnt1 Tn

Solucao:

(a) (i) Manipula-se o termo geral:

Calcula-se o limite:

Sendo a, = f(n) onde f é uma funcao real, calcula-se o limite utilizando a Regra de L'Hospital
para sua solucao:

1
= 1
= =lm — =0 (1)

Logo, o limite pedido é:

—_



Fazendo o limite:

. e
lim x, = —
T—00 e

PN
NN

Njw
|
[

(b) Para mostrar que a sequéncia é convergente, vamos mostrar que a sequéncia é decrescente e de termos
positivos, portanto limitada.

Primeiramente notemos que z,, > 0. Vamos provar por inducdo. De fato, x3 = % > 0. Supondo que
x> 0, para todo k < n temos que

1 1 1
= — 4+ >0
Tn+1 Tn Tn—1
Portanto, z,11 > 0. Assim x,, > 0, para todo n.
Do enunciado:
1 1 1 1

Tn+2 Tn+1 T, Tn+1
= Tpt+2 < Tp+l
Logo, a sequéncia é decrescente e limitada, portanto converge.
Como a sequéncia converge, tem-se que

lim z, =L
n—oo

Supondo que L # 0, substituindo na relacao de recorréncia:

Absurdo. Portanto L = 0.



Questao 2: (3,0 pontos) Determine se as séries abaixo convergem absolutamente, condicionalmente ou
divergem:

(a) Loy (3t3)
(b) SpZgne ™
() o (=1)"n? [1 = cos (55)]

Solucao:

oo
(a) Primeiramente analisemos a série E

0 ()
1

n’

n=1
Faz-se uma comparacao no limite com b,, =
esse critério:

termo geral de uma série que diverge. Logo, aplicando

I an, i nd +2n 1
m — = 11lm ——7 = =
n—oo b, n—oo2n34+1 2

o0
. - .. . . 1
Logo, pelo Critério da Comparagao no Limite, a série tem o mesmo comportamento da série g — que
n

n=1
> <n2+2

di 1 éri ——— |também di .
iverge, logo a série ; om? - 1) ambém diverge

A série em questao é alternada, logo a convergéncia é testada pelo Critério de Leibnitz. Deve-se verificar
que

. 2 ,
i) by, = (”7*'2) é decrescente;

2n34+1
ii) lim b, =0
n—oo
Considere f(x) = 2“;23:21. Derivando temos f/(z) = W. Como o limite zlin;o —22% — 1222 +
22 = —oo e o numerador é sempre uma fungao positiva, existe M > 0 tal que f'(z) <0, para = > M.
E 2 2
2 1 /142 1
lmi: i — M —0.-=0.
n—oo 213 + 1 n—oo 1 2+1/n3 2

Logo, a série converge pelo Critério de Leibnitz.

Com isso, a série converge condicionalmente.

Para essa série utiliza-se o Critério da Integral.

Seja f(z) = xe‘x2, para x > 1. A funcao é decrescente, pois f/(z) = €_I2(1 —22%) < 0,se x> 1.

o0 2
/ ze " dx
0

A integral a ser calculada é dada por:



A integral impropria deve ser calculada da seguinte maneira:

0 2 b 2
rxe ¥ dxr = lim xe ¥ dx
0 b—oo Jo
Fazendo a seguinte mudanca de variaveis: u = 22 e du = 2z.dx
b2
1 —u
= lim - e “du
b—o0 0
b2
= lim —=e™"
b—oo 2 0
) 1, 40
= lim —=(e7® —1)
b—oo 2
1
2

Como a integral é convergente, conclui-se que a série converge absolutamente pelo Critério da Integral.

Notemos que

_ 3 3 (_a/nb
lim 1 —cos (1/x?) ~ lim senl/xz°.(—3/x*%)

T—00 1/23 00 —3/x*

Portanto, a série pode ser convergente.

=0

Para analisar o tipo de convergéncia, estuda-se o comportamento da série em modulo, ou seja:

o0
1
E n3 [1 — coS 3}
n
n=1

Faz-se uma comparacao no limite com b,, = %, um termo geral cuja série correspondente é convergente.

Aplicando o Critério da Comparagdo no Limite:

. 1—cosl/n3
lim ———
n—00 1/nS

mudanca de variavel:u = 1/n?

. 1—-cosu

lim ———

u—0 u

Utilizando a Regra de L’Hospital:

sinu 1
1m = —
u—0 2u 2

Pelo Critério da Comparagao no Limite, a série (em modulo) tem o mesmo comportamento da série

[e.9]
1 .

g —; logo converge. Portanto, a série converge absolutamente.
n

n=1



Questao 3: (3,5 pontos)

(a) Obtenha todos os valores reais de x para os quais a série abaixo é convergente:

(22"
7; nln(n+1)

oo
(b) Determine para quais valores de p > 0 a série Z (\/ nP+1—+v np> é convergente e para quais é

n=1
divergente.

Solucao:

(a) Para x = 0 a série converge. Tomemos z # 0. Aplicando o critério da razao para o modulo:

(2|x|)n+1 nln(n + 1) — lim 2| In(n+ 1)

n In(n +1)
n—oo (n 4 1)In(n + 2) (2]z|)™ n—oo  n+1 In(n+2)

1+1 In(n+2)

n

= 2|z| lim
n—oo

Calculando o limite auxiliar:

=

ln(ac + 1) L’Ho_spital

2 142
lim lim le — lim & te_ lim &=
Temos que
2|z|)ntHt nln(n +1
(2]) ,

A i i +2) @]

= 2|z
Para 2|z| < 1 = —% <z < %, temos que o médulo converge, logo a série converge absolutamente.

Para 2|z| > 1=z > % ouzx < —% , temos que o modulo diverge. Como estamos aplicando o critério
da razdo, podemos afirmar que para uma razao maior que 1 o termo geral ndo vai a zero, logo a série
diverge.

o
1
Para z = 1. temos g —— . Aplicando o critério da comparacao no limite:
2’ n_lnln(n—i—l) b batag

li nln(n+1) Inn
n—00 nﬁln n—00 ln(n + 1)

Passando para varidvel real:

Inx L' Hospital
m ————— =
z—oo In(z + 1) —00




1 1
Portanto —————— se comporta como .
rran nz::lnln(n—{—l) Hpor o nz::lnlnn

Utilizando o critério da integral: f(z) = ﬁ(@ é decrescente para x > 2, pois x1 > x9 > 2 =
z1In(z1) > zoIn(z); €

0o 1 ) b du ] b )
dr = lim — = lim In(In x)‘Q = lim In(In(b)) — In(In2) =
2

zlnzx b—oo Jipo U b—oo b—o0
1
Como a integral diverge — diverge. Como ——— se comporta da mesma maneira que
gral diverge, nzl verg ann(n+1) p q

o0

g L pode-se afirmar que g # também diverge. Logo a série diverge para r = +

nlnn’ In(n +1) 2
(="

P =—z, E S eV

ara r = emos nln RSk

Como se trata de uma série alternada cujo modulo diverge, aplicamos o Critério de das Séries Alter-
nadas.

i) by, = m é decrescente ¥Yn > 2, pois x, = nln(n + 1) é crescente ¥n > 2 (ver acima).

1
D) lim _
i) oo nln(n + 1) =0

1 n
Sendo assim, temos que Z 7) converge pelo Critério das Séries Alternadas. Portanto, para
nln(n + 1)
x = —% a série converge cond1c1onalmente.

Multiplicando pelo conjugado, temos:

= N VP TIIEVP 1
Z<V”+ _ﬁ>'m+m_;m+ﬁ

Aplicando o critério da comparacao no limite:

n=1

1

L YOV VnP L 1 1

im ~—————— = lim = lm — = -

n—00 g n—oo \/nP + 1 4+ /nP n—00 /1+#+1 2
1 = 1
Sendo assim, temos que se comporta como —
’ Z VP + 14 /nP z‘; nt

Como Z —5 € uma série harmonica, pode-se dizer dizer que ela converge para & > 1 = p > 2 e

n=1T?2

oo

diverge para § <1 = p < 2. O mesmo resultado vale para Z (x/np +1—+ nP>7 pois vimos que, pelo
n=1

critério da comparacao no limite, elas se comportam da mesma maneira.
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Turma B
Questao 1: (3,5 pontos)

(a) Calcule, justificando, o limite das seguintes sequéncias:
(i) zp = ¥n
n
. 1 (6n—1
(i) 2 = 3 (8251)

(b) Seja (x)n>1 a sequéncia dada por:

1 1 1
r1=x2=1¢ = + —
Tn42 Tn41 Tn

Solucao:

(a) (i) Manipula-se o termo geral:

:L‘n = (n;) = ’)’Ln2
Inn
= e n2
Calcula-se o limite:
. . Inn
im z, = lim e=n2
n—oo n—oo
— lima—ee nn

Sendo a, = f(n) onde f é uma funcao real, calcula-se o limite utilizando a Regra de L’Hospital
para sua solugao:

Inz 1
lim — = lim £ = lim — = 2
Jim = i o = Jim o =0 2
Logo, o limite pedido é:
limy— 00 1;‘2:" _ 60 -1

co



Fazendo o limite:

lim x, =
T—00

5
€2

(b) Para mostrar que a sequéncia é convergente, vamos mostrar que a sequéncia é decrescente e de termos
positivos, portanto limitada.

Primeiramente notemos que z,, > 0. Vamos provar por inducdo. De fato, x3 = % > 0. Supondo que
x> 0, para todo k < n temos que

1 1 1
= —+ >0
Tn+1 In Tn—1
Portanto, z,11 > 0. Assim x,, > 0, para todo n.
Do enunciado:
I | n 1 1

Tn+2 Tn+1 T, Tn+1
= Tpt+2 < Tp+l
Logo, a sequéncia é decrescente e limitada, portanto converge.
Como a sequéncia converge, tem-se que
lim z, =L

n—oo

Supondo que L # 0, substituindo na relacao de recorréncia:

Absurdo. Portanto L = 0.
Logo:



Questao 2: (3,0 pontos) Determine se as séries abaixo convergem absolutamente, condicionalmente ou
divergem:

(b)
()

3
S (-1 ()
o gne ™

S (=1)"n? [1 = cos (5)]

Solucao:

(a)

> 3
3
Primeiramente analisemos a série g (—1)"*t s
3nt +1
n=1
1

n’

Faz-se uma comparacao no limite com b,, =
esse critério:

termo geral de uma série que diverge. Logo, aplicando

n*+3n 1

o0
. - .. . . 1
Logo, pelo Critério da Comparagao no Limite, a série tem o mesmo comportamento da série g — que
n

n=1
> <n3+3

diverge, logo a série ; 3n4+1) também diverge.

A série em questao é alternada, logo a convergéncia é testada pelo Critério de Leibnitz. Deve-se verificar
que

i) by, = ( n’+3 ) ¢ decrescente;

3ni+1
ii) lim b, =0.
n—oo
Considere f(x) = &34:31. Derivando temos f/(z) = W. Como o limite leIEO —32% — 3627 +
32% = —oo e o numerador é sempre uma funcio positiva, existe M > 0 tal que f/(z) < 0, para z > M.

E

lim ———— = lim —
nsod3nt+1 nSoon

P +3 1(1+3/n3>_ 1

— Y ) =02 =0.
3+ 1/nf 3

Logo, a série converge pelo Critério de Leibnitz.

Com isso, a série converge condicionalmente.

Para essa série vamos utilizar o Critério da Integral.

Seja f(z) = ze~®, para z > 1. A funcdo é decrescente, pois fl(x) = e‘xQ(l —22%) < 0,se x> 1.

o0 2
/ ze ¥ dx
0

A integral a ser calculada é dada por:

10



A integral impropria deve ser calculada da seguinte maneira:

o0 2
/ ze ¥ dx
0

b

. _ 2

lim xe v dx
b—oo J
Fazendo a seguinte mudanca de variaveis: u = 22 e du = 2z.dx

2

N B L

lim — e “du
b—o0 0

Como a integral é convergente, conclui-se que a série converge absolutamente pelo Critério da Integral.

Notemos que

1 — cos (1/z?) ~ lim sin1/22.(—2/x°) -0

T—00 1/x2 T—00 —2/%3

Portanto, a série pode ser convergente.

Para analisar o tipo de convergeéncia, estuda-se o comportamento da série em modulo, ou seja:

o0
1
E n3 [1 — oS 2}
n
n=1

Faz-se uma comparacao no limite com b,, = #, um termo geral cuja série correspondente é convergente.
Aplicando o Critério da Comparagdo no Limite:

. 1—cosl/n?
lim ————
n—00 1/n*

mudanca de variavel:u = 1/n?

. 1—-cosu

lim ———

u—0 u

Utilizando a Regra de L’Hospital:

sinu 1
1m = —
u—0 2u 2

Pelo Critério da Comparagao no Limite, a série (em modulo) tem o mesmo comportamento da série

[e.9]
1 .

g —; logo converge. Portanto, a série converge absolutamente.
n

n=1

11



Questao 3: (3,5 pontos)

(a) Obtenha todos os valores reais de x para os quais a série abaixo é convergente:

o~ (32)"
7; nln(n + 1)

oo
(b) Determine para quais valores de p > 0 a série Z (\/ nP+1—+v np> é convergente e para quais é
n=1
divergente.

Solucao:

(a) Aplicando o critério da razao para o modulo:

3|z|)ntt 1 1 1 1 1 1
lim Blz) ,plaln+1) = lim 3z| n_ Infm+ = lim 3|z T n(n+1)
n—oo (n+1)In(n+2)  (3|z|)" n—oo " n+1 In(n+2) n-ooo 142 In(n+2
Calculando o limite auxiliar:
1 2
1 1) =T 2 1+ =
lim Inz +1) H im mJlrl = lim rTHe im £ =1
z—oo In(x + 2) T=00 15 T L +1 z—001+4 =
Temos que
3|z )t 1 1
i — G el 1) g

Para 3|z| < 1 = —% <z < %, temos que o médulo converge, logo a série converge absolutamente.

Para 3|z| > 1=z > % ouzx < —% , temos que o modulo diverge. Como estamos aplicando o critério
da razdo, podemos afirmar que para uma razao maior que 1 o termo geral ndo vai a zero, logo a série

diverge.
- 1
Para = = £, temos —— . Aplicando o critério da comparacao no limite:
3 7; nln(n + 1) P parag
1
li nln(n+1) Inn
n—00 nﬁln n—00 ln(n + 1)
Passando para varidvel real:
1 / 1 1 1+ 1
1m¢L: lim —Z :lim$+ = lim r =1
z+1

12



1 1
Portanto —————— se comporta como .
rran nz::lnln(n—{—l) Hpor o nz::lnlnn

Utilizando o critério da integral: f(z) = ﬁ(x) ¢ decrescente para x > 2, pois 1 > x9 > 2 =
z1In(z1) > zoIn(xe); €

* 1 . bdu b
dr = lim — = lim In(In x)‘Q = lim In(In(b)) — In(In2) =
2

zlnx b—oo Jipo U b—o0 b—oo

1

1
Como a integral diverge, Z o —— dlverge Como Z 174'1)
nln(n

se comporta da mesma maneira que

o0

1 1
Z o pode-se afirmar que Z m também diverge. Logo a série diverge para x = %

—1)"
—_1 7
Para r = —3, temos nz:l nin(n 1)

Como se trata de uma série alternada cujo modulo diverge, aplicamos o Critério de das Séries Alter-
nadas.

i) b, = m é decrescente ¥Yn > 2, pois x, = nln(n + 1) é crescente Vn > 2 (ver acima).

1

Y _0
i) 6o nln(n+1)

1 n
Sendo agsim, temos que Z 7) converge pelo Critério das Séries Alternadas. Portanto, para
nln(n + 1)
x = —% a série converge cond1c10nalmente.

Multiplicando pelo conjugado, temos:

>/ — \/np+1+¢n7_ 1
Z< e m)‘m+\/ﬁ_;m+m

Aplicando o critério da compara¢do no limite:

n=1

1
VP F+14+/nP . v nP . 1

lim X2V lim = lim —— =

— 1 — —
n—00 n% n—oo \/nP + 1 4+ /nP n—00 /1+#+1

DO | —

1
T VP + 14 vnP

Como g —p ¢ uma série harmonica, pode-se dizer dizer que ela converge para £ > 1 =p > 2 e
nz
n=1

1
se comporta como E —

o0
Sendo assim, temos que E

p -
TLQ

oo
diverge para § <1 = p < 2. O mesmo resultado vale para Z (\/np +1—+ n:")7 pois vimos que, pelo

critério da comparacao no limite, elas se comportam da mesma maneira.

13



