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Turma A

Questao 1.

(a) (2,5 pontos) Calcule, caso existam, os limites das sequéncias de numeros reais (ay)nen dadas por:

p

(1) (1,0 ponto) a,, = Z—n,p eR

1 /2n+8\3n
2) (1,0 pont n:—( )
(2) (10 ponto) a, = o (2]

(b) (1,0 ponto) Se f: R — R & derivéavel no zero e f(0) = 0, mostre que nf(1) — f/(0)

Solugao:
P
(a) (1) Se p <0, entao lim, 0o 0 ja que n® =1 e lim, oo n? =0 se p < 0.

27'L
Se p > 0, existe k € N tal que k — 1 < p < k. Aplicando a regra de I’'Hospital k vezes, obtemos:
p — Do (p—Fk+ 1Pk

x iy PP 1) (p—k+1)z

200 2B 5—r00 (In 2)k27 =0

uma vez que limg,_, oo %;k =0, pois p — k < 0. Note que em todas as etapas anteriores obtemos 0

sobre 0 e, portanto, podemos aplicar a regra de ’'Hospital. Portanto,
np

nlLIr()lo on =0.

3
1,92 ]\ 3n 123713711_’_&311 _i_én
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n=oo 8\ n + 3 n—oo 8N n3n(1 + H)?m n—oo | (1 4+ 2 n
Portanto,
lim a, = €.
n—od
(b) Como f(0) =0, temos
FG) — f(0)

1 —
lim nf (—) = lim —"%—"—+
n— oo n n—oo L

Como f é derivarel em 0, temos que

Portanto,



Questao 2. Determine se cada uma das séries abaixo converge absolutamente, condicionalmente ou diverge.

(@) (L0 ponto) S~ (.

COS n2
(b) (L5 ponto) T, #ﬂ*ﬂ;

1
(c) (1,5 ponto) > > ((—1)" senp( " 2>,p > 0 (discutir em fungao de p).
n
Solucao:
. n (21 !
(a) Seja a, = (—1) En!)é. Temos
. lans (2n +2)! n!? )
A T 2 ey A gz 22 )

Portanto, existe ng € N tal que |an+1| > |an|, para todon > ng e, portanto, a seqiiéncia (|a,|)7>, € estri-
tamente crescente. Isso implica que lim,, .~ a,, # 0 [De fato, se lim,,_,o a,, = 0, entdo lim,,_. |an| = 0,
(2n)!
(n!)?

o que ¢ um absurdo]. Portanto, a série Y~ ,(—1)" ¢ divergente.

cos (2 + n?) 1 < 1
nln®(n+1)| ~ nln®*(n+1) ~ nln®n
Como f(z) = 7 é decrescente Va > 0, continua, positiva e lim,_,o, f(x) = 0, temos, pelo Critério
xln®z

cos (2 + n?)

da Integral, que a série y m
nln“(n

. . 4 . o0
converge se, e somente se, a integral impropria [,° f(x)dx
convergir. Mas,

b

[ b 1 1
/2 f(z)dz = lim s—dr = lim | ——
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Logo, a série dada converge absolutamente.

(c) Seja b, = senp( +2> e ap = (—1)"b,. Comparando-se no limite a série y > b, com a série
n
1
o0
— tem-
Zn:O (n 4 Q)p’ em-se
1
senp( 2)
lim —n+t2/ 4
n—oo ].
(n+2)P
1
e sabemos que » m converge para p > 1 e diverge para p < 1. Logo, a série > - ; a, converge
n

absolutamente se p > 1.



2) ¢ decrescente (ja que em [0, 5] a funcdo seno é crescente) e

Agora, como senp<
n+

lim,, .o sen? ( ) = 0, temos que, pelo Critério de Leibniz, a série dada converge.

n—+2

Logo, para 0 < p < 1, a convergéncia é condicional.



Questao 3. (3,0 pontos) Encontre o raio e o intervalo de convergéncia da série de poténcias:

2 n(z+ 1)
nzl 4n(n? +1)

Solucao:

caso o limite

Sabemos que o raio de convergéncia da série acima serd dado por R = lim,_. —‘,
Gn+1

exista (finito ou infinito). Assim,
4n+l 1)?+1 1)?+1
R=lim || = tim (R et N T R Gl ) i
n—oo lapy1l  n—oo 47(n? 4 1) n+1 n—oon + 1 (n?2+1)

Portanto, a série converge absolutamente quando z € (=5, 3) e diverge quando z < —5 ou x > 3.

1)" _n_ 2
Paraxz =3, % =3 nQL—I—l que diverge, ja que lim,,_ nzﬂ = lim;,, 00 nQn——l—l =1le
n
1
> — diverge (Critério da Comparacao no Limite).
n
n(z+1)" n . n x
Para x = —5, Zzozl m = 22021(_1)nn2 T 1 Note que hmn_wo m =0ese f(.’L') = xZ——|—]_7
2 1—-2 2 _ 2 1
f(x) = z ("1'2 — 1)237 — ( 2x+—i_1)2’ que é negativo para z > 1. Portanto, f é decrescente para = > 1. Logo,
x x
(2—4-1 é decrescente, Vn > 2. Assim, pelo Critério de Leibniz, temos que a série converge quando x = —5.
n

Logo, a série dada converge se = € [—5, 3).



