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Turma A

Questao 1.

(a) (2,5 pontos) Determine todos os valores reais de de = para os quais

2n

o0
Z . sen “"'x

n=1

converge.

(b) (2,5 pontos) Decida para que valores reais de x a série
i (x + 3)"
n=1

converge. (Especifique o tipo de convergéncia e dé o raio de convergéncia).

Solucao:

(a)
an+1
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= lim | sen?z| = 2 sen *x
n—oomn + 1

lim
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Pelo Critério da Razdo, a série converge para todos os x tais que 2 sen?z < 1 <= | senz| < - Ou
2 2
seja, para x tais que —% < senzx < - i.e. para x € ]lm — kT + %[,k €.
Nos Extremos:
i) senz = @ = E;’O:l(—l)”.—.ﬁ =Y >, ———, que converge pelo Critério de Leibniz.
n n
(=1)"

ii) senz = —@ = 2?21(_1)71'%-27” =3, "~ due converge pelo Critério de Leibniz.

Portando, a série converge para
e [;m—— kr+ 2] k€ L.



(=2)"

(b) Seja a, = para n > 1. Sabemos que o raio de convergéncia da série >~ ; a,(z + 3)" sera dado
a
por R = lim,,_, —n‘, caso o limite exista (finito ou infinito). Assim,
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Disto segue que para |z + 3| < a série converge absolutamente e para |z + 3| > % diverge. Ou seja,

converge absolutamente para —5 < x + 3 < 2, ie. para —L <z < —2, e diverge para = < —% ou
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¢ uma séria harmonica do tipo ) ;5 com p < 1.
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que diverge, pois
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alternada, do tipo Y > | (—1)"b,, com b, =

_o\n(1lyn _1\n
ZZZL( 23/—75—2) 22?1(\/15)

> 0, decrescente e tal que limy, o by, = lim, 00 ﬁ =

(?/15)71 = 2 % €

é condionalmente convergente.

. Esta é uma série

Paraz=—-3,2+3=4%e> 7,
1
LD
0. Logo, pelo Critério de Leibniz, essa série converge. Agora, como 22021‘
(=2)"(z+3)"
Vn

divergente, entdo para x = —3, a série Y oo
RESPOSTA:

Raio de convergéncia: R = %

i

Nt

Intervalo de convergéncia: | —

<x < —% converge absolutamente; e para x = —% converge condi-
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Tipo de convergéncia: para —
cionalmente.




Questao 2.

(a) (1,5 ponto) Sendo p > 0 constante, discuta, em fungao de p, a convergéncia da série

— 1
Z n.(Inn)p’

n=2

(b) (1,5 ponto) Decida se as séries abaixo convergem (absolutamente ou condicionalmente) ou divergem:

(1) Yopoq k. sen—

Solugao:
(a) Seja f(z) = x(lix)p para x € [2,4o00[. Temos f(x) > 0, f é decrescente (pois
#(z) = —[(lna(cg);;;;)(;r;g)rl} <0sexz>2),limy o f(z) =0ea, = n(lin)p = f(n),Vn > 2. Assim,
pelo Critério de Integral, a série )7, a, converge se, e somente se, a integral impropria f;oo f(x)dx
convergir.

Fazendo a mudanca u = Inz (e ", du = Zdz),

dv [ du Inu =In(Inx) sep=1
/m(lnx)p - / E - e _ (Inz)—Pt! se p 7& 1

—p+1 —p+1
Para p=1:
oo dx
/2 T bETw[ln(ln z)]} = bEI—Poo In(Inb) — In(In2) = +oo (diverge)
Para p # 1,
/+°° dx . (Inz)~PFLyb
= lim [7} =
9 z(lnz)P  bojool —p+1 2
(Inp)~P+t  (In2)—PH! +00 se p < 1 (diverge)
= n - =94 (n2)-pt!
b—too —p+1 -p+1 ——— sep>1 (converge)
Logo,
i 1 diverge  sep <1
n.(Inn)P | converge sep>1
n=2
(b) (i) )
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Logo, pelo Critério da Divergéncia, a série diverge.



(i)

(iii)

ap =ke*>0parak>1, .. Yo k.e* ¢ série de termos positivos. Pelo Critério da Razao,
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Logo, a série converge absolutamente.

_1\n
(=1) = (—=1)"by, com b, = !

vn+1 n+1

A seqiiéncia (b,) é positiva, decrescente e lim,, o by, = lim;, oo

vn+1
de Leibniz para séries alternadas, y . = o o(=1)"b, converge.
Vn+1 "=

Ay —

= 0. Logo, pelo Critério

com a série Y 7 tem-se

1
n=0 %7

Por outro lado, comparando-se no limite a série y -

1
vn+1

E, como a série ﬁ ¢ uma harmoénica com p = % < 1, ela diverge. Logo, pelo Critério da

Comparagao no Limite, > o7 oo lan| diverge.

1
e RS
converge condicionalmente.

Assim, > 7 0%



Questao 3. (2,0 pontos) Verifique se a seqiiéncia definida por 1 = cos 1, x,, 41 = max{z,,cos(n+1)},n > 1
¢ convergente ou nao.

Solugao:
ZTn41 = max{x,,cos(n+1)} > x,. Logo, a seqiiéncia (z,,) é crescente, i.e. x1 < zy < ... <y < zpy1 < ...

(alguns livros chamam isso de seqiiéncia nao-decrescente). Além disso, vamos provar por indugao finita que
r, <1,¥Yn > 1.

e Paran =1, 1 = cos1 < 1. Portando, a afirmacao é valida para n = 1.

e Suponha a afirmacao valida para n (i.e. z, <1). Entao, x,4+1 = max{z,,cos(n+1)} < max{l,1} =1
e a afirmacao é valida para n + 1.

Logo, pelo Principio da Inducao Finita, a afirmagao z,, <1 é valida para todo n > 1.

Como a seqiiéncia (z,,) é crescente e limitada superiormente (por 1), segue (do Teorema sobre seqiiéncias
"monotonas limitadas") que ela é convergente.



