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Turma A
1* Questao:

a) (1,0) Mostre que a seguéncia

0,29 0,298 0,2989 0,29898 0,298989
¢ convergente e calcule o valor de seu limite como razao entre dois inteiros.

b) Considere a série

1 1 1
B N B
21 2n 1) 317 5

n=1

Prove que a série é convergente e calcule explicitamente uma aproximacao do valor da
soma da série com erro menor que 2 - 1074,

Solucao:

a) A sequencia dada pode ser descrita como:

ay = 0, 29

an + 8- 10-+2 n fmpar
Upt1 = —(n+2)

a, +9-10 , N par

Assim, pode-se concluir que a sequéncia é crescente, pois a, 1 > a,, Vn > 1.

Como a sequéncia é crescente e claramente limitada superiormente por 0, 3, temos que a
sequéncia é convergente.

O convergéncia da sequéncia garante que todas as sub-sequéncias devem convergir para
o mesmo valor. Sendo assim, definimos a seguinte sub-sequéncia:

ap = O, 29
Unio = G + 89 - 1073 n fmpar

A partir da expressao recursiva, é possivel determinar uma expressao nao recursiva para
o termo geral da sub-sequéncia:

n=1-—a3=0,20+89-107*
n=3—=as=as+89-107°=0,29+89-10"*489-107°
n=5—ar=a5+89-107%=0,20+89-10"*4+89-1075+89-10°

n=k—2—a,=0,294+89-107*1+102+10"* + ... + 107", k fmpar



Assim, podemos calcular o limite desta sub-sequéncia da seguinte maneira:

. o —4 —2\m
lim a; = 0,29 +89 10 20(10 )

Como 2(10_2)7“ ¢ a soma de uma PG de razao positiva menor que 1, temos:
m=0

89) 1 148

1
i =0.2 .1—4.—:<2 P
Jmay, = 0,29+ 89107 77575 = (29 59 ) 700 = 195

Para analisar a convergéncia da série, utilizamos o critério das séries alternadas:

1

o fm fan] = lim oo =0
1 1 |an|

* ol = G T @ DE @ oD @r e
= |api1| < lan|,Vn >1

Como o moédulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que,
pelo critério das séries alternadas, a série é convergente.

e’} k

1 1
Deseja-se aproximar )"t ———— por —1)" ' ——— com erro < £ =
Jarse aprox ;( S G P 2= (2n —1)!
2-10~%. Para séries alternadas, o erro da aproximacao respeita a seguinte relacao:

[e.o]

erro = Z A < |ag1]
n=k+1

Repare que se encontrarmos um valor de k que respeite |ax. 1| < €, temos que erro < e.
Sendo assim, temos:

Q1| = = <2-100* = 2k +1)! > 0,5 - 10*
(2k + 1)!

k=1- (2k+1)! = 3! = 6 < 5000
k=2 — (2k + 1)! = 5! = 120 < 5000
k=3— (2k+ 1)l = 7! = 5040 > 5000

Portanto: ,
> 1 1 1 1
_1\n—1 ~ _1\n—1 — . —
;( ) (2n —1)! B ;( ) (2n —1)! 3! 5l

Com erro < 1073,



22 Questao: Decidir se a série dada converge ou nao. Em caso afirmativo, dizer se a con-
vergencia é absoluta ou condicional

o )

( 1)n71 eZn(n!)Q

n2n

a) (1,0)

Mg

N
I
—_

b) (1,0)

Mg

3
Il
—

c) (1,0)

Mg

(-t B

n

N
Il
—_

Solugao:

) Aplicando o critério da razao

lim Gpgr| lim (n+1 >2"+1<3n—1>2"1_ lim (n+1> <n+1

2n—1 ,3n — 1\ 2n—1
3n + 2 n ) <3n—|—2>
. n+1N\2 /143y 1
ohm( )zhm( 2) E—
n—oo \ 31 + 2 n—oo \3 4 2 32
1\ 2n—1 n
e lim <n+ > — lim e@n—D (%) pois
n—oo n n—00
1 In (&£t 1 1
— lim (2z — 1) In <x+ ): lim <1a: ) — lim H(Uu+ )
T—00 X T—00 u=1 u—0 _—
i 2zx—1 z 2—u
L' utl o
o qlL 0 L@2-w)-uw(=1) 2
0 (2—u)?
3n — 1\2n-1
* Jm <3Z+2) = lim e DGR = 72, pois
3r —1 In (3z=1 In (3=
— lim (2x—1)1n< r ): im (31x+2) — lim (3+2u)
T—00 3+ 2 200 pom y=1 u—0 ﬁ
3+2u C (=) (8+2u)—(3—u)-2
L'H lim (3+2u)2 S
E u—> 0 1.(2—u)—u(=1) o
¢ (2—u)?
: |CLn+1| 2  _9 1
.. l _ — . . — < 1
nl—>nolo |an| 32 € € 9
Como lim [t 41]

< 1, a série converge absolutamente
n—00 ||



b) Aplicando o critério da razao:

2
ansa| _ (DYt et )P0 e[ e
an] (122 ()2 (n4+ 12+ 1) ()2 | (2E)n
@1 i
n+1 . e o
8 e~ ) <
O critério da razao nao leva a nenhuma conclusao, pois lim _|an+1| — 1. Porém sabe-se

n—oco |a,|
que:

2
|an+1| o

€
|| (=E)n

>1,Vn >0

porque sabemos que a sequéncia (”“) é crescente e tende a e. Isso implica que o termo
geral nao vai a zero e, portanto, a série diverge.

o8

. N /. .1: s . InZ
c¢) Para analisar a convergéncia da série, utilizamos o critério da integral, com f(z) = —*
Para isso, precisamos verificar se o termo geral da série vai a zero e se f é decrescente.

In z 3.1
e lim |a,| = lim f(z) = lim — 8 M )i =3 —
n—oo T—00 r—o00 I ) z—)oo 1
’ 1z—In(%)1 1— ln( )
o fl(z) =g = < 0,Vz > 3e = f ¢é decrescente Va > 3e.
o *In% o u? In10)?
[Crwa= [ = [ = g - o
10 10 X u=Iln £ :>du_— In10 u—oo 2 2
Como a integral imprépria diverge, Z la,,| diverge. Porém, a série alternada converge
n=1

pelo critério das séries alternadas, pois, como foi visto anteriormente, o médulo do termo
geral da série é descrescente e vai a zero. Sendo assim, a série converge condicionalmente.



32 Questao:
a) (2,5) Determinar os valores de = € R para os quais a série de poténcias

- 3n —2 n
Z 22n+1( _3)

n=1
é convergente.

b) (1,5) Estudar a convergéncia em termos de o > 0:

= 1
nZZ3 n(lnn)(In(lnn))>

Solucao:

a) Aplicando o critério da razao, temos:

I - _
nL\IEO |an| n—00 (n + 2)2 2n+2 (3TL — 2)|$ — 3|n nLoo

apa| . Bnt Dz =3 (nt1)?2mt lim <3n+1><n+1>2]x—3|
3n—2/\n+2 2

1 1 2
_ 3+ \[(1+,) [z—=3] |z—3
= lim 5 5 =
noo\3 -2 ) 142 ) 2 2

Para @ <1< |xr — 3| < 2: a série converge absolutamente, pelo critério da razao.

-3 - . L
Para M > 1< |z — 3| > 2: o termo geral ndo vai a zero e, portanto, a série diverge.

3 I ~ ;. . Y
Para ‘x l=1=2=1Vz=5: o critério da razdo é inconclusivo, outros critérios devem
ser utlhzados.

Para x = 5, temos:

[e.o]

3n —2 = 3n—-2
— (= 3)" = =
; (n+ 1)22n+1 ( ) Z (n+1)22

Para analisar a convergéncia desta série, utilizamos o critério da comparagao no limite:

3n—2
[ — liy (D22 . 3n?—-2n . 3 — %

n

o0

1
Como 0 < L < oQ, temos que serie dlverge, po1s E — € uma serie dlvergente.
n
n=1

Para x = 1, temos:



= 3n-2 n = (D)™ (3n —2)
Zn+122n+1( -3 =2 (n+1)%2

n=1 n=1

3n — 2
Esta série nao apresenta convergéncia absoluta, pois ja verificamos que Z +—1)22 di-
(n

verge.

Para verificar se ha convergéncia condicional, utilizamos o critério das séries alternadas:

3n —2 , 3n —2 _ 3—2
e lim |an|—hm—:hm = lim = =0
3n —2

J ’@n|=f(”)=m

oy 3 (x+1)?—=(Bx—2)-2(x+1) T7T-3z 7
fl(x) = CEEL =Gy <0,¥r > 2

. |an| é decrescente Vn > 3.

Como o modulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar
que, pelo critério das séries alternadas, a série é convergente. Portanto, a série converge
condicionalmente.

b) Para analisar a convergéncia da série, utilizamos o critério da integral, com f(z) =

1 - . . .
T CTDIER Como o > 0, o termo geral da série vai a zero e f é claramente posi-

tiva e decrescente para x > 3.

x)dr = dx = e W= N v
/3 f( ) /3 x(ln x)(ln(ln CU))a u= lnm:>du—f /1 3 u(ln u) v= lnu:dv_* /ln(ln3)

o0 lim — , a#£ 1
3 lim In(v) — In(In(In 3)), a=1
V—00

0o 00, O<a<l
f(x)dr = In(ln 3))1~«
\ _(n(n3))™* -y
1 -«
A série converge se e somente se a integral impropria converge. Sendo assim, temos que
a série converge para « > 1 e diverge para 0 < a < 1.
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Turma B
1* Questao:

a) (1,0) Mostre que a seguéncia

0,79 0,798 0,7989 0,79898 0,798989
¢ convergente e calcule o valor de seu limite como razao entre dois inteiros.

b) Considere a série

L1 11
> (-1 ®:1_5+5_

n=0

Prove que a série é convergente e calcule explicitamente uma aproximacao do valor da
soma da série com erro menor que 2 - 1073,

Solucao:

a) A sequencia dada pode ser descrita como:

a; =0,79

an + 8- 10-+2 n fmpar
Upt1 = —(n+2)

a, +9-10 , N par

Assim, pode-se concluir que a sequéncia é crescente, pois a, 1 > a,, Vn > 1.

Como a sequéncia é crescente e claramente limitada superiormente por 0, 8, temos que a
sequéncia é convergente.

O convergéncia da sequéncia garante que todas as sub-sequéncias devem convergir para
o mesmo valor. Sendo assim, definimos a seguinte sub-sequéncia:

ay = O, 79
Unyo = apn + 89 - 1073 n fmpar

A partir da expressao recursiva, é possivel determinar uma expressao nao recursiva para
o termo geral da sub-sequéncia:

n=1-—a3=0,79+89-107*
n=3—a;=a3+89-107°=0,79+89-10"*+89.107°
n=5—=a;=a5+89-10°=0,79+89-10714+89-107°+89-10"°

n=k—2—=a,=0,794+89-107*(1+ 102 +10"* + ... + 107", k fmpar



Assim, podemos calcular o limite desta sub-sequéncia da seguinte maneira:
: — X —4 —2\m
lim a; = 0,79 489 10 Zo(lo )

oo
Como Z(lO_Q)m é a soma de uma PG de razao positiva menor que 1, temos:
m=0

89) 1 791

1
i — 0,79 89-10—4-—:(79 i DU
e g =0, 79+ *99)700 ~ 990

1—10-2

b) Para analisar a convergéncia da série, utilizamos o critério das séries alternadas:

1

o Jm jan] = lim o5 =0
1 1 |ay|

o |a,1| = (2n + 2)! - (2n +2)(2n + 1)(2n)! - (2n+2)(2n +1)

= |ant1] < lan|,Vn >0

Como o moédulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar que,
pelo critério das séries alternadas, a série é convergente.

00 k
1 1
Deseja-se aproximar —1)" —— por —1)" —— com erro < € = 2-1073. Para
séries alternadas, o erro da aproximacao respeita a seguinte relacgao:
o0
erro = Z A < |agi1]
n=k+1

Repare que se encontrarmos um valor de k que respeite |ax.1| < €, temos que erro < e.
Sendo assim, temos:

1
lapi1] = D] <2-107° = (2k+2)! > 0,5-10°

k=1— (2k+2)! =41 = 24 < 500
k=2 (2k+2)! = 6] = 720 > 500

Portanto:
> 1 2 1 11
1) — ~ 1) =1- =4+ =
Z( ) 2n)| Z( ) (Qn)l 2! + 4!

Com erro < 2-1073.



22 Questao: Decidir se a série dada converge ou nao. Em caso afirmativo, dizer se a con-
vergencia é absoluta ou condicional

0 ()

( 1)n71 eBn(n!)S

n3n

a) (1,0)

Mg

N
I
—_

b) (1,0)

Mg

3
Il
—

c) (1,0)

Mg

e

n

N
Il
—_

Solugao:

) Aplicando o critério da razao

lim Gpgr| lim (n+1 >3"+2<2n—1>3nl_ lim (n+1> <n+1

3n—1 Qn_l 3n—1
2n +1 n ) <2n + 1>
. n+1y\3 . /14131
ohm( )zhm( 7{) = —
1\ 3n—1 "
e lim (n—l— > = lim eBrHm() pois
n—o00 n n—o00
1 In (z£L | 1
— lim (3z —1)In <x+ ): lim <1’3 ) = lim n(uu+ )
T—00 X T—00 u=1 u—0 _—
1 3z—1 z 3—u
L'H utl _
o I Tew—ecn <3
0 (3_u)2
— 3n—1 n—
e lim <2n 1) — lim Gr-DIGIF) — , pois
29 — 1 In (221 In (2%
— lim (3z — 1)ln< ’ ) = lim (++1) = lim (2+“)
T—00 21 + 1 T—00 —_— u=1 u—0 U
3z—1 x 3—u
2+u L (=D-CHw)—(2—u)-1
_H lim (2+u)? - _3
E U 1-(3—u)—u-(—1) -
0 (3—u)?
Y |an+1|_ 3 —3_1
nll—>nolo ] —5-6 et =-<1
Como lim |41

< 1, a série converge absolutamente
n—00 ||



b) Aplicando o critério da razao:

3
nia| _ (A DY ¥ S )m) et [ e
an] (1P @) (n+ 1P+ 1) ()P | (2E)n
@1 ’
n+1 . e o
8 e~ ) <
O critério da razao nao leva a nenhuma conclusao, pois lim _|an+1| — 1. Porém sabe-se

n—oco |a,|
que:

3
|an+1| o

€
|| (=E)n

>1,Vn >0

porque sabemos que a sequéncia (”“) é crescente e tende a e. Isso implica que o termo
geral nao vai a zero e, portanto, a série diverge.

SIS

. N /. .1: s . InZ
c¢) Para analisar a convergéncia da série, utilizamos o critério da integral, com f(z) = —2
Para isso, precisamos verificar se o termo geral da série vai a zero e se f é decrescente.

' ' InZ ;g 2. %
e lim |a,| = lim f(z)= lim —= = L= =0
n—00 T—00 T—00 I = 1’—>00 1
’ 1z—In(%)1 1— ln( )
o fl(z) =+—Fg?— = < 0,Vx > 2e = f ¢é decrescente Va > 2e.
o *Ing o u? In 6)?
/ f(x)da::/ —2 dx = / udu:lim——u:oo
6 6 X u=In L=du=2 Ji6 u—oo 2 2
Como a integral imprépria diverge, Z la,,| diverge. Porém, a série alternada converge
n=1

pelo critério das séries alternadas, pois, como foi visto anteriormente, o médulo do termo
geral da série é descrescente e vai a zero. Sendo assim, a série converge condicionalmente.

10



32 Questao:
a) (2,5) Determinar os valores de = € R para os quais a série de poténcias

- 3n —2 n
Z n+122”+1( -2

n=1
é convergente.

b) (1,5) Estudar a convergéncia em termos de o > 0:

= 1
nZZ3 n(lnn)(In(lnn))>

Solucao:

a) Aplicando o critério da razao, temos:

I _ _
oo Jan] oo (n42)°202  (3n—2)z — 2" now

apn| . Bnt Dz -2 (n41)?omrt lim <3n+1><n+1>2]x—2|
3n—2/\n+2 2

1 1\ 2
. 3+5 1+ﬁ ’.17—2’ |.CL’—2’
= lim 5 5 =
n—oo \ 3 — = 1+ = 2 2

Para @ <1< |r —2| < 2: asérie converge absolutamente, pelo critério da razao.

—2 - . L
Para M > 1< |x— 2| > 2: o termo geral ndo vai a zero e, portanto, a série diverge.

2 s . : o
Para ‘x l=1=2=0Vz =4 o critério da razdo é inconclusivo, outros critérios devem
ser utlhzados.

Para x = 4, temos:

[e.o]

3n —2 = 3n—-2
- = (=" = - -
; (n+ 1)22n+1 ( ) Z (n+1)22

Para analisar a convergéncia desta série, utilizamos o critério da comparagao no limite:

3n—2
[ — liy (D22 . 3n?—-2n . 3 — %

n

o)
Como 0 < L < oQ, temos que serie dlverge, po1s E — € uma serie dlvergente.
n
n=1

Para x = 0, temos:

11



= 3n-2 n = (D)™ (3n —2)
Zn+122n+1( —t =2 (n+1)%2

n=1 n=1

3n — 2
Esta série nao apresenta convergéncia absoluta, pois ja verificamos que Z +—1)22 di-
(n

verge.

Para verificar se ha convergéncia condicional, utilizamos o critério das séries alternadas:

3n —2 , 3n —2 _ 3—2
e lim |an|—hm—:hm = lim = =0
3n —2

J ’@n|=f(”)=m

oy 3 (x+1)?—=(Bx—2)-2(x+1) T7T-3z 7
fl(x) = CEEL =Gy <0,¥r > 2

. |an| é decrescente Vn > 3.

Como o modulo do termo geral da série é descrescente e vai a zero, pode-se afirmar
que, pelo critério das séries alternadas, a série é convergente. Portanto, a série converge
condicionalmente.

b) Para analisar a convergéncia da série, utilizamos o critério da integral, com f(z) =

1 - . . .
T CTDIER Como o > 0, o termo geral da série vai a zero e f é claramente posi-

tiva e decrescente para x > 3.

x)dr = dx = e W= N v
/3 f( ) /3 x(ln x)(ln(ln CU))a u= lnm:>du—f /1 3 u(ln u) v= lnu:dv_* /ln(ln3)

o0 lim — , a#£ 1
3 lim In(v) — In(In(In 3)), a=1
V—00

0o 00, O<a<l
f(x)dr = In(ln 3))1~«
\ _(n(n3))™* -y
1 -«
A série converge se e somente se a integral impropria converge. Sendo assim, temos que
a série converge para « > 1 e diverge para 0 < a < 1.
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