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ii Prefacio

Prefacio

Este livro pretende apresentar as idéias bdsicas de teoria das filas. A
intengdo é oferecer um texto que possa ser informativo dos principais resultados
da é4rea e ilustrativo de algumas técnicas de probabilidade aplicada que sdo
utilizadas em filas. Acreditamos que o livro possa ser acessivel a leitores com
formagdo equivalente a de um curso inicial de processos estocdsticos na pOs-
graduacdo. Estudantes de graduacdo com pelo menos dois semestres de processos
estocdsticos e razodvel formag¢do matematica também deverdo acompanhar o texto
sem maiores dificuldades. No sentido de auxiliar a compreensdo do material
apresentado e preencher alguma lacuna de formacio, os apéndices incluem um
resumo dos principais conceitos utilizados no texto.

No capitulo 1, introduzimos o conceito de fila e motivamos o leitor
através da apresentacdo de exemplos em sistemas de manufatura, comunicagdo de
dados e prestacdo de servicos. Apresentamos ainda as caracteristicas que definem
os diversos modelos e as possiveis perguntas de interesse. O material exposto
nesse capitulo tem o cardter informativo e ilustrativo do assunto.

Nos capitulos 2 e 3, descrevemos os modelos bdsicos de filas. H4 um
vasto material a ser coberto e o texto nio teve a pretensao de ser exaustivo. Além
dos modelos cldssicos, procuramos apresentar outros que possuem uma maior
motivagdo tedrica ou pratica. Em varios modelos, resultados sobre fluxo de
clientes sdo discutidos.

Os modelos de redes de filas, introduzidos no capitulo 4, constituem-se
nos mais discutidos e utilizados em teoria das filas. A apresentacdo inclui a
descricdo da rede e a distribuig¢do estaciondria do nimero de clientes no sistema.
A obtencdo de solugdes em forma de produto € também comentada e, para alguns
modelos, o trifego na rede € discutido, enfatizando as condi¢cdes para obter
processos de Poisson. Como mencionado, trés apéndices resumem defini¢des e
resultados que auxiliam na leitura e compreensdo do texto. A bibliografia inclue
livros publicados recentemente sobre teoria das filas, além das referéncias
mencionadas no texto.

Gostaria de agradecer a diretoria da ABE e a comissdo coordenadora do
12° SINAPE pela oportunidade de oferecer o minicurso e redigir esse trabalho.
Virias pessoas colaboraram nessa realizagdo. O estudante Henry Corazza do IME-
USP e os colegas Maria Creusa B. Salles do ICMSC-USP e Paulo Renato de
Morais do INPE leram boa parte dos originais, contribuindo com criticas e



sugestdes, que foram de grande valia. As figuras foram feitas por Luis Ricardo
Céamara da ADUSP. Francisco Miraglia do IME-USP ajudou a clarear alguns
conceitos de 1dgica utilizados na demonstragdo de teorema do capitulo 3. Maria
Cecilia C. Magalhdes da PUC-SP ajudou na revisdo do portugués e Mauro
Marques da UNICAMP colaborou com a "infraestrutura computacional". A todos
eles meu sincero agradecimento. Naturalmente, as falhas e outros enganos que
ainda serdo encontrados, sdo de minha inteira responsabilidade.

Finalmente, dedico esse trabalho a todos aqueles que lutam para diminuir
as mais vergonhosas filas do nosso pais, as filas dos que esperam (e quase nunca
conseguem) terra, teto, comida, emprego, educacdo e saude. Infelizmente a
cidadania nao chegou para a maior parte da nossa populagdo.

Sao Paulo, Mar¢o de 1996
Marcos. N. Magalhaes
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Capitulo 1

Introducao ao conceito de fila

1.1 O que é uma fila?

A pergunta acima pode parecer uma provocacao ao leitor que, para poder
chegar a ler essa frase, deve ter passado por vdrias filas durante toda sua vida.
Atendimentos em bancos e supermercados, "check in" em hotéis e simpdsios sdo
alguns exemplos da espera por um servigco. Em resumo, nenhum de nds escapa de
uma filinha aqui e ali no nosso dia a dia. Certamente essas experiéncias produzem
em todos sentimentos muito fortes. Que injustica ¢ maior do que furar uma fila? A
visdo popular da espera produz suas frases de efeito que sdo repetidas
frequentemente com conteddos nem sempre equivalentes. "Quem espera sempre
alcanca", "quem sabe faz a hora ndo espera acontecer" e "espere sentado porque
de pé cansa" sdo algumas dessas frases, que se tornaram sintese de atitudes do
cotidiano brasileiro. Elas representam alternativas de acdo frente aos casos em que
o que desejamos ou precisamos ndo estd a disposi¢do. Cada um de nds
provavelmente terd uma situacdo de fila que o marcou. Rapidez, demora,
desisténcia e privilégio em filas certamente ja foram vividos por todos nos.

Um modelo ou sistema de filas pode ser brevemente descrito da seguinte
forma: usudrios (ou fregueses ou clientes) chegam para receber um certo servico
e, devido a impossibilidade de atendimento imediato, formam uma fila de espera.
A figura 1.1 ilustra essa idéia. Os termos usudrio e servigo sdo usados aqui com
um sentido amplo. Podemos estar nos referindo a carros que chegam a um posto
de pedagio, miquinas que esperam para serem consertadas, pecas que seguem uma
linha de montagem ou mensagens que sdo transmitidas pelos canais de
comunicacdo. Uma rede de filas € formada por vdrias filas que se interconectam
entre si de modo que o usudrio ao sair de uma fila pode (com uma certa
probabilidade) dirigir-se a outra. Nas redes abertas ha fluxo de fregueses entrando
e saindo do sistema. Por outro lado, nas redes fechadas o nimero de usuarios
permanece inalterado, isto é, ndo hd movimentacdo de usudrios para dentro ou
para fora do sistema. Um servigo de manutencdo de maquinas pode ser visto como
uma rede fechada onde M mdquinas se alternam entre os centros de manuten¢do e
de operacdo. Dessas defini¢cdes bésicas, ramificam-se um sem nimero de outros
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modelos de filas adequados as vdrias 4reas, sempre na busca de melhor
representar a realidade.

Chegadas >

»
>

Centro de
Servigo

Sala de espera

Figura 1.1: Diagrama de uma fila

Em aplicagdes o estudo dos modelos de filas tem como objetivo a
melhoria de desempenho do sistema, entendida, entre outros aspectos, como
melhor utilizacdo dos recursos de servico disponiveis, menor tempo de espera e
mais rapidez no atendimento. O pioneiro nesse estudo foi A. K. Erlang que, no
comeco do século como engenheiro da companhia dinamarquesa de telefones,
estudou o problema da congestdo de linhas. Telefonia permaneceu a principal
aplicacdo de teoria das filas até por volta de 1950. A partir dai, um grande niimero
de dreas tem utilizado essa ferramenta e a vasta literatura é o melhor indicador
dessa expansdo. Paralelamente a aplicacdo, os estudos tedéricos t€ém também se
expandido consideravelmente com o auxilio da teoria de probabilidade e
processos estocdsticos. No momento duas revistas publicam mais enfaticamente
artigos em teoria das filas: Queueing Systems-Theory and Applications e
Communications on Statistics-Stochastic Models. Entre as revistas internacionais
que também publicam com frequéncia artigos nessa area destacam-se: Operations
Research, Management Science, Journal of Applied Probability, Advances in
Applied Probability, Naval Research Logistics, IEEE Transactions on
Communications e Mathematics of Operations Research. Dentre as revistas
nacionais, a Rebrape (ABE) e a Revista de Pesquisa Operacional (SOBRAPO)
também publicam artigos tedricos e aplicados em teoria das filas.

No que segue, usaremos 0s termos em portugués tentando preservar a
idéia e o sentido da palavra de origem. Algumas vezes, apresentaremos em itdlico
e/ou entre paréntesis o correspondente termo em inglés no sentido de auxiliar a
leitura das referéncias.
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1.2 Principais caracteristicas de uma fila

Algumas das caracteristicas bésicas de uma fila como chegadas, servico,
disciplina de atendimento e capacidade de espera serdo descritas a seguir.

a) Chegadas

O processo de chegada (arrival process) € a descricdio de como os
usudrios procuram o servigo. Se eles chegam a intervalos fixos de tempo, o
processo de chegadas € dito constante ou deterministico. Por outro lado, se as
chegadas sdo aleatérias no tempo, elas formam um processo estocdstico e é
necessario descrever suas propriedades probabilisticas.

A suposi¢do mais comum é que as chegadas formam um processo de
renovagao, isto &, os intervalos entre chegadas sdo independentes e identicamente
distribuidos. Em geral, é também assumido a independéncia em relacdo ao
servico, mas € possivel aplicar um processo de renovagdo para as chegadas,
condicionado a situagdo do servico. O processo de Poisson € um processo de
renovagao com distribui¢do exponencial e € um dos mais utilizados para modelar
as chegadas. Além de descrever, com boa aproximagdo, diversas situacdes
praticas, os processos de Poisson incorporam facilidades no tratamento
matematico proporcionadas pela "falta de memoria" da distribuicdo exponencial.
Chamadas telefonicas tém sido modeladas satisfatoriamente dessa forma. As
distribuicdes de Erlang e hiperexponencial sdo também bastante utilizadas.
Modelos mais complicados envolveriam possiveis dependéncias entre as chegadas
como, por exemplo, a situagdo onde uma chegada de certo tipo aumentaria ou
diminuiria a chance de ocorréncia de outro tipo de chegada.

As chegadas mencionadas acima podem ser unitirias ou em bloco
(batches). Neste caso, além do tempo entre chegadas, também o tamanho dos
blocos € aleatério. Por exemplo, em aeroportos internacionais, a chegada de
passageiros de um certo voo ao posto alfandegéirio se d4 em bloco, onde o
tamanho do bloco € a lotagdo do avido.

Existem situacdes em que as chegadas dependem do nimero de usudrios
no sistema, podendo até acontecer a situagdo em que uma chegada ndo se junta a
fila. Isto pode ocorrer por decisdo do usudrio ou por limitacdo no espago para
espera. O caso classico, conhecido como sistema com perda (loss system),
originou-se do estudo de trafego telefénico onde o usudrio completa a chamada ou
obtém o sinal de ocupado e é excluido do sistema. Chegadas com usudrios
impacientes, que abandonam a fila apds alguma espera, podem também ser
modeladas.
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b) Servigo

Da mesma forma que o processo de chegada, podemos considerar o
processo de servico como sendo deterministico ou aleatdrio. A distribui¢do do
tempo de servico pode depender do estado do sistema ou, até mesmo, do tipo do
usudrio a ser servido. Porém a hipétese mais simples € a de independéncia, isto €,
o servico é um processo de renovacdo. Dentre as distribuigdes mais usadas
destacam-se a exponencial, Erlang e hiperexponencial. O nimero de servidores
disponiveis para atendimento a uma mesma fila também deve ser especificado.

Nesse caso, € comum mencionar que os servidores estdo em paralelo numa
referéncia a estarem atendendo uma mesma fila.

¢) Disciplina de atendimento

A disciplina de atendimento se refere a maneira como os usudrios serdo
selecionados para receber servico. No nosso cotidiano os atendimentos, em geral,
se dao pela ordem de chegada. A fila no caixa do supermercado, a retirada de
carros do estacionamento e a compra de ingressos para o cinema sdo exemplos
dessa disciplina, que sera referida como FCFES (do inglés, first come first served).
Em aplica¢des, outras disciplinas podem aparecer. A disciplina LCES (last come
first served) pode ser usada em modelos de arquivo ou de busca em discos rigidos.
O servico em ordem aleatdria, independente do tempo de chegada, pode servir de
modelo para alguns sistemas computacionais. Outra disciplina, que tem aplica¢io
em computagdo € a do processamento ou tempo compartilhado (processor or time
sharing) que € definida pela dedicacdo, a todos os usudrios presentes no sistema,
de uma pequena quantidade de servico de cada vez. Assim, em rodadas
sucessivas, o usudrio vai recebendo sua dose de atendimento até que sua
requisi¢do total de servico seja completada. A disciplina de atendimento pode
ainda estabelecer prioridades entre os usudrios de modo a atender primeiro os de
alta prioridade. Em alguns modelos, o servigo pode até ser interrompido para dar
lugar a um usudrio de prioridade mais alta. Quando modelos com prioridade sdo
adotados € necessario especificar como se dard a ordem de atendimento dentro da
mesma classe de prioridade e, em geral, FCFS € utilizada nesses casos.

d) Capacidade do sistema

E muito comum haver uma limitagdo fisica no nimero de usudrios que
podem esperar. Se a capacidade total estiver ocupada, o usudrio ndo podera entrar
no sistema e serd perdido ou desviado para outro centro de servico. Essa limitacdo
se relaciona com a chegada mas a decisdo de ndo se juntar a fila ndo € do usudrio
e sim do sistema de servico.
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Variando as caracteristicas a-d acima, podemos obter um grande nimero
de modelos. O que vamos descrever nesse texto sao os modelos bdsicos sobre os
quais poderdo ser combinadas e/ou adicionadas restricoes e propriedades
especiais.

Para descrever uma fila serd usada a notagdo definida por Kendall [1953],
que consiste da forma A/B/c/K/Z, onde A descreve a distribui¢do do tempo entre
chegadas, B a distribui¢do do tempo de servico, ¢ o nimero de servidores, K a
capacidade da fila de espera (alguns autores definem K como a capacidade total
de usudrios no sistema) e Z a disciplina de atendimento.

Algumas escolhas para A e B sdo as seguintes:

M: distribuicdo exponencial (de memoryless)
Ey: distribui¢do Erlang-k

D: distribuicdo deterministica ou degenerada
U: distribui¢ao uniforme

G: distribuicao geral (ndo especificada)

A omissdo de K e Z na representagdo acima indica que a fila tem
capacidade infinita e disciplina FCFS. Por exemplo, a fila M/G/1 tem chegadas
exponenciais, servico com distribui¢do geral e um servidor, nao ha limite na sala
de espera e o atendimento € em ordem de chegada. Por outro lado, a fila
G/E2/3/15 tem chegadas seguindo uma distribui¢cdo geral, o servico segue a
distribuicdo de Erlang-2, existem 3 servidores, a capacidade mdxima do sistema é
18 (note que a fila méxima tem comprimento 15) e, como nada foi mencionado, a

disciplina de atendimento é FCFS.

1.3 Exemplos e aplicacoes

No sentido de ilustrar a amplitude das aplicagdes dos modelos de filas,
vamos descrever, brevemente, algumas situa¢des praticas onde eles podem ser
utilizados.

Na area comercial sdo utilizados, entre outros, no atendimento bancario,
na passagem pelo caixa de um supermercado, no abastecimento de combustivel e
em mdaquinas automdticas de venda de bebidas. Essas sdo situagdes onde € natural
associar um modelo de filas para estudar o desempenho do sistema.

Em transportes alguns exemplos sdo o pouso e a decolagem de avides,
carros transitando por ruas e estradas parando aqui e ali em um semaforo ou posto
de peddgio, caminhdes num terminal de carga esperando sua vez de serem
carregados ou descarregados e navios buscando atracacdo em um porto.
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Em sistemas industriais um grande nimero de sistemas de filas pode ser
encontrado. Pegas percorrendo uma mesma linha de producdo podem ser vistas
como um sistema de filas em série. Se diferentes tipos de pegas sdo processados
elas podem percorrer diferentes sequéncias de mdaquinas até ficarem prontas
dando origem assim a redes de filas mais complexas. Uma vez prontas, uma
amostra delas é submetida aos inspetores de qualidade e uma nova fila pode ser
formada.

Telefonia, redes de computadores e sistemas de comunica¢do de dados
fornecem também varios exemplos de aplicacdes de sistemas e redes de filas.
Mensagens para serem transmitidas de um ponto a outro precisam passar por
diversos centros de retransmissdo ocasionando atrasos devido a um possivel
acimulo de mensagens em um centro intermediario. A CPU (unidade central de
processamento) de um computador atende multiplas tarefas e pode ser vista como
um servidor que atende usudrios de vérios tipos que t€ém prioridades e tempos de
servico diferentes.

Vamos utilizar os préximos trés exemplos para ilustrar algumas
quantidades de interesse que podem ser respondidas pela modelagem com filas.

Exemplo 1.1: ( Allen [1990])

Uma companhia aérea planeja construir um novo centro telefénico para
reserva de passagens. Cada agente terd um terminal de computador e atenderd um
cliente tipico em 5 minutos. O tempo de servigo € assumido ser exponencial. As
chegadas ocorrem aleatoriamente e o sistema tem capacidade ilimitada para
permitir que chamadas aguardem a disponibilidade de algum agente. Uma média
de 36 chamadas por hora é esperada durante o periodo de pico do dia. Pretende-se
atender trés requisitos:

a) A probabilidade de uma chamada encontrar todos os agentes ocupados ndo
poderd ser maior do que 10%;

b) O tempo médio de espera para ser atendido por um agente ndo excederd 1
minuto.

c) Menos de 5% das chamadas que chegam vdo esperar mais que um minuto para
serem atendidas.

Quantos agentes devera ter o centro?

Em linguagem de filas temos um modelo M/M/c (ver figura 1.2) e
precisamos determinar o nimero de servidores ¢ de modo a cumprir os critérios
acima, inclusive nos momentos de pico. Note que a aleatoriedade da chegada foi
traduzida por assumir que as chegadas formam um processo de Poisson. Os



1.4 Exercicios 7

pardmetros dessas distribui¢cdes estdo informados e, como veremos nos préximos
capitulos, podemos determinar a distribui¢do estaciondria do nimero de chamadas
no sistema num instante arbitrdrio de tempo (em funcdo de c). Sendo 7, essa
distribuicdo, a condi¢@o a) pode ser escrita como:

a) Zw <0.1.

n>c

Para 5 e 6 servidores teremos essa soma de probabilidades igual a 0.236 e
0.09911, respectivamente. Como a somatdria dessas probabilidades indica a
probabilidade de fila, seu valor decresce com o aumento do nimero de servidores.
Assim, devemos ter pelo menos 6 servidores para satisfazer a condigao a).

Servidor >
I
. Servidor >
Ligacdes 2
Telefonicas Partidas
Servidor >
c

Figura 1.2: Modelagem de uma central de reservas

De m, pode-se determinar o nimero médio de chamadas presentes no
centro. A férmula de Little, que serd vista mais adiante, relaciona essa média com
o tempo médio total gasto no sistema (fila mais atendimento). Como em média o
servico do agente dura 5 minutos, podemos determinar, ainda em fun¢do de ¢, o
tempo médio de espera na fila. Seja 6, o tempo de fila e W, sua média. As
condi¢des b) e c) podem ser reescritas da seguinte forma:
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b) W, < 1 minuto;
c) P(6, > 1) <0.05.

Para 6 servidores temos W, = 1.67 o que ndo atende a condicdo b). E
possivel verificar que, para 8 agentes, W, =1 e portanto b) esta satisfeita.
Podemos ainda calcular (ver Capitulo 2) a distribuicdo do tempo de espera na fila,
e daf verificar a condi¢do c). Para 8 agentes obtemos P(§, > 1) = 0.00476 e
assim essa condi¢do também esta satisfeita. Concluimos que 8 agentes € a escolha
adequada para atender as chamadas, segundo os critérios mencionados. Note que
como a escolha foi feita pelo pico de chegadas, alguma folga no atendimento
ocorrerd e a performance do sistema deve ser melhor do que os nimeros acima
calculados.[d

Exemplo 1.2: ( Kleinrock [1976])

Um sistema computacional de multiprocessamento € discutido no capitulo
4 de Kleinrock [1976] e consiste em permitir que varios programas (jobs) entrem
no sistema a0 mesmo tempo.

Enquanto a unidade central de processamento (CPU) estd ocupada com
um job, vérias unidades auxiliares como impressoras, banco de dados ou leitora de
fitas estdo atendendo outros programas que ji passaram pela CPU. Os jobs
perfazem ciclos sucessivos entre a CPU e cada unidade auxiliar até completarem
seu processamento e deixarem o sistema.

Figura 1.3: Sistema computacional de multiprocessamento
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Vamos admitir que hd uma limitacio no ndmero simultineo de jobs
dentro do sistema e uma fila (com ou sem prioridades) regularia a entrada de
novos jobs no sistema. A modelagem € feita através de uma rede fechada de filas,
ver figura 1.3, com k usudrios (indicando multiprogramacao nivel k) e M nds
onde o né 1 € a CPU e os restantes M — 1 nds sdo os periféricos. Assumimos que,
em todos os nds, a distribui¢do de tempo de processamento é exponencial.

Nesse modelo assume-se que hd um nimero grande de jobs desejando
entrar no sistema de modo que, quando uma vaga aparece, ela é imediatamente
preenchida. Como na rede fechada ndao ha entrada nem saida de usudrios, este
aspecto é modelado pelo feedback no né 1. Isto €, com probabilidade p;, o job
retorna imediatamente a CPU para um novo servigo (na pratica ele € substituido
por um novo) e com probabilidade p; ele se dirige ao né periférico j
(2<j< M). Algumas questdes de interesse nesse modelo incluem a
identificacdo de gargalos no processamento, nivel de utilizacdo dos equipamentos,
tempo médio de cada ciclo e fluxo dos jobs através do sistema. Pode-se obter,
entre outras medidas, a distribuicdo de probabilidade estaciondria dos k jobs entre
os M nés do sistema e entdo responder vdrias perguntas sobre a performance do
sistema.]

Exemplo 1.3: Linha de Producao

Um certo sistema de manufatura, apresentado na figura 1.4, consiste de
uma sequéncia de miquinas que processam um Unico tipo de pega. O servigo em
cada maquina € feito em ordem de chegada e ndo ha restricdo no tamanho da fila
de espera. As maquinas estdo sujeitas a quebras com a consequente suspensio
temporaria da producdo. Existe ainda a possibilidade de alguma pega requerer um
novo processamento, por ndo ter sido aprovada pelo controle de qualidade.
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Maquina 4
2
Pegas Maquina Maquina >
Maquina
3
Y A
Maquina| »—| Maquina >
4 6

Figura 1.4: Exemplo de uma linha de producdo

Deseja-se estudar o comportamento do sistema no sentido de identificar a
necessidade de ampliacdo do nimero de maquinas bem como as caracteristicas da
saida desse sistema. Note que, em geral, as saidas servirdo como entrada para uma
outra etapa do processo produtivo. Do ponto de vista de filas, as pegas sdo
usudrios que passam pelos vdrios centros recebendo diferentes servicos. O retorno
de pecas para reprocessamento pode ser modelado através do chamado feedback.
Em geral, apés concluir servico no centro j, o usudrio tem uma certa
probabilidade positiva p; de retornar a j. As quebras de maquinas sdo
consideradas como "férias" (vacations em inglés) do servidor e podem ter duracio
aleatéria ou deterministica. Dependendo das distribuicdes de probabilidade
envolvidas na chegada, servigos e quebras, a solugdo analitica desse modelo pode
ser bastante dificil. Nesse caso, o uso da técnica de simulacdo, aproximagdes ou
hipéteses simplificadoras pode ser o caminho para a obtencdo das respostas
desejadas.]

1.4 Exercicios

1) (Gross & Harris [1985]) Para cada uma das situacdes abaixo, modele um
sistema de filas, indicando o significado das chegadas, servicos e outras
caracteristicas:

a) Pouso de avides em aeroportos.

b) Caixas de supermercados.

¢) Atendimento em postos do correio.

d) Peddgio em rodovias.

e) Posto de gasolina com vdrias ilhas de atendimento.
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f) Centro de lavagem automatica de carros.
g) Chamadas telefonicas chegando a um PABX de uma empresa.
h) Pacientes, com hora marcada, chegando num consultério médico.

2) Suponha que uma miquina processa certa pe¢a em um tempo constante de 5
minutos. As pecas chegam para processamento em intervalos constantes de 3
minutos. Descreva a situagdo da maquina no fim do expediente.

3) Na modelagem do atendimento bancdrio, indique as diferencas entre fila Unica
e o atendimento tradicional em caixas paralelos. O caixa trabalha mais no
atendimento de fila inica? E quanto ao usudrio, quais sdo os efeitos?

4) Como seria possivel modelar, usando teoria das filas, o transporte maritimo de
5 navios entre 3 portos?

5) Num servico de balsas para automoveis, existe diferenca em cobrar a tarifa
antes ou depois da travessia? Descreva os modelos de fila correspondentes e faca
uma comparagio das dificuldades de cada um.

6) Descreva como poderiamos modelar, através de filas, um restaurante com as
seguintes caracteristicas:

a) Rodizio de churrasco (gargon percorre a mesa dos clientes com espetos
de diferentes tipos de carne).

b) Buffet de saladas e pratos quentes (clientes se servem s6zinhos quantas
vezes quiserem).

c¢) Comida por quilo (os clientes se servem do que desejam comer e pagam
pelo peso da comida).

7) Discuta a conveniéncia de prioridades num servico de cépias. Suponha que
existam dois tipos de trabalho que sdo solicitados: grandes quantidades de cépias
como apostilas, livros e teses e servicos rdpidos de poucas paginas. Considere
separadamente os casos de uma ou duas mdaquinas de atendimento e estude o
problema levando em conta diversos aspectos como espera pelo servigo e
eficiéncia na utilizacdo das maquinas.

8) Seria possivel montar um modelo de filas para a burocracia nas universidades?
Estude a questao.






Capitulo 2

A fila M/M/1 e suas variantes

2.1 Introducao

Apresentamos neste capitulo as principais propriedades da fila M/M/1.
Essa fila tem chegadas seguindo um processo de Poisson, servico exponencial e
um servidor que atende os usudrios em ordem de chegada. Servicos e chegadas
sdo assumidos serem processos independentes. Nao hé limitacdo na sala de espera
e assim todos os usudrios serdo atendidos mais cedo ou mais tarde. A figura 2.1
apresenta esquematicamente o funcionamento dessa fila.

Partidas

Chegadas Poisson | Sala de espera infinita

Servigo
Exponencial

Figura 2.1 Fila M/M/1

Sejam A(t) =1—e M e B(t) =1— e as distribui¢des do intervalo
entre chegadas e de duracio do servico, respectivamente. E comum os pardmetros
A e u serem referidos como taxas, indicando o nimero médio de usudrios que
chegam ou sdo servidos por unidade de tempo.

Denotando por N () o nlimero de usudrios no sistema no instante ¢, pode-
se demonstrar que {N(¢);¢ > 0} é um processo de Markov em tempo continuo
com o espago de estados sendo os inteiros ndo negativos. N (t) é frequentemente
referido como sendo o estado do sistema ou estado da fila. Na verdade, nesse
dltimo caso, abusamos da linguagem para indicar o total de clientes ao invés de
considerar somente os que estdo na fila propriamente dita.

O tempo de espera para fazer uma transi¢do sé depende do estado
presente e, se o sistema contém pelo menos um usudrio, terd distribuicdo
exponencial de pardmetro (A + p) correspondente ao minimo entre duas

13
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exponenciais independentes (servico e chegada). No caso de ndo haver nenhum
usudrio no sistema, o tempo para uma transic¢do terd distribui¢do exponencial de
pardmetro A.

O processo de Markov N (t) é de fato um processo de nascimento e morte
com taxas independentes do estado do sistema. Para n > 0, a transicdo do estado
nan+ 1sedd comtaxa A e entre n e n — 1 com taxa p. Quando n = 0, s6 pode
haver chegadas. Dessa forma, chegadas correspondem a nascimentos e o fim de
servico a uma morte. A figura 2.2 apresenta um diagrama com as taxas de
mudanca do processo.

e " —
T T

Figura 2.2: Taxas de transicdo no processo de Markov

Seja m,(t) = P(N(t) = n) a distribui¢do de probabilidade do niimero no
sistema no instante ¢;sua respectiva distribui¢do estaciondria serd m,. Sob
algumas condi¢des (ver por exemplo Cinlar [1975]), 7, serd também a
distribui¢do limite de 7,(t), quando ¢ vai a infinito. O gerador infinitesimal do
processo N (t) é dado por:

- A A 0
poo = A4p) A 0
Al O i — (A +p) A 0
) 0 1 —(A+p) A
0 0 0 "

Como ¢ usual na teoria dos processos de Markov, a distribuicdo
estaciondria serd calculada resolvendo o sistema IIA =0, com a restricdo
adicional de ITe = 1, onde e = (1,1, 1,...)" e IT = (m, m1,...).

Ao invés de obter IT resolvendo o sistema acima, vamos escrever as
equacdes de equilibrio do sistema usando o procedimento conhecido como
balango de fluxo e, a partir delas, obter a distribui¢do estaciondria.
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Definimos o fluxo como o produto da probabilidade estaciondria pela taxa
de transi¢do. Vamos admitir que, em regime estaciondrio, o sistema permanece
uma fracdo do tempo 7, no estado n. Dessa forma, se chegam A usudrios por
unidade de tempo, a taxa de fluxo médio que entra em n + 1, proveniente do
estado n, € A\m,. Se condi¢des de equilibrio existem, entdo, para cada estado, o
fluxo que sai deve ser igual ao fluxo que entra nesse estado. Para determinar o
fluxo total que sai do estado n (n > 1), notamos que o sistema vai a n + 1 se uma
chegada ocorre e a n — 1 se acontece um fim de servi¢o. O fluxo total que entra
no estado n vem a partir de n + 1 com um fim de servico ou entdo, a partir de
n — 1, pela ocorréncia de uma chegada. Para o estado n = 0, o fluxo que sai
corresponde a uma chegada, enquanto que o fluxo que entra, vem do estado 1
devido a um fim de servico. As equagdes de balango sdo as seguintes:

AT+ Ty = p Ty + AT ,n2>1 (2.1a)
)\ﬂozuﬂl. (21b)

Esse sistema é denominado de equacées de balanco global e sera
resolvido por dois diferentes métodos. O primeiro método usa indu¢do matemética
e € o mais facil de ser aplicado nesse caso. No segundo, a solugdo € obtida através
da aplicag¢do da funcdo geradora de probabilidade, técnica muito til em modelos
mais complexos.

a) Solucao através do Método Iterativo

Resolvendo as equagdes (2.1) paran = 0,1,2, ... temos,

m = (A/)mo
™ = (M p)?mo
T3 = ()\/M)sﬁo

A expressio sugerida seria 7, = (A/u)*7. Supomos que seja vilida para k = n e
vamos verificar que também vale no caso n + 1. De (2.1a) vem

A+ )N ) "m0 = p T + X (N )" g

XA 2V ],

Portanto, Tl = [
o
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Tn+1 =

)\n+1 + M}\n _ M}\n
( /’L7Z+1 )7T0 ?

A\ ntl
T+l = <—) 7.
n

Entéo, pelo principio de indugdo, o resultado é valido para qualquer n finito.

Antes de completarmos o cdlculo da distribui¢do estaciondria (falta o
valor de 7y), vamos introduzir o conceito de fator de utiliza¢do, denotado por p e
definido por:

p=Xu (2.2)

O fator p € também chamado de intensidade de trafego, pois sua expressdo pode
ser interpretada como o produto do nimero médio de chegadas () pela média do
tempo de servico (1/p), indicando uma taxa média de circulagdo dos usudrios
através do sistema.

Vamos agora calcular 7. Utilizaremos a condicdo de que a soma das
probabilidades estaciondrias deve ser igual a 1. Temos,

o0

o0 o0 A o
dmp=1= > (C)m=1=)» p'm=1=m=1/
n=0 n=0 H n=0

A soma acima € a da série geométrica de razdo p que convergird se e s0 se |p| < 1.
Como )\ e i sdo estritamente positivos, essa condicdo equivale a 0 < p < 1. Note
que nessa condic¢do, a taxa média de servigo por unidade de tempo (1) € maior do
que a taxa média com que os fregueses estdo chegando (). Portanto,
independente do quanto crescer, a fila se esvaziard de tempos em tempos e o
processo de Markov serd recorrente positivo com uma unica distribuicdo de
equilibrio. Efetuando a soma da série acima obtemos my = 1 — p e entdo

T,=p"(1—p), n>0,0<p<1L (2.3)

n
J7i
0

n=

b) Solucio através de Funcio Geradora

(0.0]
A funcdo geradora de probabilidade é calculada por P(z) = > m,z",
n=0

onde z é um ndmero complexo e |z| < 1. O procedimento consiste em obter uma
expressdo fechada para P(z) partindo das equagdes (2.1) e, de sua expansdo em
série de poténcias, determinar 7, através da igualdade dos respectivos

coeficientes. O desenvolvimento em série nem sempre € simples e em muitos
modelos o calculo ndo vai além da expressdo de P(z). Mesmo nesses casos, 0s
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momentos da distribuicdio podem ser determinados usando as propriedades da
funcdo geradora.

Utilizando a expressdo de p, multiplicamos (2.1a) por z" e, apds um
rearranjo, obtemos

Tnt1 2" = (:0 + 1)7]—71,27]/ — p 12"

Somando para n de 1 até oo e usando a definicdo de funcdo geradora, vem

o0 00 00
IS w2 = (p+ )Y mee —pz Som 2!
n=1

27t (P(z) — Mz — 7r0> =(p+ 1)nZP(z) — 7r0> izsz(z) :

Com o uso da expressao (2.1b), substituimos o valor de 7, para obter

0

P(z) = .

() =1 P
Para determinar 7y, vamos usar, novamente, que a soma das probabilidades deve
ser igual a 1. Note que isto é equivalente a aplicar P(z) em z = 1 e igualar o
resultado a 1. Assim,

0
1-1p

P)=> m1" =1 = = m=1-p.
n=0

Se m =0, P(z) seria identicamente zero para todo z. Logo, assumimos
mp > 0 e segue que 1 — p > 0 ou ainda, p < 1. Dessa forma, obtemos,

1—1p
1—2p

P(z) = ,0<p<l. (2.4)
A expansdo de P(z) ndo é dificil nesse caso. O quociente 1/(1 — zp) é a
soma da série geométrica que tem termo inicial 1 e razdo zp. Entao,

o0

Pz)= > (1-p)p"z" = m = (1-p)p". n >0,

n=0

conforme j4 obtido anteriormente.

A distribuicdo obtida pelos dois métodos acima ¢é, frequentemente,
denominada de distribuicdo estaciondria em tempo continuo, em oposi¢do as
distribuicdes imersas em instantes particulares do tempo, as quais serdo
introduzidas nas proximas sec¢Oes. A distribui¢do em tempo continuo ¢é
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interpretada como a fragdo do tempo em que o sistema permanece em cada estado.
Isto é, m, indica a propor¢do do tempo total em que o sistema tem n usudrios
presentes. Uma outra interpretacdo considera essa distribuicdo como aquela vista
por um observador externo, ou seja, ele v& o sistema no estado n, com
probabilidade ,,.

A partir da distribui¢do estaciondria, vamos calcular o nimero médio de
usudrios na fila e no sistema. QOutras medidas de desempenho serdo apresentadas
nas proximas secodes. Seja [N o nimero total de usudrios no sistema em regime
estaciondrio e L sua média. Temos

o o o0 )
L= B(N) = Snm = Son(l=p)p" = (1=p) "
Esta dltima somatdria pode ser reescrita como
o0 o0
an" =p+20°4+3p° +...=p(1+2p+..)= pan”_l .
n=0 n=1

A derivada de p" em relagio a p é dada por np"~!. Assim, admitindo satisfeitas as
condig¢des para inverter os sinais de somatdria e derivada, obtemos

o0 3 o0 d "
L= (1—p)pznp” ! =(1—p)pZ%p =
n=0

(1-p dii P (1/01- )

Concluimos entdo que

p A
= = . (2.5)
1-p p=2A
Seja N, o nimero de usudrios na fila e L, seu valor esperado. Temos
Ly=E(N,) =0m+ > (n—1m, Zmn an :
n=1
2 A2
entio, Ly=L-(1-m)=-——= (2.6)

(1=p)  n(p—=2X)
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2.2 O resultado Pasta e o tempo de espera

Vamos introduzir nesta secdo um importante resultado, conhecido como
Pasta, que é uma abreviatura da frase em inglés Poisson Arrivals See Time
Averages. Esse resultado indica que a distribuicdo do nimero de usudrios no
sistema em tempo continuo € igual aquela obtida observando-se o sistema nos
instantes imediatamente precedentes a uma chegada. Isto é, em regime
estaciondrio, os usudrios que chegam "enxergam" o sistema com a distribui¢do em
tempo continuo. A probabilidade de uma chegada encontrar o sistema num
particular estado € uma quantidade de interesse no estudo de filas e, em especial,
serd necessdria para calcular a distribuicdo do tempo de espera na fila e no
sistema.

Seja 7%(t) a probabilidade de uma chegada no instante ¢ encontrar o
sistema no estado n (lembramos que o superescrito a vem de arrival, o termo em
inglés para chegadas). O usudrio, que estd chegando em ¢ nido é computado no
estado do sistema e, por essa razdo, 7’ (t) é frequentemente mencionada como a
distribuicdo nos instantes imediatamente anteriores a uma chegada ou
distribui¢do imersa nos instantes de chegada. Vamos designar por 7% a
correspondente distribuicao estaciondria. A primeira vista, poderiamos pensar que
a distribui¢do em tempo continuo 7, deveria sempre ser igual a 7w/ para todos os
sistemas de filas. Entretanto, isso ndo acontece, como ilustra o préximo exemplo.

Exemplo 2.1:

Considere uma fila D/D/1, em que as chegadas e servicos sdo
deterministicos, isto é, as chegadas sdo espacadas igualmente a cada x segundos e
o servico tem a duragdo de exatamente y segundos. Para garantir a estabilidade do
sistema vamos considerar que y < z, ou seja, o servico é mais rapido que o
intervalo entre chegadas. Dessa forma, apds o equilibrio do sistema ser atingido, o
usuério que chega encontra a fila vazia e teremos 7§ = 1 e 7 = 0, Vk > 1. Por
outro lado, a fra¢do do tempo que o sistema contém um usudrio é y/x. No restante
do tempo o sistema estard vazio. Dessa forma, my = 1 — y/x, m = y/x e m; = 0,
V k > 2. Temos assim um exemplo simples em que 7, # 7.1

Existe uma larga classe de sistemas de filas em que o resultado Pasta é
vélido, todos eles tendo chegadas Poisson. Uma caracteristica importante € a
independéncia entre o processo de chegada apds o instante ¢ e o estado do sistema
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em t. E possivel provar o resultado Pasta mesmo se o modelo adotado nio for um
processo de Markov ou de nascimento e morte (ver Wolff [1988]).

Teorema 2.1: Resultado Pasta

Na fila M/M/1, em regime estaciondrio, a distribui¢do do nimero de
usudrios no sistema, nos instantes de chegada, coincide com a distribuicdo em
tempo continuo. Isto é, m, = 7".

demonstracéo:

Vamos verificar que, em equilibrio, 7, (t) = =wf(t) V¢, implicando que as
respectivas distribui¢des estaciondrias sdo iguais. O evento correspondendo a uma
chegada no intervalo (¢, ¢ + At) serd representado por A(t, t + At). Entdo,

o (t) :Athm OP[N(t) =n|A(t,t + At)]
— im P[N(t) =n, A(t,t + At)]
CAt—0 PLA(t, t + At)]
P[A(t,t + At) | N(t) = n] P[N(t) = n]

“A™ o PLA(, ¢ + A0
o PIAGt+AD] PIN() = 0]
CAt—0 PLA(t,t + At)]

— lim PIN(t) =
Afm PN (@) =l

= ﬂ-n(t)7

onde aplicamos a independéncia do evento A(¢,t + At) em relagdo ao nimero de
usudrios no sistema no instante ¢. Note que isso € uma consequéncia direta das
chegadas formarem um processo de Poisson.[]

Vamos agora retomar o cdlculo das medidas de desempenho, obtendo o
tempo de espera na fila e no sistema. O tempo gasto pelo usudrio, no sistema,
depende da disciplina de atendimento. No caso da fila M/M/1, a disciplina € FCFS
e o tempo de espera de um usudrio dependerd de quantos estdo presentes no
sistema no momento da chegada. Sejam 0, a varidvel aleatéria que descreve o
tempo gasto na fila, F,,,(¢) sua fungdo distribuigdo e 1V, sua média. Observe que,
como vale o resultado Pasta para a fila M/M/1, a distribuicdo nos instantes de
chegada € aquela dada pela expressao (2.3).
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No cdlculo de F,,,(t) devemos notar que essa distribuigdo ¢ do tipo mista
com parte discreta e parte continua. Para ¢ = 0 temos,

F,,(0) = P[f, < 0] = P|[Sistema vazio no instante de chegada] = 75 =1 —p

Considere agora o caso ¢ > 0 e suponha que 7 usudrios estdo no sistema, no
instante de uma chegada. Nesse caso, para que o usudrio, ao chegar, ndo espere
mais de ¢, é necessdrio que a soma do tempo do servigo em processamento mais o
tempo de servi¢co dos outros n — 1 usudrios, que ja estavam na fila, ndo seja
maior que ¢. Pela propriedade da falta de mémoria da exponencial, ndo importa
quanto tempo decorreu desde o inicio do servigo até o instante em que ocorre a
chegada. Esse tempo terd, também, distribuicio exponencial com o mesmo
parametro u. Teremos entdo a convolucdo de n exponenciais independentes e
identicamente distribuidas, o que resulta em uma Erlang-n. Assim,

qu(t) = P[eq < t]

F,(0)+ Z{P [n servigos < ¢ | encontra n no sistemal]

n=1

Plencontra n no sistema]}

t
o - n ,U«(Mw)n_l —ux
=)+ <1—p>;p/—(n_1)!e " da

o B + o (pp) !
=(1-p+ pm/ue“ (-1

—(1—p)+ (1—p)p / pe 0 dg
0
=1- pe_"(l_”)t ,t> 0.

] 1—p b =0;
Entdo, Fug(t) = { 1 — pet1=nt ¢ >0.

Para calcular o valor esperado W,, precisamos integrar uma funcio mista e
usaremos a integral de Riemann-Stieltjes. Assim,
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o0 oo

W, = E(6,) = / t dF,,(t) = 0(1 = p) +/ tpu(1 — p)e P1=0)t gy |
0 0

Calculando a integral e substituindo p pela sua expressio, obtemos,

A
W, =——. 2.7)
DY)

O tempo total gasto no sistema, representado por 6;,;, € a soma de ¢, com
o tempo de servico S, que tem distribuicdo B. Pela independéncia dessas
varidveis, a distribuicdio de 6., denotada por F,, serd a convolugdo das
respectivas fungdes de distribuicdo. Como S tem distribui¢io exponencial, o
tempo gasto no sistema serd estritamente positivo e portanto F,,(0) = 0. Para
t > 0, temos

Fy(t)=Ps <t)=PO,+5 <t) =
t

= / [1— pe—u(l—p)(t—s)] dB(s)

0
t

_ / (1= pe =09 yen g
0

— 1 _ e—/it . e—/L(l—p)f(l _ e—u,pt) .

Concluimos entdo que

Fu(t)=1—e W,

Note que y# — A € um niimero positivo por suposicdo anterior (p < 1) e, portanto,
a distribuicdo de 6;, € exponencial com pardmetro g — A. De imediato temos
que seu valor esperado, representado por W, serd

1

(=N

2.3 Distribuicao nos instantes de saida



2.3 Distribuicdo nos instantes de saida 23

Nesta secdo vamos estudar a fila M/M/1 observando o sistema nos
instantes de saida (ou partida) dos usudrios. Calculamos a distribui¢io
estaciondria do nimero de clientes na fila apds uma saida, e verificamos que ela é
igual as distribui¢des em tempo continuo e imersa nos instantes de chegada.
Vamos, também, enunciar e demonstrar um dos mais importantes resultados em
teoria das filas, o teorema de Burke (ver Burke [1956]), que caracteriza as saidas
da fila M/M/1 como sendo um processo de Poisson.

Sejam Ty, Ty, 15, ... os sucessivos instantes de fim de servigo,
correspondendo as saidas da fila. Denotamos por X, o nimero de usudrios na fila
imediatamente ap6s T,,, isto é, X,, = N(T,).

Vamos verificar que (X, T)= {(X,,,7,);n >0} é um processo de
renovacdo Markoviano. Precisamos mostrar que, para todo n > 1 e t > 0, as
probabilidades de transi¢do s6 dependem do estado presente. Isto €,

P(th Tn - Tn—l < t‘(Xlw Tk)a k <n-— 1) — P(Xna Tn - Tn—l < t|Xn—1)

Inicialmente, observe que o intervalo de tempo 7;, — T, serd dependente apenas
de X,,_1, o nimero deixado no sistema pela (n — 1)-ésima saida. Se X,,_; > 0,
esse tempo tem distribui¢cdo exponencial com parametro p, correspondendo a um
servico completado. Por outro lado, se X,,_; = 0, o intervalo entre saidas serd a
soma do tempo de espera para uma chegada mais o tempo de servigo e, portanto,
sua distribuicdo serd a convolugdo de duas exponenciais independentes com
pardmetros A e p. Quanto a X, ele dependerd de quantas chegadas ocorreram
desde a tltima saida. Como as chegadas formam um processo de Poisson, o valor
de X, dependerd apenas de A e da duragdo do intervalo T}, — T},_. Dessa forma,
o conhecimento de X, _; € suficiente para caracterizar a probabilidade de
transi¢ao.
A matriz Q(t) é o nicleo do processo (X, T) e seus elementos sdo:

Ql](t) = P(X’VZ = j? Tn - T‘nfl S t ‘anl = Z) 5 t Z 0, i, ] - 0, 1,2,....

Essa expressdo refere-se a uma transi¢do entre as saidas n — 1 e n, porém, pela
homogeneidade do processo, ela vale para qualquer outra transigao.

Para facilitar o trabalho algébrico, o nicleo de transi¢do serd obtido com o
uso das transformadas de Laplace-Stieltjes (LS), definidas no apéndice. A
transformada de Q(t) serd denotada por ()(s) com os correspondentes Q;;(t)
representados por Qij(s). Lembremos, ainda, que a funcdo de distribuicdo da
convolugdo de varidveis aleatdrias independentes ¢ o produto das respectivas
transformadas.
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Sejam ;1(5) a transformada da exponencial (\) correspondente a chegada
e H(s) a transformada da exponencial () + y) correspondente ao minimo entre
duas exponenciais independentes (chegadas e servicos). Temos que
A(s)=X/(A+s) e H(s)=\+p)/(A+pu+s). Note que o quociente
w1/ (X + ) representa a probabilidade do minimo entre as duas exponenciais ser
um fim de servico. Da mesma forma, terfamos essa probabilidade igual a
A/(A + ) se o minimo fosse a chegada.

No célculo de Q(t) vamos distinguir dois casos:

caso 1: transicdo 0— j, j> 0.

O elemento Q;(t) corresponde a ocorréncia, antes de ¢, da primeira
chegada e de outras j chegadas antes do fim de servigo. Teremos assim que, apds
a primeira chegada que ocupa o servidor, as préximas j ocorréncias serdo
chegadas. Isto é, o minimo entre as duas exponenciais, servico e chegada, ¢ uma
chegada em j ocasides seguidas. Finalmente, a disputa do minimo € vencida pelo
servigo dando origem a transi¢do do processo. Tendo em vista que tratamos com a
soma de eventos independentes, teremos o aparecimento da convolucdo das
fungodes de distribuigdo. Assim, a transformada LS de Q;(t) sera:

Boi(s) = Als) — F(s)—F Fr(s
Qu(s) = As) oy &5 HG)
A N (A +p) u (A +p)
Q+@(A+me+u+ng+u)Q+u+@
A A I

. ,j>0.
Ats) Otpts)y Gtpts)  ?=

caso 2: transicaoi—j,j>i—1,i> 0.
Nesse caso, devem ocorrer j — ¢ + 1 chegadas antes do fim de servigo:

it

~ it TR
Qi(s) = WH (S)HH(S)
I A . ) LA (A +p)
AT A p )T (A ) A+ pts)
N+ i

_ ,. CisilLliso
Atpts) hrpts) 7= 7007
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Todas as outras transi¢des sao nulas pois, como observamos o sistema nos
instantes de saida, s6 poderd haver decréscimos unitdrios no niimero de usudrios.
Por outro lado, os acréscimos podem ser ilimitados. Dessa forma, o nicleo terd

valores nao nulos somente a direita da sub-diagonal inferior,

>‘N >\2/‘J )‘3N
A s)A+pts)  (M+s)(A+p+s)2 (A+s)(A+put+s)?
[ A A
- (A pu+s) (A u+s)? (A+pu+s)3
Q(S) = 0 ] A
(Ap+s) (Ap+s)?

A matriz de transicdo, da cadeia de Markov imersa no processo de renovagdo
Markoviano, é obtida fazendo s — Oem ()(s), o que equivale a t — oo em Q(¢).
Entdo,

1 AL A
At w)? (Ap)?

1 AL A
At w)? (Ap)?

P = 0 2 Ap
M) (A+p)?

A matriz de transi¢cdo P € irredutivel e aperiédica. Vamos assumir ainda que os
pardmetros A e p sdo escolhidos de modo que a cadeia seja recorrente positiva.
Segue entdo, da teoria das cadeias de Markov, que a distribui¢do estaciondria serd
Gnica. Vamos representa-la por II? = (7, n,...), com o superescrito d de
departures (partidas em ingl€s).

Proposicao 2.2

Em regime estaciondrio, o usudrio deixa a fila M/M/l com a mesma
distribuicdo vista por um observador externo, isto é I d— 7.

demonstracéo:

Como devemos ter unicidade de solucdo para I1? basta verificar que a
distribuicdo 7, dada pela expressao (2.3), satisfaz as equagdes de equilibrio:

‘=1 e MMe=1.
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Como II é também probabilidade, a soma de suas componentes € igual a 1e sé
precisamos verificar a primeira dessas equacdes. Em forma escalar, essa equacao
vetorial se torna o seguinte sistema:

d M d M d
—_ —_— pr— 2.
o A+ T A+p o (2.92)
)\nu n+1 )\n—k+1u
(U — d_2 T —pdop >, 2.9b
7r0<>‘+u)n+l+;7rk Cp ke =z (2.9b)

Pela expressio (2.3), o valor proposto para I1? serd
o' = (1-p)1,p,0% 0% ),

0 que, substituindo em (2.9a), resulta
7

Lado esquerdo = (1 — p) —— + (1 — —_—

q ( p)AﬂL ( p)pwru

A
:(1—p)()\iu+;)\iﬂ) = (1 — p) = 7 = Lado direito.

Para a equacgao (2.9b) temos

1 _
N nt . An—k+1 L

B " 0 e

)\n'u n+1 N )\n—k-‘rl'u
( p) <()\ + “)7z+1 kz:; p ()\ + /’L)n7k+2

— n 1 p . 1
=(1-p)p <(1 + p)tl + (1+ p)n+2 ; (1 +p)"“ )

_ S p (L) (+p) 1)
B ((1+p>”+1 T -1 )

Lado esquerdo = (1 — p)
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1+ (1 4+p)" —1
(1 +p)7z+1

= (1-p)p" = 7% = Lado direito.

n

= (1=p)p"

Dessa forma, o valor proposto para I1? satisfaz as equacdes de equilibrio e, pela
unicidade da distribuicdo estaciondria, concluimos que II¢ = IT e a proposi¢io
estd provada.[]

Vamos estudar, agora, as caracteristicas do processo pontual de saidas,
isto é, estamos interessados no comportamento da sequéncia {7},; n > 0}. Por
abuso de linguagem, essa sequéncia é frequentemente referida como sendo o
processo de saida da fila. O mais correto seria mencionar que ela é o processo
marginal dos tempos de saida, referente ao processo (X, T). O resultado, que
vamos obter, caracteriza a sequéncia de tempos de saida para as filas M/M/1 e é
conhecido como teorema de Burke, sendo um dos mais importantes resultados em
teoria das filas. Em modelos mais complexos, em que as filas se interconectam, a
busca de resultados similares ao teorema de Burke é muito importante para o
estudo global do sistema.

Teorema 2.3 : Teorema de Burke (via equivaléncia)

Na fila M/M/1 em equilibrio, a sequéncia de saidas forma um processo de
Poisson com pardmetro A.

demonstracéo:

Vamos mostrar que o processo (X, T) é equivalente a um processo de
renovagdao com distribuicdo exponencial de parametro A. Pela proposicdo b3,
apresentada no apéndice, devemos verificar a igualdade IT¢ Q(t) = A(t) IT¢ , ou,

com o uso de transformadas, I7¢ @(s) = )\f‘rg I, Desenvolvendo o lado esquerdo

dessa equacdo, o elemento genérico desse vetor, para n > 0, serd
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q = d )\n+1“ n+1 A k“,u

II =

[ Q(S)]n WO()\—l—s)()\—i—u—i—s)”“—i_ZWk A+ g+ s)n—k+2
( )\nJrl n+1 A k41

2 )
A+ 8) A+ p+ s)m+ (A + p+ s)nht2

n n+1 71+1 n—k+1, n—k+2

P H )
( (A +s) )\+u+s)”+1+zp (A + p1 + s)n—H+2

k=1
by Mn+1
—(1—p)p" (
L e (e re
()\ + S) p'un+2 n+l -k

7
A A+ p+s)nt? ; ()\—I—u-l—s)*k)

by Mn+1

= (1-p)p" 1
=r)r" 1 (A+u+s)”+1( *
(A+5) ”i pt )
A+p+s) &= A+p+s)™*/
(O\+puts) Apts )L
Commo % pt _ {< I ) _1}
’ — ()\-I—,u-l—s) Qtputs) 4
= n
A+p+s) (/A4 p+ s\t
—15.
o ) Y
Entdo,
~ A puntt A+ p A+ syt
JIg =(1=p)p"
= (1-p)p"
(1—p)p s
A g
= > (.
)\+s7r” ,nm>0

Concluimos, entdo, que (X, T) é equivalente a um processo de renovagao

com distribui¢do exponencial de taxa A, isto é, a sequéncia das saidas forma um
processo de Poisson (\).[1
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Comentario: O teorema de Burke foi provado originalmente para a fila M/M/c e
a demonstracdo apresentada aqui pode ser aplicada para esse caso também. Uma
outra prova, usando reversibilidade, serd vista na se¢ao 2.5.

2.4 Formulas de Little

Nesta se¢do vamos estabelecer algumas relagdes entre as medidas de
desempenho do sistema. Essas expressdes, conhecidas como férmulas de Little,
relacionam o nimero médio de usudrios (L ou L,) com o tempo médio de espera
(W ou W,) e tiveram a sua primeira demonstra¢do formal no trabalho de Little
[1961]. Desde entdo provas alternativas e extensdes tém sido apresentadas e sua
validade extrapolou os modelos Markovianos e pode ser verificada para sistemas
mais gerais (ver Wolff [1989]).

Admitindo a existéncia de equilibrio no sistema M/M/1, a relagdo
L = AW pode ser explicada intuitivamente da seguinte forma. Um usudrio que
chega, espera em média W para sair do sistema. Suponha que, ao sair do servico,
ele olha para trds e observa quantos usudrios ficaram no sistema. Lembre que a
disciplina de atendimento é FCFS e portanto ele deve "enxergar" em média L
usudrios presentes, aqueles que chegaram durante seu tempo de servico e de
espera na fila. Cada um desses L usudrios levou em média 1/\ para chegar e,
assim, podemos escrever L(1/A\) =W ou L =\ W.

O préximo teorema verifica as formulas de Little para a fila M/M/1. A
demonstracdo apresentada poderia também ser aplicada para sistemas com outras
distribuicdes de servico, mantendo, entretanto, as chegadas seguindo um processo
de Poisson e a disciplina FCFS.

Teorema 2.4: Férmulas de Little
Na fila M/M/1 valem as seguintes relacoes:

L=\W (2.10)

L, = \W, (2.11)

demonstracéo:

Tendo em vista o atendimento em ordem de chegada, o seguinte
argumento pode ser usado: a distribui¢@o estaciondria de n usudrios no sistema, no
instante de uma saida, é igual a probabilidade de n chegadas, durante o tempo
total gasto no sistema por um usudrio arbitrario. Aplicando a lei de probabilidade



30 Capitulo 2: A Fila M/M/1 e suas variantes

total podemos escrever, paran > 0,

o0

ad = / P(n chegadas durante 6, | 0, = t) dF, (1),
0

em que, como antes, 0;,; € o tempo total de um usudrio no sistema e F}, sua funcio
distribuicdo.

Multiplicando ambos os lados por n e somando para n de 1 ao infinito,
obtemos, do lado esquerdo, o valor esperado do nimero de usudrios no sistema
nos instantes de saida. Como vale a igualdade entre as distribui¢des, imersa nos
instantes de saida e em tempo continuo, o valor esperado com respeito a IT¢ serd
também igual a L. Para desenvolver o lado direito, vamos admitir vélida a troca
entre os sinais de integra¢do e somatéria. Temos entao

o0 oo()\t)’n,ef/\t P oy o) ()\t)nfl
LzZn/ A () =/Ate ”Zm dF,(t) =
0

n=1 0 n=1

o0

- / At e (e”)dE,,(t) — A / EdFy(t) = A E(fr) = AW.
0 0

Dessa forma, (2.10) esta verificada. Com essa expressdo e as relacOes
L=L,—1+m (ver 26) e W=E(@, +E(S)=W,+1/u , podemos
verificar imediatamente que L, = A W, e o teorema estd demonstrado. [

Uma outra expressdo de interesse, porém de validade mais restrita,
relaciona o tempo médio na fila com o nimero médio no sistema. Das expressoes
(2.5) e (2.7) podemos obter

L

W, ==, (2.12)
I

que pode ser explicada intuitivamente pela seguinte argumenta¢do. Um usudrio ao
chegar encontra em média L usudrios presentes no sistema (L > 0). O seu tempo
de fila serd aquele necessdrio para o término do servico em andamento mais
(L — 1) servigos com média 1/u cada, referentes aos usudrios em fila no instante
da sua chegada. Como o servico é exponencial, o servico em andamento tem
também duragdo média de 1/u. Dessa forma, para um usudrio arbitrario, o tempo
médio de espera na fila serd o produto de L por 1/u. Note que o servigo
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exponencial foi fundamental na argumentacio acima e, dessa forma, a validade de
(2.12) esta restrita as filas M/M/1 e a algumas de suas variantes.

Existem outras expressdes relacionando probabilidades, pardmetros e
medidas de desempenho, algumas delas, inclusive, também sdo referidas como
férmulas de Little. O leitor interessado pode consultar Gross & Harris [1985] para
outros resultados.

2.5 Reversibilidade

Nesta secdo mostraremos que N (), o estado da fila M/M/1 no tempo ¢, é
um processo reversivel e vamos explorar algumas de suas consequéncias. O
conceito de processo reverso, reversibilidade e resultados correlatos sdo
apresentados no apéndice. Nesta secdo, o tempo ¢ poderd tomar valores em toda
reta real, de modo a acomodar, sem maiores modificacdes, a definicdo do processo
reverso. Com a extensdo do dominio do tempo, os resultados obtidos nas sec¢oes
anteriores sofreriam ligeiras modificagdes na formulacdo. No entanto, nenhuma
mudanca substancial aconteceria pois eles se referiram, na sua grande maioria, a
intervalos e ndo a escalas de tempo.

Relembramos que N(t) é um processo de Markov com gerador
infinitesimal A = [A; ], 7,j > 0. Os elementos de A sdo as taxas instantineas de

transi¢do desse processo (ver se¢do 2.1) e sdo dadas por Agg = — A ,Ag; =X e
s j=1i-1

parai > 0,valem A;; =< —(A+p), j=4
A j=1+1

Proposicao 2.5 : Reversibilidade na fila M/M/1

Em regime estaciondrio, o nimero de usudrios no instante ¢ na fila M/M/1
¢ um processo Markoviano reversivel.

demonstracao:

Para mostrar reversibilidade, utilizamos II dada por 2.3 e vamos verificar
que estdo satisfeitas as equagdes de balango detalhado, 7;A; j = 7;A;; , para todo
1,7 > 0.

Para 7 = 0, a Unica transic¢io possivel € para o estado 1 e, portanto,

moAo1 = (1 —p)A = (1 —p)A % =(1=p)pp=mAhip.
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Para ¢ > 0, temos,
P A L
Tilkii-1 = (L —p)p'n=(1—p)p’ ! ; p=(1-p)p' = i1, e
i iy M i
Tilhii1=(1—=p)p'A=(1—p)p'A ; =(1=p)p +1M = Mip1Niy1, -

Todas as outras transi¢des sdo nulas e resultam em uma identidade 0 = 0.
Concluimos, entdo, que as equacdes de balango detalhado estdo satisfeitas, N (t) é
reversivel e a proposi¢do estd provada.[]

Pelo resultado acima, o processo reverso N(—t) terd a mesma estrutura
probabilistica do processo direto N (¢). Para auxiliar a descri¢do e a compreensio
das consequéncias desse fato na fila M/M/1, apresentamos na figura 2.3, uma
realizagdo tipica do processo N (). Observando essa figura no sentido direto da
evolucdo do tempo (da esquerda para direita), notamos que os pontos, em que ha
um salto para cima, correspondem as chegadas na fila, enquanto que as saidas sdo
os saltos para baixo.

NGO

1

T R

»

t

Figura 2.3: Realizacdo tipica de N (t)

Por outro lado, observando a evolugdo do processo reverso (da direita para
esquerda), os papéis se invertem e as chegadas sdo os pontos em que, no processo
direto, tivemos saidas. Da mesma forma, saidas no reverso correspondem a pontos
de chegada no processo direto. Essa serd a argumentacdo bdsica para provar as
préximas proposi¢des. Comegamos por demonstrar de novo o teorema de Burke
(teorema 2.3), usando agora a reversibilidade.

Teorema 2.6 Teorema de Burke (via reversibilidade)

Na fila M/M/1 em equilibrio, a sequéncia de saidas forma um processo de
Poisson com pardmetro A.
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demonstracéo:

Os pontos no tempo, em que a trajetéria do processo N (t) salta para cima,
formam um processo de Poisson de pardmetro \. Pela reversibilidade do processo
N(t), os pontos de salto para cima, na trajetéria do processo reverso N (—t),
também precisam formar um processo de Poisson de parametro .

Note agora que os pontos em que N (—t)salta para cima correspondem
aos pontos no tempo em que o processo direto V() salta para baixo e, assim, eles
também formam um processo de Poisson (A). Como os tempos de saida da fila
M/M/1 correspondem aos pontos de salto para baixo na trajetéria de N(t),
concluimos que a sequéncia de saidas forma um processo de Poisson com
parametro \. [J

Proposicao 2.7

Na fila M/M/1 em equilibrio, o estado do sistema num instante fixado ¢, é
independente do processo de saida anterior ao tempo .

demonstracéo:

Pela reversibilidade de N (t), podemos estabelecer a igualdade entre as
seguintes distribuicdes conjuntas: saidas anteriores a ¢, e estado do sistema em #,
com chegadas posteriores a —t e estado do sistema em —%,. Tendo em vista que
as chegadas sdo Poisson, o processo de chegadas posterior a —%; é independente
do estado do sistema nesse tempo. Dessa forma, o processo de saida até o instante
to e o estado do sistema em %, sdo eventos independentes. [1

Comentario: O teorema 2.6 e a proposi¢do 2.7 também valem para a fila M/M/c.
De modo geral, serdo validos em sistemas de filas com chegadas Poisson e estado
do sistema representado por um processo de Markov reversivel. Mesmo em
situagdes onde ndo € possivel obter a reversibilidade, a determinagdo do processo
reverso pode ser util para a caracterizacdo do sistema (ver Kelly [1979]).

2.6 Os modelos M/M/c e M/M/c/K

Nesta secdo estudamos algumas variantes da fila M/M/1. Vamos iniciar
pela M/M/c, onde c servidores idénticos atendem os usudrios que aguardam em
fila Unica para serem atendidos. Nesse caso, dizemos que a fila tem c canais
paralelos de servico. Em seguida, estudamos a fila M/M/c/K que tem c servidores
e o limite maximo de K usudrios em fila. A figura 2.4 apresenta um diagrama com
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essa fila. Os usudrios que ndo conseguem espago para entrar no sistema
constituem o fluxo denominado overflow (mantemos o nome em inglés por
auséncia de uma melhor palavra em portugués).

Chegadas
Poisson Capacidade Partidas
P> de espera K ——

Overflow

Figura 2.4: Fila M/M/c/K

Como nas se¢des anteriores, seja N (¢) o nimero de usudrios presentes no
instante ¢. O processo {N(t); t > 0} continua sendo Markoviano e em especial
um processo de nascimento e morte. Calculamos a distribui¢io estaciondria para o
processo de nascimento e morte, para em seguida aplicar o resultado as filas
M/M/c e M/M/c/K. Na figura 2.5, as taxas do processo de nascimento e morte sao
apresentadas.

}\40 7\11 n-1 }\’n 7\‘n+1
T\ ™~

"~
K M, U, Misq Mo

Figura 2.5: Transig¢ées no processo de nascimento e morte

As equacdes de equilibrio sdo as seguintes:
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AnTn + PnTp = Ppt1Tpy1 + An—1Tp—1 ,n > 1; (2.13a)
AT = p 7, (2.13b)
Aplicando essas equagdes paran = 0,1, 2, ..., obtemos
Ao
T = — T
H1
A1 Ao
T = o
M2 iy
A2 A1\
g = —7T

K321

)‘11

Hi

n
A expressdo sugerida seria m, = mo[] . Supondo essa expressdo vélida para
i=1

n = r, vamos verificd-la paran = r + 1. De (2.13a) vem

D TR ) VN VIS S = P
S | E e
lu”f'+1 i=1 Mi :u”f'+1 i=1 IU’Z

ToAr T Nie R - VR SRR D Y
_ To Ly M WOH i—1 L Hr - i—1
lu”f'+1 i=1 IU’Z /’L7’+1 i=1 Mi :u”f'+1 M7’ i=1 Mi

r+1 T r
Aic1 | M Aic1 Wy Ai—1
= T + T - 0
g i Hr+1 g i Hr+1 Lljl i
- r+1 )\if]_
= T
i=1 M

Dessa forma, a expressdao estd verificada para todo n > 1. Para calcular 7
impomos a condi¢cdo da soma das probabilidades igual a 1. Temos entéo,

Ty = {1+;H -

i=1

}71 , (2.14)

que serd vdlida se, e s6 se, a série acima convergir. Em sendo esse o caso, o
processo de nascimento e morte tem distribui¢do estaciondria dada por:
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"
™ =m] ] ;.1 n>1, (2.15)
i=1 v

onde 7 é dada por (2.14).

2.6.1 Resultados para a fila M/M/c

Vamos adaptar as taxas A\, e p, para o caso da fila M/M/c. Teremos
Un =cCi para n>c, p, =npu para 1 <n <c e ainda A\, = A, Vn >0. A
condi¢do para existéncia da distribui¢cdo estaciondria torna-se entao

o n+l i c—1 NG 00 \n
{; ];11: i <m}@{;nlu7’+;m<m}@

)\c S )\nfc )\
& { > < oo} & {— < 1}.
C! MC p cn—c Mn—c cp

A condigdo € similar aquela obtida para a fila M/M/1. Definimos p = \/cp,
mantendo inclusive a mesma interpretagao, isto é, p € a intensidade de trafego. A
condicdo p < 1 indica que, por unidade de tempo, a taxa total de servico
disponivel precisa ser maior que a taxa média de chegada.

Usando as expressoes (2.14) e (2.15), obtemos, apds alguma algebra,

c—1 .
A" ¢ cp -1
WO_{Zn!u”—i—c!,uc (cu—/\)} ’

n=0
A"
n!unﬂ_o ,1§TL<C;
Ty = A"
Cnfcc!’un o , N 2 C.

Comegamos o célculo das medidas de desempenho por L, para, depois,
obter L através da férmula de Little. Ao comecar por L,, nés evitamos ter que
trabalhar com as diferentes expressdes de 7,, 0 que seria feito no caso de calcular
L diretamente pela defini¢do de valor esperado.
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00 o P
Ly = 2 (n—c)m, = ; (n— )cn—(' el un
)\c 0 )\nfc )\c o
— _ — kot =
C'/,LC 0 ; (n )cn—cﬂn—r C' Mr 7o ; p
A¢ - _ A¢ = d
=clr Oka‘pkl=c'( Opz_ppk:

A¢ 12
= Wop(—> )
c! pe 1—p

onde admitimos valida a troca de ordem entre somatoria e derivada. Assim,

_ (Mp)* A p -
L= ((c— D! (cp — )\)2) 0

Partindo de L, obtemos W, e dai W e L. As expressdes sao:

_ Ly A/
We=73= <(c—1)! (c,u—)\)2>7r0’

1 1 A/ ) p
W=ptWe= o <<c—1>! <cu—A>2>”°’
w2 A/ A p
L=AlW=" (<c—1>!<cu—x>2)“‘

As distribuicdes do tempo de espera na fila e no sistema podem ser
obtidas de modo andlogo ao calculado para a fila M/M/1, se bem que com um
pouco mais de dificuldade algébrica.

2.6.2 Resultados para a fila M/M/c/K

As taxas de servigo serdo idénticas aquelas do modelo M/M/c, porém as
taxas de chegadas se modificardo uma vez que o sistema nfo aceita mais de K na
fila de espera. Teremos, entdo,
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_Jnp ,0<n<ec . \ = A LO0<n<K+ec¢
Fon = cl ,n>c "T10 ,n>K+c

e a distribui¢do estacionaria serd dada por :

/\n,
im0 ,1<n<c;
T = A"
C7L7(:CIM7L ™0 s CSTLSK+C
Note que o espaco de estados estd restrito a 0,1,2, ..., K + c. Vamos usar,

novamente, que a soma das probabilidades deve ser igual a 1 para calcular a
expressao de my. Dessa forma,

K+c )\n K+c )\n
E Ty = E 0 + E — Ty — 1,
l n n—c »| n
=0 n: u —c C Cc: U

e, dependendo de p ser igual ou diferente de 1 temos duas expressdes distintas
para my. Como a determinacdo de 7y s6 envolve somas finitas, ndo hd necessidade
de condig¢des adicionais para a convergéncia da somatéria e, assim, p = \/cpu
ndo precisa ser menor que 1 nesse caso.

c—1 -1
)\Tl )\(‘,
( C!_M(K_C+1)) ,le;

| n
o azo A
o c—1 e -1
A" A 1—(N/ep)K+el
< =0 TL!'LLn’ + C!‘LLC 1—)\/(;/1 5 p # 1 .

Passamos agora a calcular o nimero médio de usudrios na fila.

K+c K+c P
Lq = ; (TL - C =To Z cn—«: cl un -
)\c+1 K+c )\nfcfl
=0 et 2T O et e =
et pas K d m
ool Zmp Ty e pett apf =
C' C 'uc+ m= C! ¢ 'LLC+ m=1 dp
Act Z At g (p(l —pK)>
=T - 5
et dp 4 “eleptt dp\ 1—p

m=
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finalmente obtemos ,

L= s (1_pK_KpK(1_p))

e pett (1—p)?

Para obter outras medidas de desempenho aplicando as férmulas de Little na fila
M/M/c/K, precisamos obter a taxa efetiva de entrada. Note que algumas chegadas
podem ser "perdidas" pelo sistema por ndo haver mais espaco na sala de espera
(em inglés essa situacdo € referida como o usudrio tendo overflowed o sistema). A
probabilidade do sistema permitir entradas € 1 — 7y . €, assim, a taxa (efetiva) de
entradas serd \' = A (1 — mg.). A partir de L, calculado acima, podemos obter
sucessivamente W,, W e L como fizemos para a fila M/M/c . Para tanto, devemos
apenas substituir A (da férmula de Little) por A'. Para outras medidas de
desempenho e variantes da M/M/1, o leitor pode consultar Gross & Harris [1985].

2.7 Exemplos de fluxos em filas
2.7.1 Fluxos na fila M/M/1/0

Vamos descrever os varios processos que caracterizam o movimento dos
fregueses nessa fila. O modelo estudado aqui poderia representar o
comportamento de um telefone simples em que, ou a ligacdo é completada ou
obtem-se o sinal de ocupado.

Na fila M/M/1/0, quando uma chegada encontra o servidor ocupado, ela
sai imediatamente sem receber nenhum servico e € considerada perdida para o
sistema. A disciplina de atendimento € FCFS. Vamos explicitar nossa
nomenclatura para os diversos fluxos envolvidos de modo a evitar equivocos de
interpretacdo. O fluxo de chegada compreende os fregueses, que buscam o sistema
para servigo, sendo ou ndo atendidos. O fluxo de entrada (input) é a parte das
chegadas que efetivamente entra no sistema. O fluxo overflow é a parte das
chegadas que foram impedidas de entrar no sistema. Os fregueses que deixam o
sistema apds serem servidos formam o fluxo de saida (output). O fluxo de partida
serd a jungdo das saidas e do overflow. Note que na fila M/M/1, discutida na se¢io
2.1, as chegadas e entradas representam o mesmo fluxo, o mesmo acontecendo
com as partidas e saidas. A figura 2.6 representa a fila M/M/1/0 e os vérios fluxos
existentes.
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Overflow

Partidas

Chegadas Poisson , K=0  Entradas _

LLLL

Servigo
Exponencial

Figura 2.6: Fila M/M/1/0

Seja N (¢) o nimero de fregueses no sistema no instante ¢. Nao € dificil
verificar que {N(¢); ¢ > 0} é um processo de Markov com espago de estados
{0, 1}. O gerador infinitesimal é

A= [ - A ] ,
H — K
e a distribui¢ao estaciondria é dada por my = p1/ (A + p) e mp = A/(A + p). Pode-
se verificar que N (t) é um processo reversivel e, dessa forma, como as chegadas
formam um processo de Poisson, o processo de partida serd também Poisson.

Para estudar os fluxos de saida e overflow vamos considerar o estado do
sistema nos instantes de partida. Sejam Tg, 77,75, ..., 0s sucessivos instantes de
partida do sistema. Denotamos por X, o ndmero de usudrios no sistema
imediatamente apds T),, isto é, X,, = N (7). O processo estocdstico definido por

(X, T) = {(X,,,T,,); n > 0} é um processo de renovagio Markoviano com estados
{O, 1} e nucleo, na forma de transformadas de L-S, dado por:

)\,U, )\2
O(s) = | OFoI0FuFs) - Hs)0tits)
Octits) (peaEe)

A matriz da cadeia de Markov imersa € obtida avaliando-se @(s) ems=0.A
distribuicdo estaciondria coincide com aquela do processo de Markov a pardmetro
continuo.

Para obter os processos de saida e overflow, vamos utilizar a técnica de
filtragem de processos de renovacdo Markoviano (ver Cinlar [1975]). Dessa
forma, iniciando com o processo de partida filtramos os estados correspondentes
aos processos de saida e de overflow. Pela simplicidade do nosso modelo, a
técnica de filtragem, nesse caso, serd similar ao cdlculo do tempo de primeiro
retorno a um estado em cadeias de Markov.
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O nucleo @(s) pode ser dividido em blocos representando os estados apos
uma saida ou overflow. Em geral, os blocos sdo matrizes quadradas cujos
elementos representam as transicdes em uma etapa entre os conjuntos de estados.
O caso atual é mais simples e as matrizes se reduzem a escalares, uma vez que
temos o estado {0} correspondendo a uma saida enquanto que o estado {1} indica
a ocorréncia de overflow. As caracteristicas de transi¢do do processo ficam
mantidas apds a filtragem e cada um dos processos resultantes serd também um
processo de renovacdo Markoviano num sub-conjunto do espago de estados
inicial. Assim a saida e o overflow serdo processos de renovagdo Markovianos
com apenas um estado, ou seja, serdo processos de renovagdo. Definimos F o(s)e
F,,(s)como as transformadas LS da fungdo de distribui¢do do intervalo entre
saidas e entre overflows, respectivamente. Podemos verificar que valem

~ B AL
Folo) = im0 tass T

Fore s 2 ) o
A+s)A+p+s) )\—i-u—i-s) A+p+s)’

n=0
A
Ctnts)
I Al n A2
"o it 2;((A+s)(A+u+s)> A1)+ pt9)

n

Fm,(s) =

Apés efetuar as operagdes indicadas, obtemos:

~ B )\/,L )

Pl = v s’

- B A(A+s)

Fouls) = A+s)A+p+s)—Au

Temos aqui um exemplo em que a superposicdo de dois processos de
renovagao (saidas e overflow) da origem a um processo de Poisson (partidas). E
interessante notar que os processos de saida e de overflow nao sdo processos de
Poisson seja qual for a escolha dos pardmetros A e p (positivos). Da teoria de
processos estocdsticos, uma proposicdo conhecida e importante assinala que a
superposi¢ao de dois processos de renovacdo independentes produz um processo
de Poisson se, e somente se, esses processos sdo ambos Poisson. O resultado
apresentado aqui, aparentemente, contradiz essa proposicdo. A questdo se
esclarece, observando que os processos de saida e de overflow ndo sdo processos
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independentes. A correlagdo assintdtica entre eles € apresentada em Disney &
Kiessler [1987].

2.7.2 Fluxos na fila M/M/1 com Bernoulli feedback

O modelo que vamos estudar consiste numa fila M/M/1 em que os
usudrios, apds receberem atendimento, podem voltar a fila, com probabilidade p,
para receber um novo servigo ou partir (sair de vez) do sistema com probabilidade
q = 1 — p. Admitimos p < 1de modo a permitir que o usudrio saia do sistema em
algum momento. Temos, assim, a cada fim de servigo, a repeticdo da decisdo de
receber mais servico ou ndo e, dessa forma, um usudrio pode efetuar vdarios
retornos antes de deixar o sistema. Mantivemos o termo inglés feedback pois ele
ja estd incorporado a lingua portuguesa com o mesmo sentido da palavra original.
A denominagdo Bernoulli feedback vem do fato de que a decisdo de retornar ou
ndo para mais um servico se dd, independentemente do estado do sistema e do
passado do fregués, com distribui¢do Bernoulli. Modelos de filas com feedback
originaram-se de sistemas de producdo, em que pecas com defeitos ndo passavam
pelo controle de qualidade e eram enviadas de volta a linha de produ¢do. No nosso
estudo vamos admitir que o usudrio retorna instantaneamente ao final da fila (se
ela existir). A figura 2.7 apresenta esse modelo.

Seja N(t) o nimero de usudrios no instante ¢. Tendo em vista que a
ocorréncia de feedback nao altera o ndimero no sistema (ele sai e imediatamente
retorna), vamos introduzir uma nova varidvel Y (¢), com valores 0 ou 1, trocando
de valor a cada ocorréncia de um feedback. Essa varidvel, de auxilio a modelagem,
¢ denominada na literatura de varidvel flip-flop. Dessa forma, o processo definido
por (N,Y)={(N(t),Y(t)); t >0}, com espago de estados N x {0,1}, serd
Markoviano.

Feedback

4 Ap
Chegadas Pgisson yK=oo, Entradas @ Saidas |  Partidas
' ' W V

Figura 2.7: Fila M/M/1 com Bernoulli feedback

O Y
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Com o intuito de aliviar a representacdo do gerador infinitesimal, vamos

criar blocos de estados denotando os conjuntos {(0,0),(1,0),(2,0)

U

{(0,1),(1,1),(2,1),... } por [0] e [1], respectivamente. O gerador torna-se entdo

A

_ | Aa
= |

Ap
Ay

J

com A 4 e Ap duas matrizes quadradas de dimensao infinita dadas por

[ — A
qp
0

Ap

A
—(A+p)

qp
0

O O O O

0
A
—(A+p
qu
0
0 0
pr 0 0
0 pu O
0 0

bp

0

A 0 ...
_(A_i_M) A cee ’

0
0

A matriz A 4 representa as transi¢des entre blocos idénticos, ao passo que a matriz
Ap indica as transi¢des entre blocos diferentes.

Com a condi¢do p = \/qu < 1, a distribui¢@o estaciondria serd

TG =

2

1 ,
—(1=p)p’,jeNel=0,1.

Proposicao 2.8 Reversibilidade do processo (N, Y)

O processo (N, Y) é um processo de Markov reversivel.

demonstracao:

As equacdes de balanco detalhado sdo as seguintes:



44 Capitulo 2: A Fila M/M/1 e suas variantes

1) 70,0)M0,0),(1,0) = T(1.0)Aw0.00)

(i1) 7T(o,1)A(0,1), 1€y = 7T(1,1)A(1,1),(0,1) N

(1) (.0 A0y, h-1.0) = T(h=1,0)Ak-1.00k.0) » B > 2
(V) 7oAy, ¢-11) = Tr—1,n) M- » k> 25
) 7(k0) Moy, k1) = Ty Aoy » B > 2.

Utilizando a distribuicd@o estaciondria e o gerador, a verificacdo dessas equacdes é
imediata e a proposicao fica demonstrada.[]

Comentario: Uma consequéncia importante da reversibilidade é a caracterizacéo
do processo de partida como sendo Poisson, uma vez que as chegadas formam um
processo de Poisson. A verificacdo desse fato segue a mesma argumentacio
utilizada na secdo 2.5.

Os processos de saida e de feedback do modelo M/M/1 com Bernoulli
feedback foram estudados em Hunter [1985] (ver também Disney & Kiessler
[1987]) e sdo processos de renovagdo Markovianos com espago de estados
{0,1,2,...} paraasaidae {1,2,...} para o feedback. Da teoria dos processos de
renovacdo Markovianos, a distribui¢do do intervalo entre ocorréncias sucessivas
pode ser obtida através do produto I7Q)(t)e onde I é a distribuicdo estaciondria,
Q(t) é o niicleo e e é um vetor coluna de 1's. Com a mesma notagdo, a distribui¢do
de dois intervalos consecutivos é dada por I71Q(t1)Q(t2)e. Nao vamos apresentar
todo o célculo efetuado, mas apenas as expressoes finais para as distribuicdes de
um e a conjunta de dois intervalos para os dois processos. O leitor interessado
poderd consultar as referéncias ja mencionadas.

Para o processo de saida, temos

i P VR |
F,)=1—-——¢¢ " ———e " teR;;
w—A w—A
_q(1—p) A1 oA
Fo(tl,tg) = (1 — pq) (1 e )(1 (& ) +
+p6_)\t2(€_utl . 6_)\]‘1)(1 . e—/LtQ)} +
a0 _ppq> (1—e )1 —e M), ty,t, € R,

Para ser um processo de renovagdo, serd necessdrio (mas ndo suficiente)
que intervalos consecutivos sejam independentes. Assim, impondo que a conjunta
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de dois intervalos seja o produto das marginais, a seguinte condi¢do precisa ser
satisfeita:

Ae’”2 — &67“@ +pe Wt — paraVit, € R, .

mw—A W= A
Assim, para 0 < p < 1, essa condicao € satisfeita somente se p = 0. Nesse caso, a
fila se torna uma M/M/1 sem feedback e ja sabemos que seu processo de partida é
de renovacdo (de fato um processo de Poisson). Concluimos entdo que, para
0 < p < 1, o processo de saida nunca serd um processo de renovacao.

Vamos considerar agora o processo de feedback. As transformadas da

distribuicdo de um intervalo e a conjunta de dois intervalos consecutivos sio
dadas por:

_ _up ~pgs(1=p)(1—w)
Ff(s)_up+s{1 (up+s)(A—Aw+S)}7

onde U’:%{Aﬂﬂrs— [(A+u+8)2—4uqr/2};

N B (up)* -
Fy(s1,80) = (up + s1)(up + s2) {1

pgsi(1—p)(1 — wy) pgs2(1 — p)(1 — wy)

(up+s1) (A —Awy +51)  (up+ 82) (A — Aws + 59)

s182(1 — p)wiwsy }
(1 — pwywa)(A — Awy + 51) (A — Awy + s2)

+

com w; € wy sendo a expressdo w com s substituido por s; e s9, respectivamente.

Impondo-se, como antes, que a conjunta de dois intervalos seja igual ao
produto das marginais, pode-se demonstrar que o processo feedback nao tem
intervalos consecutivos independentes e, assim, ndo pode ser um processo de
renovagao.

Concluindo, para o modelo M/M/1 com Bernoulli feedback, o processo de
saida nunca € de renovagdo (a menos que nio exista feedback) e, quando separado
por uma varidvel de Bernoulli independente, produz um processo de Poisson (o
processo de partida) e um outro processo que nunca serd de renovagao (0 processo
feedback). Outras relacdes entre os processos de entrada e saida e entre os
processos de chegada e partida podem ser encontradas nas referéncias citadas
acima.
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2.8 EXERCICIOS

Virios dos exercicios propostos sdo adaptacdes de exemplos e exercicios
apresentados em Murdoch [1978] (exercicios 1-7 e 11), Allen [1990] (exercicio
8), Gross & Harris [1985] (exercicios 9 e 10) e Wolff [1989] (exercicio 12).

1) Fregueses chegam ao caixa de uma loja com uma taxa de 5 a cada 30 minutos.
O caixa atende cada fregués segundo uma distribui¢do exponencial com tempo
médio de 4.5 minutos. Admitindo um processo de Poisson para as chegadas,
pergunta-se:

a) Qual a expectativa do tempo para ser atendido pelo caixa?

b) Qual € a chance da fila exceder 5 clientes?

¢) Qual € a probabilidade de, num tempo qualquer, encontrar o caixa ocupado?

2) A que taxa deve trabalhar o unico funciondrio de uma fotocopiadora de modo a
assegurar que, com probabilidade 0.9, ninguém vai esperar mais de 12 minutos
pelo atendimento. Admita chegadas e servicos exponenciais, com uma taxa de
chegada de 15 clientes por hora.

3) As chegadas de clientes a um caixa eletronico se dao segundo um processo de
Poisson com taxa de 4 clientes por hora. O tempo médio de ocupacdo da maquina
¢ de 6 minutos (suponha exponencial). Calcule o tamanho médio da fila e a
probabilidade de haver mais de 4 pessoas esperando pelo servico.

4) Um mecanico esta sendo selecionado para consertar maquinas, cuja taxa de
quebra é de 3 por hora (ocorrendo num tempo aleatorio). Cada mdquina fora da
linha de producdo custa a companhia $5 por hora. Dois candidatos se
apresentaram para o emprego. O candidato A deseja receber $3 por hora e
promete consertar em média 4 maquinas por hora. O candidato B trabalhard a uma
taxa média de 6 mdquinas por hora e pede $6 por hora de servico. Admitindo que
o tempo de reparo tem distribui¢do exponencial para os dois candidatos, qual
deverd ser escolhido?

5) Navios chegam a um porto aleatoriamente e levam em média um dia para
descarregar (tempo exponencial). Considerando uma semana de trabalho de 5 dias
e 4 navios chegando por semana, qual serd a média e a distribui¢cdo do tempo total
de permanéncia neste porto?

6) Uma rede de fastfood tem como politica que o cliente deverd esperar, em
média, somente 2 minutos pelo seu pedido. Se os clientes chegam aleatoriamente
a uma taxa de 20 por hora, e o servico se realiza segundo uma distribui¢io
exponencial com média de 2.2 minutos, qual € o tempo real de espera? Qual
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deveria ser a média do tempo de servigco para satisfazer a politica prevista pela
companhia?

7) Uma clinica € procurada por uma média de 3 pacientes por hora. O médico de
plantdo leva 15 minutos, em média, em cada consulta. Admitindo-se chegadas e
tempo de consulta como tendo distribui¢cdo exponencial, pergunta-se:

a) Que proporcao do tempo, o médico esta sem paciente?

b) Quantos pacientes em média esperam por uma consulta?

¢) Qual € a probabilidade da fila para consulta ter mais de 3 pacientes?

d) Qual € o tempo médio que cada paciente permanece na clinica?

e) Qual € a probabilidade de um paciente esperar mais de 1 hora pela consulta?

8) Uma companhia tem um servigo de atendimento ao usudrio via telefone. Cada
linha tem um plantonista que atende didvidas, reclamag¢des e sugestdes dos
consumidores e, se todas as linhas estiverem ocupadas, o usudrio precisard ligar
de novo, pois o sistema nao da possibilidade de espera. Chegam em média 105
chamadas por hora que t€m duracdo média de 4 minutos. Vamos admitir que as
chegadas e a duragdo da chamada sigam a distribui¢do exponencial. Quantas
linhas precisam estar disponiveis para que a probabilidade de obter um sinal de
ocupado ndo seja superior a 0.005. Qual seria o desempenho se tivessemos 10
linhas?

9) Mostre que, com respeito ao tamanho médio no sistema, temos as seguintes
situagoes:

a) A fila M/M/1 € sempre melhor que a fila M/M/2, se ambas tem 0 mesmo p.

b) O sistema M/M/2 é sempre melhor que o sistema com duas filas M/M/1
independentes, cada uma recebendo metade das chegadas, desde que os dois
sistemas tenham a mesma taxa de servigo por servidor.

10) Mostre que, na fila M/M/2, a probabilidade de um servidor, escolhido ao
acaso, estar ocupado € A/2 .

11) Um processo de produgdo consiste de duas maquinas A e B, operando
sequencialmente. A saida da miquina A € Poisson com taxa de 4 por hora e a
maquina B processa cada item em tempo exponencial com taxa 5 por hora. O
sistema € considerado congestionado se mais de dois itens estdao esperando servigo
na maquina B.

a) Em regime estaciondrio, qual € a fracdo do tempo que o sistema estd
congestionado?

b) Suponha que a maquina A pdra de funcionar toda vez que o sistema estd
congestionado. Recalcule o item a) e compare as respostas.
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12) Verifique que, na fila M/M/1, o processo {N,(t):t > 0}, indicando o
nimero de usudrios esperando em fila, ndo € um processo de Markov.

13) No modelo M/M/c/0 a probabilidade estaciondria, de todos os servidores
estarem ocupados, é denominada férmula B de Erlang. Determine sua expressao.

14) Mostre, através de equivaléncia, que o processo de partidas da fila M/M/1/0 é
um processo de Poisson.

15) Determine o tempo médio entre overflows para a fila M/M/1/0.

16) Para a fila M/M/1 com Bernoulli feedback, determine o nicleo do processo de
renovacdo Markoviano imerso nos instantes de saidas.

17) Utilizando os resultados apresentados na se¢do 2.7 para o modelo M/M/1 com
Bernoulli feedback, determine os tempos médios entre saidas e entre feedbacks.
Para A = 1e p = 0.8, represente, num mesmo grifico, esses tempos médios em
funcdo de p ( a probabilidade de feedback).

18) Verifique se o nimero de usudrios na fila M/M/1/1 é um processo de Markov
reversivel.



Capitulo 3

A fila M/G/1 e suas variantes

3.1 Introducao

Vamos, neste capitulo, apresentar e discutir as principais propriedades da
fila M/G/1. Este modelo se diferencia daquele estudado no capitulo anterior pela
possibilidade do servigo se realizar de acordo com uma distribuicdo geral, sem
nenhuma propriedade especial, exceto a independéncia entre sucessivos servicos e
entre servicos e chegadas. Seguindo a notacdo apresentada no Capitulo 1, a fila
M/G/1 tem chegadas seguindo um processo de Poisson (M), sala de espera de
capacidade ilimitada, atendimento em ordem de chegada e um servidor com tempo
de servico S, o qual segue uma distribui¢do geral B.

Para caracterizar o estado da fila, seja N(¢) o nimero de clientes no
sistema no instante t. Precisamos de uma estrutura probabilistica para estudar esse
processo. Considere, por exemplo, que N (¢) = 2 para algum ¢. Isto é, o sistema
tem um cliente sendo atendido e um esperando na fila. Como serd a transi¢do do
processo N (t)? O tempo de espera para uma nova chegada, que levaria ao estado
3, € exponencial com parimetro A pela falta de memdria dessa distribuicdo.
Lembremos que o processo de chegadas é Poisson () e, assim, o intervalo entre
chegadas € exponencial. No entanto, o tempo para completar o servigo, que levaria
o processo ao estado 1, ndo pode ser determinado pois a distribuicdo ndo tem,
necessariamente, a propriedade de falta de mémoria. Dessa forma, a informacdo
disponivel de que N (t) = 2 ndo ¢ suficiente para determinar as probabilidades de
transicdo e, consequentemente, N (¢) ndo é um processo de Markov (como foi no
caso da fila M/M/1). A alternativa que vamos buscar é encontrar alguns pontos de
tempo especiais de tal forma que, a partir desses pontos, possamos ter idéia do
comportamento do sistema. Se olharmos o nimero de clientes nos instantes de
partida do sistema, evitaremos a dificuldade de tratar com partes do tempo de
servico. O processo que vamos trabalhar € chamado de processo imerso nos
instantes de partidas, que, aqui, € sindnimo de saidas.

Sejam Ty, 11,75, ... os sucessivos instantes de fim de servigo,
correspondendo as saidas da fila. Definimos X,, como o nimero de usudrios na
fila imediatamente apés T,, isto é, X, = N(T./). Podemos verificar que o

49
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processo estocdstico (X,7T") = {(X,,T,,);n > 0} é um processo de renovacao
Markoviano. A argumentacio € semelhante a utilizada na secdo 2.3. Note que
Xn — {Xn—l + 1- An s Xn—l 2 1; (31)
Ay , X1 =0,

onde A, é o nimero de chegadas durante o servico do n-ésimo cliente. Pela
expressao acima, X,, depende de X,,_; e de quantas chegadas ocorreram desde a
dltima saida, o que € funcdo de A e da duragdo do intervalo 7T, —T),_;. Esse
intervalo serd dependente apenas de X, ;. Se X,_; >0, esse tempo tem
distribuicdo B, correspondendo a um servico completado. Por outro lado, se
X,-1 =0, o intervalo entre saidas serd a soma do tempo de espera para uma
chegada com o tempo de servigo. Concluimos que o conhecimento de X, | é
suficiente para caracterizar a probabilidade de transigdo de (X, T') e, portanto, ele
é um processo de renovagdo Markoviano.

Vamos calcular os elementos da matriz Q)(¢), que representa o nicleo de
transicao desse processo. Temos dois casos a considerar:

caso 1: transicdo 0 — j, j> 0.
O seguinte evento deve ocorrer:
{(primeira chegada) + ( j chegadas antes do fim de servico) < t} .

Entdo,

.Y
Qo;(t) / / e ()\y)J'e ’ dB(y)ds,j> 0.

caso 2: transicdo i—j, j>i— 1, i> 0.
O evento sera:

{( tempo para j — ¢ + 1 chegadas antes do fim de servico ) < ¢ } .
Entdo,
t ()\y)jfzﬁrlef/\y

i = —B ,' ,'2'—1.

Para auxiliar a representac@o do niicleo, vamos definir duas fungdes g, (.) € h,(.),
com n > 0, da seguinte forma:

4 n,—A\y
t):/()\y)iledB(y),nzo;
0 n.
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Entdo,
ho(t) hi(t) ha(t) -
g) o) got) -
QEEy=1 0 g) a) |,
0 0w -

Para determinar a matriz de transi¢do da cadeia imersa, tomamos limite de ()
quando ¢ vai ao infinito. Note que, nesse caso, h, € g, tornam-se iguais. Temos
entao,

go g1 G2
go g1 92
P=10 g o
O 0 q0
o0 n,—\
com n = / MdB(y) ,n>0.
0 n.

A distribuicdo estaciondria da cadeia imersa nos instantes de partida
(representada com o superescrito d de departures) é a solugcdo do sistema de
equagdes I1¢ = IT?P e II%e = 1, que pode ser escrito da seguinte forma:

J p il
T =700+ 3 gi—je1 .1 =0,1,2,.3 (3.2a)
j=1

doml=1 (3.2b)
i=0

Exceto em casos especiais, a solucdo analitica do sistema acima nio tem uma
forma fechada. Solu¢des numéricas podem ser obtidas com o "adequado"
truncamento do espaco de estados. Com o objetivo de calcular algumas medidas
de desempenho, vamos obter a funcdo geradora de probabilidade da distribuicdo
estaciondria. Por definicdo, a funcao geradora é dada por
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D(2) = Z?T;i 2’ paralz| < 1.
=0

Para auxiliar o cédlculo, vamos também definir uma outra func¢do geradora, relativa
a probabilidade de ¢ chegadas durante um servi¢o. Temos,

o0

T (z) :Zgi 22| < 1.

=0

Multiplicando a expressdo (3.2a) por 2z’ e somando para i > 0, temos

0 i+1
i=0

o0 o
d i d i i d
E T2 = E 092 + E z E T Gi—j+1
=0 =1

i =0

=1 i=j5—-1
o0 o
®(z) = 7l (2) + —Z 7T;l E2 Z Giojy1 29Tt
= i=j1

entao,

mdT(2)(1 - 2) .

®(z) = Y(z) -z

(3.3)

Para obter a expressdo da funcdo geradora precisamos determinar 773. Para tal,
notamos que ®(1)=1 e T(1) =1, condi¢cdes que decorrem da soma de
probabilidades ser igual a 1. Com o valor de z substituido por 1, a expressdo para
®(z)d4 uma indetermina¢do do tipo 0 sobre 0. Dessa forma, serd necessario
aplicar a regra de L'Hopital, isto é, derivamos o numerador e o denominador do
lado direito de (3.3) e depois efetuamos a substitui¢do de z por 1. Temos

P
_mIT A =2+ TR (- 1]
1= T 1 . (3.4)

z
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onde Y'(z) = i i g; 2! e, portanto
A i ,—AY by i ,—AY
(1) = / (y) AB(y) = / (y) dB()

— / M dB(y) = / tdB(y) = X E(S).

0 0

Como antes, definimos a intensidade de tridfego do sistema como sendo
p = AE(S). Com a substitui¢do do valor de Y'(1)em (3.4) obtemos 7rg =1-—p
o que indica a existéncia de distribuicdo estaciondria se e s6 se p < 1. Entdo,

L-AE@) T A -2
T(z)— =z

D(2) = [ (3.5)

Pela defini¢do de T (z) temos ainda o seguinte resultado:

0 pYNY [Cele ] A i ,—Ay
o= [T ) = [T R )

i=0 i=0
= / e e dB(y) = B(\ — \2),
0

indicando que Y (z) pode ser escrita em fungfo da transformada de Laplace-
Stieltjes da distribuicdo do tempo de servigo. Apesar da utilidade deste resultado,
mantemos $(z) como dada pela expressdo (3.5), para ndo carregar a notagdo com
duas transformadas diferentes.

Utilizando as propriedades da fungdo geradora podemos obter os
momentos da distribui¢do (isto serd feito na préxima se¢do) e, em casos especiais,
através da inversdo da funcdo geradora, determinar as probabilidades
estaciondrias.

Exemplo 3.1: (Kleinrock [1975])

Considere a fila M/H,/1 onde a distribuicdo de servigo € uma hiper-
exponencial dada por:

Lyow 3 —2)¢

B(t)==-Xe "+ -2\ e ", t>0.

4 4

O servico nessa fila se comporta como se existissem dois servidores exponenciais

em paralelo com pardmetros A e 2}, onde A é também a taxa de chegada do
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processo de Poisson. A média do tempo de servico fica sendo E(S) =5/8)\ e
p = 5/8. Calculando a transformada de B(t), temos

B LA 3 2) TAs + 8\
B(s) == i _ r N
(s) 4()\+s)+4(2)\+3) AN+ s)(2X +s)’ comRe(s) > — A
Portanto,
_ B 8+ 7(1—-2)
TG =BO =) = e

Substituindo em (3.5), vem

O (3/8)(1—2)[8+T(1—2)]
D(z) = 8+7(1_2)_4z(2—2)(3_z).

Expandindo em fra¢des parciais, obtemos

3, 1/ 3/4
) =5 (1= 25y, T 1= (2/3)2)’

que ap0s inversao produz

3 9\n 9 ,2\n
n— 5alr oo\l o s = 71"" .
T 32(5) +32(3) n=0

A inversdao da funcdo geradora ndo foi dificil nesse caso, sendo uma simples
aplicacdo das tabelas de inversdo encontradas em vdrios textos (por exemplo,
Kleinrock [1975]).0

No comeco do capitulo, quando iniciamos o estudo do modelo M/G/1, foi
necessario escolher momentos especiais de observacao do sistema. Escolhemos os
instantes de fim de servico e uma questdo a ser indagada é, como relacionar a
distribuicdo estaciondria obtida, nesses instantes especiais, com a distribuicdo em
outros instantes? Por exemplo, o que dizer da distribui¢cdo em tempo continuo ou
imersa nos instantes de chegadas? O resultado Pasta (ver se¢do 2.2) pode ser
aplicado ao modelo M/G/1 e, portanto, a distribuicdo estaciondria vista por um
observador externo (tempo continuo) é igual aquela vista por um usudrio ao
chegar. A préxima proposi¢do relaciona essas distribui¢cdes com a distribuicio
imersa nos instantes de partida que foi obtida nesta sec¢ao.
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Proposicao 3.1:Igualdade entre distribuicdes estacionarias

No modelo M/G/1 vale a igualdade entre as distribui¢cdes estaciondrias em
tempo continuo e as imersas nos instantes de chegadas e partidas. Isto €,

=1"=I".
demonstracéo:

Tendo em vista que as chegadas formam um processo de Poisson, o
resultado Pasta implica I = II* e, assim, € suficiente provar a igualdade entre as
distribuicdes estaciondrias imersas nos instantes de chegada e partida. Vamos
admitir a existéncia do limite das respectivas distribuicdes e também que
N(0) = 0 (no instante zero o sistema estd vazio). Como precisamos trabalhar com
vérios instantes de tempo, introduzimos uma notac¢do mais detalhada. Sejam T o
instante da n-ésima chegada e T oinstante da n-ésima safda. Definimos
N? = N(T%") e N¢= N(T™), ou seja, N® e N? sdo, respectivamente, o
nimero no sistema imediatamente antes de T e aps 17°.

Vamos verificar que {N¢_, ., < k} & {N? < k}:

AN <k} = N} < kb

Devemos mostrar que, se o nimero de usudrios no sistema em 79 for
menor ou igual a k, entdo o (n + k + 1)-ésimo usudrio ao chegar encontra no
maximo k no sistema.

Suponha que N? = j , (5 < k). Portanto, existem (n + j) chegadas antes

do instante T¢. O usudrio que chega em T precisa encontrar no miximo j

n+j+1
presentes no sistema (o0 maximo j acontece quando o primeiro evento apés T é
uma chegada). Assim, N/ it < 7. Oresultado se verifica tomando j = k.

.. L d .

”) {N,,(Z+k+1 < k} = {Nn < k}?

Devemos verificar que, se o nimero de usudrios em S for menor ou
igual a k, entdo o n-€simo usudrio ao sair deixa no maximo k usudrios presentes.

Suponha que Ny, ., =j ,(j < k). Precedendo o instante de chegada
Ty, 141> €xistiram um total de n + k chegadas das quais j ainda estdo no sistema e
portanto (n + k — j) usudrios jd partiram. Isto &, T;f hej ¢ o ultimo instante de

1 a . d , L. .
partida precedendo T} g1 Assim, Ny +k—; Serd no maximo a diferenca entre

(n+k)e (n+k—j)e temos entdo fo+k_j

). Tomando j =k, temos N’ <k e a

< 7 (0o maximo aqui corresponde a

d+
nenhuma chegada entre 7T} Th—jC

implicac¢do estd demonstrada.

a—
n+k+1
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Portanto, vale a igualdade entre os eventos {N¢ , ., <k} e {N? < k}.
Aplicando probabilidade e passando ao limite temos, para todo & > 0:

P(N?+k+1 < k) = P(N,;l < k)

T

lim P(N%, ., < k) =lim P(N? < k)

n
n—oo

lim P(N® < k) = lim P(N? < k)

lim P(N(T%") < k) = lim P(N(T") < k)

Supondo que a distribui¢do limite coincide com a distribui¢do estaciondria,
concluimos que 7} = 7r,‘€l , para todo k£ > 0, e a proposig¢do estd provada.[]

Comentario: A prova acima é uma adapta¢do daquela apresentada em Cooper
[1981] e € vdlida para outros modelos cujas transicdes de estado sdo saltos de
tamanho 1 para mais ou menos.

3.2 Medidas de Desempenho

Vamos calcular algumas medidas de desempenho para o modelo M/G/1.
Inicialmente, notamos que as férmulas de Little continuam vélidas e vamos
utiliz4-las para deduzir alguns resultados.

O valor esperado do nimero de usudrios no sistema, nos instantes
imediatamente apds uma partida, pode ser calculado através da funcio geradora de
probabilidades, dada pela expressdo (3.5). Temos,

L=9%(2),_, = (1—p)

_
(Y(z) — 2)?

{(T(Z) —2)[T' () L -2 =T = T() A - 2)(T(2) - 1)}

z=1
A expressdo acima produz uma indeterminac¢do quando z = 1 e vamos usar a regra
de L'Hopital, que nesse caso requer duas derivacdes. Temos,

1
(T(z) — 2)(T'(z) — 1)

L=3 (L—p)

{(T(Z) = 2)[T"(2) (1 = 2) = 2Y'(2)] = Y(2) (1 — Z)T”(Z)}

z=1
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1
C2[(Y(2) — 1)(X(2) — 1) + (Y(2) — 2)X/(2)]

{(T'(Z) = DIT"(2) (1 = 2) = 2T ()] + [T"(2) (1 = 2) = 3Y"(2)]

(L—p)

(T(z)—2) = [Y'(2) A —2)Y"(2)] + T()Y"(z) — T(2) 1 — z)T”'(z)}

z=1
Substituindo z por 1 e lembrando que Y(1) = 1¢e Y'(1) = p vem
20 —p)p+Y"(D)]

21— p)

Falta ainda determinar o valor de Y (1):

I =

Y'W) = i(i—1)g 22 =) i(i—1)g =
=0 2=1 =0

0o 0 i ,—A\y
_ / S ii-1) Ly;'e dB(y) = p* + N0,
0 .

=0
onde a?g € a variancia do tempo de servico .S. Finalmente obtemos
p?+ Aol
2(1 - p)
A expressdo acima é conhecida como férmula de Pollaczek-Khintchine.
Antes de deduzir outras medidas de desempenho, vamos calcular

novamente a expressdo de L utilizando um argumento direto. Com o uso de uma
varidvel auxiliar U, reescrevemos (3.1) em uma sé equacdo da seguinte forma:

L=p+ (3.6)

Xn = Xn—l + Un—l - An (37)
o 1 s Xn—l 2 1’
com U,.1= {0 X, =0

Em regime estaciondrio, F(X,,) = F(X,_1) = L e portanto podemos desprezar o
subescrito n, considerando as quantidades envolvidas como referentes a um
usudrio genérico do sistema. A aplicacdo do valor esperado nos dois lados de (3.7)
fornece
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L=L-EU, 1)+ E(A,) = EU,1)= E(A,) = E(4),

onde A representa o nimero de chegadas durante a realizacdo de um servico
(genérico). Relembrando que .S denota o tempo de servicoe utilizando o cédlculo
de Y'(1) desenvolvido na secdo 3.1, temos

/ E(A|S = t)dB(t /mi (Ayy Y AB(t) = \E(S) .

=0
Elevando ao quadrado os dois lados de (3.7), vem
X721 = X721 Un 1 + Ai 1 + 2(X71,—1An—1 - Xn—lUn—l - An—lUn—l)-

Vamos aplicar valor esperado nos dois lados da igualdade acima. Para tal, note
que,em regime estaciondrio, E(X?2) = F(X? |) e, como decorréncia da
defini¢do de U, vale U; 2 4, =Uy-1 ¢ X,,_1U,—1 = X,,_1. Utilizaremos ainda a
independéncia entre A, ; e X, 1, uma vez que as chegadas ndao dependem do
estado do sistema. Da mesma forma, A, ; e U,_1 s@o independentes. Entdo

0=E(U; )+ E(A}_)+2B(X, 1A, 1 — Xp Uy — Ay 1 Uy )
0= B(Un1) + B(AL ) + 2[E(X-1) E(Ay1) —

E(Xy-1) = E(Ay-1) E(Up-1)]
0=p+E(AL_y) +2[Lp— L —p(1l—p)].

Removendo o subescrito (por estarmos em regime estaciondrio),
precisamos obter o valor de E(A?) para completar o célculo da férmula de
Pollaczek-Khintchine (ja apresentada em (3.6)). Como A representa o nimero de
chegadas durante um servigo genérico (médio), temos

E(A?) = Var(A) + E*(A)
= E[Var(A|S)] + Var[E(A|S)] + E*(A)
= E(\S) + Var(\S) + p*
=p+ \0o%+pt
Conhecendo a expressdo de L dada por (3.6), podemos aplicar a férmula

de Little para obter a média do tempo de permanéncia no sistema. Assim, de
L = AW, temos,
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pE(S) + Ao

W =E(S)+ (3.8)
S50
Ainda pelas férmulas de Litte segue que:
pE(S)+ )Xot
W,=——"—"—= (3.9)
T 21— p)
2 2 2
p°+ Aoy
L,=— 2= (3.10)
T 21— p)

Exemplo 3.2:

No exemplo 3.1 calculamos a distribuicdo estaciondria da fila M/H/1.
Vamos calcular agora algumas medidas de desempenho. Inicialmente da
distribui¢do do tempo de servi¢o vem o% = 31/(64A?). Entdo, de (3.6) obtemos
L =1.79 o qual, quando comparado com o valor 1.66 da M/M/1 com mesmo p,
indica um pequeno acréscimo no nimero médio de usudrios presentes no sistema.
A razdo do acréscimo se deve ao aumento do coeficiente de variagdo do tempo de
servico de 1, da exponencial, para 31/25 no caso da hiperexponencial. Outras
medidas de desempenho podem ser calculadas sem dificuldade.[]

N

Devido a complexidade de calculo, nio vamos apresentar outros
resultados sobre medidas de desempenho. Em particular, o cdlculo da fungdo de
distribuicdo do tempo de espera é bem mais complicado nesse caso pois envolve a
distribuicdo do tempo de servico residual. Lembramos que esse € o tempo gasto
pelo servidor para completar o servico daquele usudrio, que estd sendo atendido
no instante da chegada do usudrio tipico. Para esse e outros resultados, o leitor
interessado podera consultar Gross & Harris [1985] ou Cooper [1981].

3.3 O modelo M/G/1/K

Vamos considerar nesta se¢do a restricdo na capacidade de espera. Na
notagdo do Capitulo 1, K indica o nimero de usudrios que podem estar na fila,
esperando por servico. Como antes, 0s usudrios que ndo conseguem entrar no
sistema s@o perdidos e constituem o fluxo de overflow do modelo. Um processo de
renovacdo Markoviano imerso nos instantes de saida serd usado como estrutura de
andlise dessa fila. Note que, apesar do modelo permitir que K + 1usudrios
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estejam presentes, ao observarmos O nimero no sisttma em momentos
imediatamente apds uma saida, nunca teremos K + 1 fregueses nesses instantes.
Conforme ja fizemos na secdo 2.6 do capitulo anterior, precisamos chamar a
atencdo para a distin¢do entre saidas e partidas. As saidas sdo o fluxo que passa
pelo servigo, enquanto que as partidas sdo a superposicdo das saidas e do
overflow.

Seja (X°,T°) = {(X2.T?);n > 0} o processo de renovac¢do Markoviano,
com espago de estados {0, 1, 2, ..., K}, representando o nimero no sistema nos
instantes imediatamente ap6s uma saida (onde o superescrito o se refere a palavra
em inglés output). Apresentamos, a seguir, o nicleo de transicdo do processo, em
que a ultima coluna incorpora todas as probabilidades de chegadas que encontram
o0 sistema na sua capacidade total.

h()(t) hl (t) hQ (t) ce hK—l (t) h;( (t)
9o(t) gi(t) go(t) - gra(t)  gx(?)
Q°(t) = 8 go(()t) 9}.(75) gK—:2(t) gKle (t) . 321
0 0 0w a0 |

onde as expressdes de g, € hy, ja apresentadas na se¢do 3.1, sdo

t =AY

(Ay)e” ¥

g’!l(t) = / | dB(y) ’ n Z O’
0 n.

t
hn(t) = / Xe Mg, (t—y)dy,n >0,
0

e, ainda,

ga(t) = igxt),

representam a chegada de pelo menos n usudrios ao sistema. Tomando o limite de
Q°(t), quando t vai ao infinito, obtemos a cadeia imersa
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90 91 92 -+ JkK-1 9k

go 91 92 - Gk-1 9k

0 g 91 - Gg_o Yk
pP= : K=2  JK-1 1

0 0 - Do

0 0 0 90 g9 |

onde, como antes, g,, ¢ dada por

% () -y
%:/‘Lﬁg;ﬂw@%nzm
0 n:

o0
e, também, g = g gi -
i=n

A distribuicdo estaciondria, representada por I7°, é obtida resolvendo o
sistema de equagdes:

i+1
w0 =mgi+ Smgi .0 =0, 1,2,..K — 1 (3.11a)
j=1

K
» =1, (3.11b)
i=1

onde desprezamos a ultima coluna de I71° = II° P. As K equagdes de (3.11a)
coincidem com as K primeiras equacdes de (3.2a) e assim a solug@o aqui serd
proporcional a obtida naquele sistema.

Admitindo que I7° foi determinado, vamos estudar as relacdes entre as
distribuicdes estaciondrias imersas em vdrios instantes. Lembramos que, devido a
capacidade limitada da sala de espera, precisamos distinguir entre chegadas, que
receberdo servigo (chamadas aqui de entradas), daquelas que fardo o overflow ao
sistema e ndo receberdo atendimento. Sejam II¢ e II' as distribuicdes
estaciondrias imersas, respectivamente, nos instantes imediatamente anteriores as
chegadas e entradas e, como antes, seja I a distribuicdo estaciondria em tempo
continuo.

A mesma demonstracdo, utilizada na proposi¢do 3.1, poderia ser adaptada
para provar a igualdade entre as distribuicdes estaciondrias imersas nos instantes
de entrada e de saida. Assim, vamos admitir 17" = I7°.
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Como o modelo M/G/1/K tem chegadas Poisson, segue do resultado Pasta
que I7* = II. Note que, como os processos de chegada e entrada t&ém espagos de
estados diferentes, precisamos necessariamente ter [7 ¢ = II°. Entretanto, todo
instante de entrada é também um instante de chegada e assim podemos estabelecer
uma relagdo de proporcionalidade entre elas. Temos

a __ i 0 —
m,=cm,=cm,,n=01,.. K,

restando determinar 7%, € ¢ como fung@o do vetor I7°.
Em equilibrio e por unidade de tempo, precisamos ter a taxa efetiva de
chegadas igual a taxa efetiva de partidas. Ou seja,

1— g
AL = 7mgey) = E(S)O ;

_ ]__ a _ 1_ o
ntio o pm(om) _p-(-em)
P P

Determinamos ¢ impondo que a soma das probabilidades seja 1:

K+1
(1- 1
Eﬂ_1:>CE7T+ CWO):1:>c:o .
P T+ p
Finalmente,
o _ )
R n=0,12,.. K;
D TP S
_7r8+p n=HK+1

Obtemos assim, em funcdo de II°, as expressoes para as distribui¢des
estaciondrias em varios instantes do tempo.

3.4 Fluxo de usuarios em modelos M/G/1 e variantes

Nesta se¢do vamos caracterizar o processo de saida para alguns modelos
da familia M/G/1. A estrutura de andlise e notagdo serdo a mesma das secdes
anteriores, isto €, chegadas formam um processo de Poisson com pardmetro A, o
tempo de servigo tem distribuicdo B e, exceto quando mencionado, a disciplina de
servico € em ordem de chegada (FCFS). Com X representando o nimero no
sistema imediatamente apds o instante de saida 7¢, vamos considerar o processo
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de renovacdo Markoviano (X°,7°) = {(X9,7¢);n >0}. A distribui¢do
estaciondria da cadeia imersa no nicleo Q°(t) é dada por I1° = (7§, n{,---). Note
que, no caso de sala de espera infinita, as saidas e partidas coincidem.

Para n > 1, denotamos por D, a duracdo do intervalo entre saidas
sucessivas, ou seja, D, =T7 —T?_,. Desejamos estudar as caracteristicas do
processo de saida formado pela sequéncia {D,,;;n > 1}. Em regime estaciondrio a
distribui¢@o entre saidas é calculada pelo produto I7°Q°(t)e e seré representada
por F,(t), onde sua transformada de Laplace-Stieltjes é dada por

Fy(s) = (778

e +1—778>B(s). (3.12)

Uma condi¢do necessdria (que ndo € suficiente) para o processo de saida
ser de renovagdo é que exista independéncia entre o estado da fila e o intervalo
entre saidas. Isto €, para todo estado k e etapa n, vale:

P(X? =k|D, <t)=mg, comn,k > 0. (3.13)

Observe que D, depende somente de X, ;. Se este € zero, D, serd a
soma dos tempos de chegada e servigo. Por outro lado, se X° , > 0, D,, serd
apenas o tempo de servigo. Dessa forma, a independéncia entre X! e D,
equivalente a independéncia entre D,, € D, ;.

Em regime estaciondrio e pela defini¢do de Q°(¢), temos

[H"Q"(t)]k P(X% = k|D, < t)F,(t),¥n > 0.
Utilizando a nota¢do apresentada no fnicio do capitulo para o niicleo de transi¢io

e com o uso da condi¢do (3.13), a expressdo acima com k =0 e 1, pode ser
escrita (no espaco das transformadas LS) como

70 ho(s) + 70 Go(s) = 73 Fo(s), para k = 0;

70 h1(s) + 70 Gy (s) + 79 Go(s) = 78 Fo(s), para k = 1.
Apds alguma dlgebra, essas condigdes tornam-se respectivamente iguais a:

(WOAA +7r1>B()\+s) - wg(wgk%s +1 —ﬂ[‘j)B(s); (3.14)
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o A 0\ D oD o o A 0\
- /\(71'0)\—_’_8 + ﬂ'l)B/()\ +5) + 9B\ + 5) = 7} (7T0)\—_~_S +1- TO)B(S), (3.15)

onde B/()\ + 5) denota a derivada de B(\ + s) em relagdo a s. Essas condicdes
serdo utilizadas nas demonstracdo do teorema 3.3 (a seguir). Antes, porém,
precisamos de um resultado preliminar.

Lema 3.2

O sistema M/G/1/K tem as saidas formando um processo de renovacao se,
e somente se, X{ e D; sdo independentes (e assim X, e D), para todo n).

demonstracéo:
Ver teorema 3.2 em Disney, FaOrrell e de Morais [1973].01

Teorema 3.3: Fluxo de saida no modelo M/G/1/K
Para a fila M/G/1/K em equilibrio considere as seguintes condigdes:

(1) Tempos de servigo sdo todos zero com probabilidade 1;
CQ) K= 0;

C3) K = 1e o servigo tem duragdo constante b > 0;

C4) K = oo e os tempos de servigo sdo exponenciais.

Temos entdo que:

i) Cada uma das condi¢des C; a Cy implica que o processo de saida é de
renovagao.

i7) Se as saidas seguem um processo de renovacdo, entdo uma das condi¢des C a
C se verifica. Nesse caso, a distribui¢do entre as saidas é dada por:

A(t), para C1;
AxB(t), ara Cy;
IO S 0 .
wyAxBy(t) + (1 — 7§)By(t), para Cs;
A(t), para Cy;
b

com 7 = e " e as fungdes de distribuicdo A(t), B(t) e By(t) correspondendo
respectivamente as distribui¢des, exponencial (), geral e deterministica de

comprimento b. O simbolo * representa a convolugdo entre funcdes distribui¢des.
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demonstracéo:

Tendo em vista a maior complexidade da demonstracido, envolvendo
algumas regras de légica nem sempre familiares ao leitor, vamos antes de
demonstrar o teorema, apresentar o esquema légico que sera usado.

Supondo que C) represente a condi¢do do processo de saida ser de
renovacao, precisamos verificar em i) que:

(I) (Cl = Co) A (CQ = Co) A (03 = Co) VAN (04 = Co)

([©N

Em i) é preciso demonstrar a implicagio Cy = C, V Cy V C3V Cy, a qual
equivalente a

(II) Co/\(_jl /\52/\(_73 = (Y,
onde C; representa a negacao de C;.
Parte 1: Demonstracdo de (I)

A implicagio (Cy = C;) é o teorema de Burke, apresentado e
demonstrado no capitulo 2 (teorema 2.3). As implicagdes (C) = Cp) e
(Cy = () sdo imediatas e dispensam prova. Resta (C5 = Cj), ou seja, K =1e
servigo deterministico implicam que as saidas formam um processo de renovagdo.

Suponha que o servico deterministico tenha distribuicdo

0, t<b;
Bb(t)z{l t>b.

Se K =1, o sistema, observado nos instantes de saida, sé pode estaremQoulea
distribuigdo estaciondria serd 75 = e " e 1) = 1 — e *’. Vale, entdo, a seguinte
igualdade

ﬂSBb(S) = Bb()\ + S)’

que coincide com a igualdade (3.14) aplicada neste caso. Portanto, como sé temos
dois estados, (3.15) também vale e temos, assim, a independéncia entre X7 e D;.
Segue do Lema 3.2 que o processo de saida é de renovacdo. Convém notar
que, pela unicidade da inversdo das transformadas de Laplace-Stieltjes, na
presenca de K =1, saidas serem renovacdo e servico deterministico sdo
equivalentes.

Parte 2: Demonstragdo de (I1)
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Observamos inicialmente que C3 é composta das partes {K =1} e
{servico constante} que representaremos por C, e Cl;, respectivamente. Da parte
1 desta demonstragdo ja verificamos que, quando K = 1, vale Cjy < C';, de modo
que (I1) é equivalente a

(II/) Co/\él/\ég/\éga = Cy.

Nossa hipétese fica sendo: processo de saida é de renovagdo, 7 # 1 e
K > 1. Dividindo (3.15) por (3.14) vem

—AB' (A +3) c

B\ +s) a+ A/(A+s)

:a’

coma = 7{ /7 e ¢ = 7§/ . Resolvendo a equagdo diferencial temos

A+ A/a)C/azex <c — a?

Bv) = B0\ (m - A)). (3.16)

Substituindo v por A + s e depois por s e dividindo uma expressao pela
outra, obtemos

B\ +s) c—a’ A c/a?
ZoTE - ") 3.17
B(s) exp( ax )( s+ A+Aa G-17)
Por outro lado, apds alguma manipulagdo algébrica, de (3.14) vem
B(\ —mg — 7 1—mnf —m7f A
BA+s) =70+ 01 _ 0 T . (3.18)
B(s) a a? s+ A+ a

7

Uma das nossas hipéteses € o processo de saida ser de renovagdo e,
portanto, as igualdades (3.14) e (3.15) precisam valer. Como elas foram
desenvolvidas para produzir (3.17) e (3.18), essas ultimas precisam ser iguais.
Impondo a igualdade entre o lado direito de (3.17) e de (3.18), verificamos, apds a
andlise dos respectivos polindmios em s, que precisamos ter ¢ = a?. Em seguida,
com uso dessa condicdo, concluimos que também ¢é necessdrio que
¢ = mp(1 - nf).

A transformacgdo inversa de (3.16), com ¢ = a*, resulta em distribuicao
exponencial para B. Finalmente, na familia das filas M/M/1/K, a igualdade

2
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= 7r8(1 — 7r8) acontece se, e somente se, K = co. Concluimos, entdo, que vale
a condigdo (Y, a implicac@o (11’) foi verificada e o teorema estd provado.[]

Comentario: Uma conclusio imediata do teorema anterior é que, dentre as filas
M/G/1/K, os tdnicos casos que produzem um processo de saida Poisson sdo
aqueles das condigoes 1 e 4.

Os resultados apresentados no teorema 3.3 se referem a disciplina FCES e
um servidor. Conforme veremos no préximo teorema, é possivel obter saidas
Poisson em outras condi¢des.

Teorema 3.4

No modelo M/G/c em equilibrio, o processo de saida é Poisson se o
sistema tem uma das seguintes condi¢des:
i) c = o0;
i1) a disciplina de servigo é a do tempo compartilhado (processor sharing);
i41) a disciplina de servi¢o é LCFS com interrup¢do (também vale para K < 00);
iv) G = M (servigo exponencial).

demonstracao:

A prova serd omitida. Consulte Disney & Konig [1985], Melamed [1979]
e as referéncias 14 citadas.[]

3.5 Exercicios

1) Para a fila M/G/1 com taxa de chegada A =1 e servico U[0, 4], calcule as
medidas de desempenho L, L,, W e W,,.

2) Considere a fila M/G/1/1 que tem taxa de chegada A = 1 e distribuicdo de
servico Erlang com parametros k = 2 e p = 2. Apresente o nucleo de transicdo e
determine a distribui¢do estaciondria da cadeia imersa nos instantes de saida.

3) Obtenha, para a fila M/G/1 com taxa de chegada A e servigo U[0, 4], o nucleo
de transicdo para o processo imerso nos instantes de partida.

4) Para o modelo do exercicio 3, calcule o valor esperado do nimero médio de
usudrios encontrados por uma chegada (arbitraria).

5) Seja A =1 a taxa de chegada no modelo M/G/1/2 com distribui¢do de servigo
hiperexponencial dada por B(xz) = a Fi(z) + (1 —«a) Fy(z) com 0 <a<1le
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Fi(z) e Fy(x) sendo, respectivamente, distribui¢des exponenciais de pardmetros 2
e 4. Determine a distribuicdo estaciondria do modelo em funcdo de «. Verifique
sua resposta colocando o = 0 ( ou 1) e comparando com as respectivas expressoes
do modelo M/M/1/2.

6) ( Gross & Harris [1985]) Mostre que na fila M/G/1 o valor esperado do tempo
requerido para completar o atendimento, do cliente que estd sendo servido no
momento de uma chegada (arbitraria), € dado por %E[S 2].

7) Determine a distribui¢do do intervalo entre saidas da fila M/H,/1, apresentada
no exemplo 3.1.

8) Em regime estaciondrio, qual serd a correlacdo entre dois intervalos
consecutivos do processo de partida da fila M/G/1/0?

9) Determine o valor esperado do tempo entre saidas para a fila M/G/1/1 com
servigco constante de duracdo 2 e taxa de chegada igual a 1.

10) Obtenha a distribuicdo do intervalo entre partidas para a fila M/G/1 com
servico deterministico de duracéo b.

11) Para a fila M/G/1/1 com servi¢o U|0, 4] e chegadas com taxa 1, determine o
nicleo de transicdo do processo de renova¢do Markoviano associado com os
instantes de saida da fila.

12) Para a fila descrita no exercicio 11, obtenha o nimero médio de usudrios, em
regime estaciondrio, num instante arbitrario de tempo.



Capitulo 4

Redes de Filas

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos apresentar alguns modelos de redes de filas que
como o proprio nome indica, sdo formadas de vdrias filas interconectadas entre si
com usudrios deslocando-se entre elas para receber servico. E usual as filas
individuais serem referidas como nds, centros de servigo ou estagbes e o caminho
interno dos usudrios como rotas. A rede serd aberta ou fechada, dependendo de
poder enviar e receber ou ndo usudrios de fora da rede. Isto é, em uma rede
fechada o ndmero total de usudrios ndo se altera, havendo apenas uma permutacdo
nas suas posicdes. Nas redes abertas, por outro lado, a presenca total varia pela
chegada ou saida externa de usuérios.

Redes de filas com servigco exponencial, roteamento Markoviano e apenas
um tipo de fregués constituem o modelo mais simples de rede e t€ém sido bastante
estudadas. Nela se incluem os trabalhos pioneiros na drea realizados por Jackson
[1957 e 1963] e Gordon & Newell [1967]. Essa redes sdo denominadas redes de
Jackson e suas principais caracteristicas sdo discutidas na se¢do 4.2. Em Kelly
[1979], redes com servicos exponenciais, porém com varios tipos de fregueses e
rotas pré-determinadas, sdo estudadas. Essa rede é conhecida como rede de Kelly
e e é discutida na secdo 4.3. Na secdo 4.4, introduzimos uma nova rede que
estende os modelos anteriores, buscando maior flexibilidade no atendimento.
Nossa exposicdo serd baseada no trabalho de Baskett, Chandy, Muntz e Palacios
[1975], que originaram o nome com o qual esse modelo € usualmente referido,
rede BCMP. Nessa rede os servicos podem ser ndo exponenciais e a rede pode ser
mista, fechada para alguns e aberta para outros tipos. A disciplina de atendimento
tem outras opc¢des além da FCFS. O conceito de quase-reversibilidade € definido
na se¢do 4.5. A construcdo de uma rede de estacOes quase-reversiveis é
apresentada e suas principais propriedades sdo mencionadas. Em particular, as
redes de Jackson, BCMP e Kelly sdo quase-reversiveis. H4 uma vasta literatura
explorando a relagdo entre quase-reversibilidade e a forma da distribuicdo
estaciondria e referéncias serdo indicadas ao leitor interessado.

69
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Como veremos ao longo desse capitulo, as chegadas, atendimento e rotas
dos usudrios sdo, entre outras, as caracteristicas que definem os diversos tipos de
redes. Os modelos que optamos por apresentar, ddo uma idéia da complexidade e
variedade de opgdes que podem ser utilizadas num problema aplicado. E
importante mencionar, que o leitor deverd enfrentar agora uma nota¢do mais
carregada e nem sempre intuitiva a primeira vista. Esperamos que isso ndo impega
o reconhecimento pelo leitor das possibilidades de aplicacio dos modelos
discutidos.

4.2 O modelo de Jackson
4.2.1 Redes abertas

Uma rede aberta de Jackson, exemplificada na figura 4.1, consiste de um
conjunto de Jnés J ={1,2,---,J}, com as seguintes caracteristicas (ver
Jackson [1957]):

a) As chegadas externas a cada estagdo i € J ocorrem de acordo com um
processo de Poisson de pardmetro )\;, independente das outras chegadas e do
servico nas estagoes;

b) Para cada no i+ € J, o atendimento é em ordem de chegada segundo uma
distribui¢do exponencial de pardmetro p;(n;), 1;(0) = 0. A dependéncia da taxa
ao niimero de usudrios no centro de servico permite, entre outras opgoes, que
vdrios servidores em paralelo atendam com a mesma taxa;

c) Apos o usudrio completar seu servico na estacdo i , ele move-se para mais
servi¢o na estagdo j com probabilidade r; ;, onde i,j € J (note que é possivel
retornos a mesma estagcdo). Por outro lado, se o usudrio jd completou sua

demanda de servigco na rede, ele deixa o sistema apds ser atendido na estagdo 1,
J

com probabilidade 1 ;.1 =1—) riy,onde J+1¢é um né artificial
k=1

representando o exterior da rede. Todas as transferéncias sdo assumidas serem

instantdneas e assim o tempo gasto no sistema € proveniente de esperas e

atendimentos nas estagoes.

Seja R a matriz quadrada de ordem J + 1 formada pelas probabilidades de
mudanca das estacdes (incluindo o né externo). Para completar sua defini¢do
atribuimos a seguinte probabilidade para as entradas externas através dond ¢ :
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J
Triti =N/ e, VieT e ryi1, 541 =0.
=1

Figura 4.1: Rede de Jackson com 5 nos

Dessa forma, R fica sendo uma matriz estocdstica e portanto representando as
transi¢des para alguma cadeia de Markov. E usual R ser denominada como a
matriz de roteamento da rede de Jackson.

Da teoria das cadeias de Markov, vamos relembrar a definicdo de
comunicacdo entre estados. Dizemos que 7 se comunica com j ( z—j) quando é
possivel, em algum numero de etapas, partir de ¢ e alcangar j. Isto é, existe uma
sequéncia de estacdes ig = %,%1,%2,...,%; = j,de modo que, para algum indice
k > 0, temos

TiinTinyiaTingis ™" Vipo1yinVinj = 0.

Vamos acrescentar mais duas condi¢des, além das mencionadas acima,
para garantir que todos os centros de servigo possam receber usudrios e que os
fregueses que entram, tenham probabilidade positiva de sair em algum momento:

d) Todos os nés da rede poderdo receber usudrios externos de forma direta ou
indireta. Isto é, ¥V j € J ou \j > 0ou existe um i tal que \; > 0 e 1 j.
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e) O usudrio servido em i tem probabilidade positiva de sair da rede em uma ou
mais etapas. Ou seja, Vi € J our; y1 > 0 ou existe um j € J tal que ;5.1 >0
et—].

Com as condigdes acima, a cadeia de Markov associada com a matriz R
serd recorrente ndo nula e as equagdes de trdfego abaixo

J
777z:)\m+2 Tik Yk 7m€\77
k=1

terdo solucdo tunica. Note que as equagdes de trafego correspondem as m
primeiras equacdes na igualdade v = v com y sendo um vetor de ordem J + 1 e

J
~vs+1 = »_ A\ .Podemos interpretar ~y,, como a taxa total de entradas ao né

k=1
m € J, sendo resultado da composicdo das chegadas (externas) com as saidas de
estacdes que se movimentam para o centro m.

Seja N o processo estocdstico de dimensdo J representando, em tempo
continuo, o nimero de usudrios em cada centro de servi¢o da rede, isto &, para
cada t € Ry, N(t) = (Ny(t), Nao(t),---, Ns(t)). Nao é dificil verificar que esse
processo ¢ Markoviano com espaco de estados dado pelo produto cartesiano dos
ndimeros naturais, {0, 1,---}*/. Note que as transi¢des nesse processo sio de trés
tipos: chegadas externas, fim de servico com mudanca de né (que acarreta uma
chegada interna) e fim de servigo com saida da rede. Se a rede ndo estd vazia, o
tempo de espera para uma transicao é o minimo entre todos os servigos que estao
sendo realizados e as chegadas externas. Como todos esses tempos sio
exponenciais independentes, segue que a espera para uma transi¢do serd também
exponencial com parametro dependendo do estado do sistema antes da transi¢do.
Se a rede estd vazia, serd necessdrio esperar pela primeira chegada, que serd o
minimo entre os tempos de chegadas externas e, portanto, com distribui¢io
exponencial.

Um teorema muito importante que foi provado por Jackson afirma que a
distribuicdo estaciondria do nimero de usudrios presentes no sistema pode ser
calculada por um produto de distribui¢des estaciondrias marginais (referentes a
cada centro). Este resultado é extraordindrio pois indica que o sistema se
comporta como se cada centro de servigo ¢ € J fosse uma fila com chegadas e
servigos exponenciais com taxas y; e p;(n;), respectivamente, independente dos
demais centros. Assim, no caso de ¢; servidores idénticos, teriamos o sistema se
comportando como se fosse uma colecio independente de filas M/M/c;.
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Contudo, € importante observar que, devido ao roteamento interno, as
chegadas a cada centro ndo formam, em geral, um processo de Poisson. Portanto,
o resultado obtido, usualmente denominado solucdo na forma produto, é
surpreendente e deve ser aplicado com cuidado. Em especial, observe que hd
independéncia entre o numero de usudrios em cada centro de servigo para cada t
fixado; mas N(¢;) e N(t2) ndo sdo independentes, apesar de terem a mesma
distribuicdo estaciondria. A vantagem da forma produto é, entre outras, a
possibilidade de rapidamente identificar os efeitos da mudanca dos parametros de
um centro sobre o desempenho de toda a rede.

Para utilizagdo como constantes normalizadoras a seguir, definimos

b7 = a0 1 2)e )]

onde o termo correspondente an = 0 é igual a 1.
Teorema 4.1: Forma produto na rede aberta de Jackson

Sob a condig¢do de b, ! <00, Vi€ J, o processo N tem distribuicio
estaciondria dada por:

m(7i) = [ [mi(no): (4.1)

com @ = (ny,ng, -+, ny)e

mi(ni) = by} Iwa(1) i (2)--pi(na)], i € J
demonstracéo:

Vamos verificar que a expressdo proposta para m(n) satisfaz as equagdes
de balango global e, portanto, ela é uma distribuicdo estaciondria. As condi¢des
para unicidade da distribuicao estdo associadas a equacdo de tradfego e sdo obtidas
da teoria dos processos de Markov.

Definimos a seguinte notacao auxiliar:

6(k) = min (k,1),VEk > 0;
ﬁ—i—li:(nl,ng,---,ni—|—1,---,nJ),ViGj;

n—1;=(ny,ne, - n;—1,---,n;),Vi € J;
n+1;—1,=(ny,ng,---,ni —1,---,n;+1,---,ny),Vi,j€ J.
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Paratodom € {0,1,---}*/, a equagdo de balanco global é a seguinte:

(Z)w + Zu&nﬂ)ﬂ(ﬁ) = Zui(ni + 1) TiJ+1 7T(’)TL + 17) —+

ieJ ieJ ieJ

+ Z)\Z 6(72%) W(ﬁ — 11) + Z Zuj(nj + 1) T W(ﬁ + 1]' — 17)

ieJ €J jeJ

Tendo em vista a solu¢@o proposta para (), valem as seguintes relagdes:

n - m(n

i — 1) = 200 Loy

Al 1) = A
1= 1) i prj(nj + 1)

as quais substituidas no lado direito da equacdo de balancgo global resulta:

Lado direito = w(n {Z”l ni 4+ 1) 7541 (%) n
: m

n; + 1
Aib(n L—””l(m) =
PN *%3%}“]"]“” POESY
:W(ﬁ>{27y#}+1%+2)\i5( ML nL +ZZ ]Z—’yj/ﬂ i }:
ieJ ieJ i€J jeJ i
=@ {3 1=y %+ZA i) 5 S ),

ieJ jeT ieJ ieJ Vi jeT

onde usamos a igualdade 6(n;)pi(n;) = pi(n;)e a definicdo de 7r; s41.
Finalmente, com a utiliza¢do da equacio de trafego, obtemos

Lado direito = 7(n {Z)\ —1—2)\ pa(na) +Z'ulnl . — i)}:

ieJ i€J ieg i
= ﬂ(ﬁ){z Ai + Z ,uz(nl)} = Lado esquerdo.
ieJ (IS

Concluimos entdo que as equagdes de balanco estdo satisfeitas e a demonstracio
estd completa.[]
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Exemplo 4.1:
Para i € J, seja p;(n;) = p; para todo n; > 0 e p;(0) = 0. Segue pelo
teorema 4.1

mi(n;) = (1 — pz)p?’ , n;=0,1,2,---,

onde p; = i/pi < 1.

A expressdo acima corresponde a distribui¢do estaciondria da fila M/M/1
com taxa de entrada y; € servigo p;. Dessa forma, pela expressio (4.1) o processo
N (t) comporta-se como uma cole¢do de M/M/1 independentes apesar de ndo ser,
pois o processo de entrada em cada fila ndo é (em geral) Poisson.[]

4.2.2 Redes fechadas

Vamos estudar a rede fechada de Jackson seguindo a mesma notagdo, com
algumas adaptacdes, da rede aberta. Seja M o nidmero total de usudrios na rede,
J
isto é, para qualquer ¢, precisamos sempre ter » -n; = M. Como ndo hd entradas
i=1
nem saidas da rede, a taxa de chegadas (externas) \; € igual a zero para todo
1t € J. A matriz Rperde entdo a linha e coluna J + 1. A equagdo de trafego
torna-se assim:

J
Tm = Z Tik Yk, € J .
k=1

Pelas hipéteses ja apresentadas na rede aberta, a matriz R € finita e irredutivel e a
equacao acima terd solugdo tnica com a imposi¢do de alguma condigdo extra (por
exemplo, fixe o valor de um dos +'s ou de sua soma).

Teorema 4.2: Forma produto na rede fechada de Jackson

O processo N tem distribui¢c@o estaciondria dada por:
J
(@) = bar [ [ /1 (1) i (2)- i ()], (4.2)
i=1

J
paran = (ny,ng,---,ny), ».n; = M e by aconstante de normalizacao.
i=1
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demonstracéo:

Podemos seguir, com as devidas adaptagdes, os passos da demonstracio
do teorema 4.1. Com a restri¢do do espaco amostral aos vetores que somem M, a
equacao de balango global € a seguinte:

() a@ = 30> wilny + )rjm(@+1;— 1)

eJ 1€J jeJ

A verificacdo € imediata apds substituicdo da expressdo proposta para
7(7n). A constante by, é obtida impondo que a soma das probabilidades 7(72) seja
iguala 1.04

Note que, diferentemente do que aconteceu na rede aberta, a constante de
normalizag@o ndo € fatordvel num produto de constantes associadas a cada centro.
Assim, ndo teremos independéncia entre o ndimero de usudrios em cada centro
para cada ¢ fixado. Apesar disso, a literatura especializada continua se referindo a
expressdao 4.2 como sendo uma forma produto. O célculo de b, fica bastante
trabalhoso computacionalmente, uma vez que o nimero de estados cresce
rapidamente com J e M.

Exemplo 4.2: (Gelenbe & Pujolle [1987])

Considere a rede fechada representada na figura 4.2 onde trés estacOes
estdo modelando um sistema computacional com memdria virtual. A estacdo 1 € o
processador central, a 2 representa a memoria secunddria e a estacdo 3 os
dispositivos de entrada e saida (I/O) acoplados ao sistema computacional.

Admitindo multiprogramac¢do de nivel M, vamos supor que cada
programa que termina € imediatamente substituido por outro de modo a manter
um nimero constante de programas em andamento na rede.

Programas entrando no sistema sdo colocados na fila de espera do
processador central. A execucdo do programa continua nessa esta¢do até que um
dos trés eventos acontece:

) Termina a execugdo no processador central, correspondendo ao ramo 71, sendo
entdo imediatamente substituido por outro programa;

11) Demanda excessiva de computacdo deslocard o programa para a memoria
secunddria, isto corresponde a rota rqo;

iii) Entrada ou saida é solicitada, neste caso o programa segue a rota r3 dirigindo-
se a estagdo 3.

Apds completar suas tarefas nas estagdes 2 ou 3, o programa retorna ao
processador central (estacdo 1). A matriz R é dada por:
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As equagdes de trafego correspondem ao sistema vy R = . Tomando
v1 = 1, os valores v, e 73 representam o nimero médio de visitas as estagdes 2 e
3, respectivamente, relativas ao nimero de visitas a estagdo 1. Teremos entdo a
solugﬁo Yo =T12€ 73 =T13€ portanto

_ 1 \n 79 o0\ N
) = mlnon ) = b ()" (22)" (22)"
H1 H2 3
Neste caso, a constante by; pode ser obtida com mais facilidade.
Multiplicando e dividindo por {7 temos

sz(i> M Z (M17’12 ) 2 <M1T13 )”’3 ’
H1 ni+no+ng=M H2 H3

0 que ainda poderd ser uma computacio extensa dependendo do valor de M.
Resultados analiticos e de simulag@o sdo comparados e apresentados no capitulo 2
de Gelenbe & Pujolle [1987].00

CPU Ar,,

]
U
2 meméria secundaria Y
““ 1 <
@—m )
1 dispositivos /0

Hs

Y
Y

Figura 4.2: Sistema computacional modelado como rede fechada
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4.2.3 Fluxo e reversibilidade em redes de Jackson

Nesta sub-se¢do apresentamos resumidamente alguns resultados sobre
fluxo de usudrios na rede de Jackson. H4 muito material a ser coberto e as
demonstracdes sao bastante elaboradas.

A reversibilidade da rede de Jackson estd relacionada ao comportamento
da matriz R, conforme estabelece a préxima proposi¢ao.

Teorema 4.3: Reversibilidade na rede de Jackson

O processo N(t) é reversivel se, e somente se, R for uma cadeia de
Markov reversivel.

demonstracao:

Faremos a demonstracdo no caso de uma rede aberta, para o caso fechado
basta repetir a prova com as devidas adaptagdes.
As equacdes de balanco detalhado sdo equivalentes a:

YiTij =Y, .7 €T U{J+1}

J+1
Definindo v; = v;/ 3 &, a expressdo acima pode ser reescrita como
k=1

'y;n-yj :’}/;Tjﬂ; s i,jE jU{J—f—l},

portanto, a verificacdo dessa equagdo acontece, se e somente se, a matriz R for
reversivel, uma vez que ; faz as vezes da probabilidade estacionaria.[]

Apesar da rede de Jackson ndo ser, em geral, reversivel, resultados
interessantes podem ser obtidos observando o processo reverso. Vamos listar trés
deles:

i) Em regime estaciondrio, a cadeia reversa de uma rede aberta de Jackson é
também uma rede aberta de Jackson;

ii) Para uma rede de Jackson, aberta e estaciondria, o processo de saida de cada
estagcdo i é Poisson de taxa 7y; r; j+1, independentes entre si;

iii) Para qualquer t fixado, os processos de saida da rede antes de t sdo
independentes do estado do sistema N (t).

As demonstracdes desses resultados baseiam-se na trajetéria do processo
original e na defini¢do de reverso e sdo encontradas em Wolf [1989], Disney &
Konig [1985] e nas referéncias 14 citadas.
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Em Melamed [1979], o fluxo em redes abertas de Jackson é estudado em
detalhes. Ele demonstra que o trafego nunca € Poisson exceto nos arcos de saida,
isto é, arcos (i, j) tais que i—j mas jA1.

O processo de entrada em cada n6 é a composi¢do das chegadas externas
(Poisson) com as transferéncias internas (ndo Poisson). Mesmo as entradas nio
sendo um processo de Poisson vale o resultado Pasta, ou seja, a propor¢do das
entradas (composi¢do), que encontram 7 usudrios num centro, € igual a fracdo do
tempo em que esse mesmo centro tem n usudrios.

Para redes fechadas valem resultados similares. Merece destaque o
resultado sobre as entradas nos centros de servico de uma rede fechada. E possivel
verificar que a propor¢do das entradas na estagdo ¢ que encontram k usudrios, é
igual a fracdo do tempo em que a estag@o ¢ tem k usudrios, porém numa rede com
um fregués a menos no total.

O leitor interessado pode consultar as referéncias ja mencionadas para
detalhes e outros resultados.

4.3 Redes de Kelly

Nessa secdo estudamos o modelo apresentado em Kelly [1979]. Vamos
introduzir nova notacdo e seguiremos, na medida do possivel, a notagdo original
do autor. O modelo permite vdrios tipos de fregueses que tém sua rota pré-
determinada e portanto nio escolhem aleatoriamente seu préximo centro de
servigo. O proximo exemplo descreve uma aplicagdo desse modelo.

Exemplo 4.3: (Kelly [1979])

Considere uma pequena linha de produgdo (ver figura 4.3) constituida de
dois tipos de pecas. O tipo 1 deve passar pelas mdquinas 1, 3 e 4, enquanto o tipo
2 percorre as mdaquinas 2, 3, 5. Admitimos que a demanda por processamento
(chegadas) segue um processo de Poisson para os tipos 1 e 2 e os servicos sio
exponenciais para todas as maquinas. Os pardmetros das distribui¢cdes dependem
de cada miquina.
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- - - = R —

Figura 4.3: Exemplo de uma linha de producdo

As pecas processadas na mdquina 3 ndo escolhem aleatoriamente seu
movimento, as do tipo 1 dirigem-se a miquina 4 e as do tipo 2 a maquina 5. A
matriz de roteamento R, da se¢do anterior, ficaria sem sentido nesse caso.[]

Consideramos um sistema com J centros de servigo e com sala de espera
ilimitada. O conjunto J = {1,2,---,J} representard os centros. Existem [ tipos
diferentes de fregueses caracterizando diferentes rotas através da rede. Isto é, o
fregués tipo 7 segue a rota

k(i, 1), k(i,2), k(3,3), - k(i, S(3)),

onde, para o fregués tipo i, k(i,j) € o j-ésimo centro visitado e k(i,S(i)) é o
dltimo. Os fregueses tipo ¢ chegam a rede de acordo com um processo de Poisson
com parametro \; e seu tipo permanece inalterado durante toda sua permanéncia
na rede.

Vamos supor que, para cada nd j, os fregueses estdo ordenados. Isto €, o
centro j contém os fregueses nas posi¢des 1,2,3,---,n;, onde n; é o nimero
presente no centro j. O servigo no centro j € processado da seguinte forma:

1) Cada fregués requer uma quantidade de servico aleatéria com distribuicdo
exponencial de média 1;

i1) O total de servigo fornecido é ¢j(n;), (¢;(n;) > 0 paran; > 0);

i11) A proporgdo ;(1,n;) desse esforco é dirigida ao fregués na posigdo l, isto é,
o servigo € processado com taxa ¢(n;)v;(l,n;) por unidade de tempo; ao deixar o
centro, os fregueses das posicées | + 1 a nj movem-se uma posicdo a frente;

iv) Um fregués, chegando ao nd j, ocupa a posi¢do | com probabilidade
0;(l,nj+ 1), fazendo com que os fregueses das posicoes | a nj; movam-se uma
posicdo para trds.
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Assumimos independéncia entre os servicos nos diferentes centros, entre
servigos e chegadas e também entre chegadas a cada centro.

Exemplo 4.4

Considere a seguinte opc¢ao de pardmetros:
¢j(n) = pmin(c,n)

1 I=n
6j(l,n) = { 0 caso contrério ,

=12 n;in=12,---,¢c

1=1,2,--;ec;n=c+1,c+2,--
caso contrario.

’VJ(Z’ n) =

Sal—3 |~

Nesse caso, o centro j comporta-se como uma fila com c servidores que atendem
em ordem de chegada com parametro p;.[1

Outras escolhas podem gerar diferentes modelos de atendimento. Pode-se
modelar, por exemplo, a disciplina LCFS e o servico em ordem aleatéria.

Tendo em vista que o usudrio pode visitar mais de uma vez 0 mesmo
centro, vamos definir a classe do fregués como sendo ¢;(1) = (¢;(1), s;({)), onde o
par ordenado indica, respectivamente, o tipo do fregués na posicdo [ no centro j e
o estagio alcancado na sua rota. Para caracterizar o estado da rede definimos

Cj = (Cj(].),Cj(?), "'7Cj(nj))7 paraj eJ,
C= (017027 "'7CJ)-

Dessa forma, a varidvel aleatéria C'(t) = C indica o estado da rede no instante .
Pode-se verificar que o processo estocdstico C = {C(t);t > 0} é um processo de
Markov com espaco de estados enumerdvel. As possiveis transicdes nessa rede
sdo partidas do centro para fora da rede, transferéncias entre centros (incluindo
feedback), e chegadas ao centro de fora da rede. Na definicdo das taxas de
transicdo, precisamos levar em conta que para um mesmo estado de inicio e de fim
pode haver mais de uma possibilidade de acdo; dessa forma, efetuamos a
somatéria de todos os casos possiveis. Supondo que a rede estd no estado C,
vamos obter as taxas de transi¢ao.
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Se um usudrio na posi¢do [ do centro j deixar a rede, diremos que a rede
foi para o estado T); C'e a taxa para essa ocorréncia é

q(C,1, ., T.C) = ¢j(nj)v,(l,ny) .

Como ja mencionamos, pode acontecer casos onde Ty C = Tj, C para l # g. Um
exemplo simples dessa situacdo ocorre quando todos os usudrios presentes no
centro j sdo do mesmo tipo. Portanto, partindo do estado C', chegamos ao estado
Ty C de formas diferentes e precisamos somar todas elas de modo a obter a taxa
de transicao. Temos

9(C,T3.C) = 4(C,g,.,T;.0) =Y _¢i(n;)v;(g:m)),
g g

onde, como mencionamos, g é tal que 1. C = T}, C.

Suponha agora um usudrio na posi¢do ! do centro j que termina seu
servico e vai ao proximo da sua rota, k, onde ocupa a posi¢cdo m. Sendo T,,,C o
estado resultante vem

q(C,L,m, TjC) = ¢j(n;)v;(sn5) 6r(m, ny + Lzy),

entao
Q(Cv lemc) = Z ZQ(Ca g, h, Tjghc),
g h

onde a somatdria percorre os g e h tais que 1Y,,,C = T),,C. Note que o indicador
Ly garante que ndo contemos duas vezes o usudrio que faz feedback.

Se temos uma chegada externa com o usudrio de tipo ¢ ocupando a
posicdo m do primeiro centro da sua rota, a rede ficard no estado 7""C. A
transicdo correspondente ¢ dada por

q(C,.,m, TimC') = Nbr(myng + 1),

onde k € o primeiro centro da rota do fregués tipo i. A transi¢do entre C e T""C é
dada por

¢(C,TC) = 4(C,..h,T"C),
h

e a somatdria é para os h's tais que 7" C' = T"™ (.
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Cabe ainda observar que existem estados em que um ou outro operador
ndo € aplicdvel e, portanto, as taxas apresentadas acima estdo restritas aos casos
possiveis. Definimos ainda

N oser(i,s) =3
(i, s) = {() caso contrario

(i)
e aj:ZZaj(i,s).

i€l s=1

Note que a; €, em equilibrio, 0 nimero médio (composto) de entradas em cada
centro j por unidade de tempo. Utilizaremos a constante de normalizac¢io

00 a
b;1 — Z —j ,je J.
n=0 [Te;(1)

=

—

1

Teorema 4.4: Forma produto na rede de Kelly

Para bj_1 < oo para todo j, o processo de Markov C tem distribuicdo
estaciondria dada por

J
m(C) = [[riles) (4.6)
=1
onde para j € J
s, s5(0)
(cj) =b; aﬂj_ﬂ_ 4.7)
Ti\Cj Jg 0

demonstracéo:

Pela defini¢@o da constante b;, verificamos imediatamente que a soma das
probabilidades na expressdo 4.6 € igual a 1. Para auxiliar a demonstracdo vamos
utilizar a proposicdo cl, apresentada no apéndice, que estabelece uma relacdo
entre o processo direto e seu reverso (taxas representadas por ). Por essa
proposi¢do, para concluir que a expressdo (4.7) € a distribui¢do estaciondria dos
dois processos precisamos verificar que
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i) m(C)q(C, D) = n(D)q(D,C) para quaisquer estados C' e D;
ii) ¢(C) = §(C) para qualquer C;
No processo reverso o usudrio de tipo 7 entra no sistema segundo um

processo de Poisson com pardmetro \; e percorre a seguinte rota antes de deixar a
rede:

A interpretagdo de v; e ¢; sdo invertidas, isto &, 7;(l,n;+ 1) fica sendo a
probabilidade de um usudrio que chega ao n6 j (quando hd n;) ocupar a posigdo I,
enquanto que 0;(!) é a proporcdo de servigo recebida pelo usudrio na posigdo [ do
centro j. Para o processo reverso temos:

0(T3.C,.,1,C) = Xiv;(l,n ) ), onde i = t;(1);

A TpmC,m, 1, C) = dp(ng + Lz 6k (m, i + Lgey) (1 my)

onde k = k(t;(1),s;(l) + 1);

q(T™C,m,.,C) = ¢p(ny + 1)6(m,ny + 1), onde k = k(i, 1).

Podemos obter as taxas de transicdes do processo reverso somando todas
as agdes que conduzem ao mesmo estado (de modo andlogo ao que fizemos no

processo direto).
Substituindo a expressdo proposta para 7(C') obtemos

W(C)Q(C, l: m, lemc) = F(lemc)a(lemCa m, l: C) )

que, ap6s somarmos para todo [ e m, produz a seguinte relagcdo entre as taxas de
transicao dos dois processos

W(C>Q(Ca lemC) = 7T(T‘]’lmc’)a(T‘jlmC’7 C) .

Repetindo-se o procedimento com as outras transi¢des, podemos concluir que para
todos os estados C' e D vale

©(C)a(C, D) = m(D)4(D,C) .
Para concluir a demonstragdo notamos que
J I
a(C) =8(C) =D o)y N,
=1 i=1

portanto as condigdes i) e ii) estdo verificadas e o teorema esta provado.[]
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Note que, o processo reverso serd uma rede com caracteristicas similares
as descritas para o processo direto. Apresentamos, sem demonstracdo, dois
coroldrios.

Corolario 4.5:

Em equilibrio, o processo de saida de cada tipo de usudrio é um processo
de Poisson (taxa A; para o tipo i) e sdo independentes entre si. A varidvel
aleatoria C'(ty) é independente das saidas do sistema anteriores a t,.[]

Corolario 4.6:

Em equilibrio, o estado do centro j é independente do resto do estado da
rede e é c;com probabilidade 7;(c;). A probabilidade que o centro j contenha n
usudrios € dada por
a”
P(nj=n)=bj——.j€J.
ll:llqﬁj(l)

A probabilidade de um usudrio na posi¢do [ do centro j ser do tipo ¢ no estagio s
da sua rota ¢ dada por (7, s)/a;. O

4.4 Redes BCMP

A rede que vamos descrever foi introduzida no artigo Baskett, Chandy,
Muntz & Palacios [1975] motivada pela modelagem de sistemas computacionais.
O modelo estudado tem 4 tipos diferentes de centros de servico. Em trés deles o
tempo de servico tem distribui¢cdo de Cox (ou distribui¢do com transformada de
Laplace-Stieltjes racional) dependendo da classe do usudrio. As chegadas e rotas
podem também depender do tipo (classe) do usuario. Assumimos que temos [
diferentes tipos de usudrios e J centros de servigo, representados pelo conjunto
J ={1,2,---,J}. No caso de rede aberta, acrescentamos a esse conjunto, 0s
centros ficticios 0 e J + 1 para representar a entrada e saida do sistema. O
movimento dentro da rede segue uma cadeia de Markov com probabilidade de
transicdo dada por:

P={pjrsteom0<j<J1<k<J+1,1<r,s<I,

onde a quantidade pj.j, indica a probabilidade de um usudrio da classe r no
centro j deslocar-se para o centro k na classe s, enquanto que pj. s, indica a
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saida da rede. Assumimos que P possa ser decomposta em m sub-cadeias
ergddicas com estados representados por Ey, Es, - -+, Fy,. Duas classes de usudrios
podem pertencer a mesma particdo se os usudrios podem passar de uma classe a
outra.

As chegadas podem ser de dois tipos. No primeiro, os usudrios chegam de
acordo com um processo de Poisson com taxa A(n) com n sendo o nimero total
na rede. Nesse caso uma chegada externa alcanca o centro j na classe r com
probabilidade ¢;,. O segundo tipo de chegada consiste em m processos de
Poisson independentes, correspondendo as m particdes da matriz P. A taxa serd
A (7)), com v =1,2,---,m, e 7, sendo o nimero de usudrios associados a
particdo v. Fixada uma parti¢do qualquer v, a chegada tem probabilidade ¢;, de
ser da classe r e ir para o centro j,para (j,r) em E,. A rede serd fechada com
relacdo a particdo v se ¢;, = 0, V (j,7) em E,,.

Para cada sub-cadeia F,, v =1,2,---,m, definimos o conjunto de
equacgoes:

Z €jrDjrks + Qks = €ks (k,S) €k,
(Jr)eb,

onde e;; € a taxa de entradas (composta) de usudrios da classe s no centro k.
Assumimos que, no caso de nem todos 0s ¢is serem zero, a equacdo acima tem
solu¢do unica.

Antes de apresentar os vdrios tipos de centros, vamos descrever
rapidamente a distribui¢do de Cox. Ela pode ser representada por um conjunto de
servidores exponenciais em série (ver figura 4.4) em que o usudrio da classe jr
tem uma certa probabilidade a;, de passar ao proximo estagio. O total de estdgios
¢ wuj-. Vamos definir, para futura utilizagdo, a quantidade A].rl como sendo a
probabilidade do usudrio da classe r no centro j passar por [estigios da

-1
distribuicdo, isto &, A, :f]_[lajr f-

o ,
> I > 2 > 3 - — u;
I-a'irl I'airz

Figura 4.4: Distribuicdo de Cox
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A familia das distribui¢des de Cox ¢é idéntica a familia das distribuicdes
que t&m transformada de Laplace-Stieltjes racional. Erlang e hiperexponencial sido
membros dessa familia e a soma de distribui¢cdes de Cox também tem distribuicdo
de Cox. Uma outra propriedade importante assinala que qualquer distribui¢io
pode ser aproximada por uma distribuicio de Cox. Sabemos que uma funcdo
qualquer pode ser aproximada por uma fun¢do escada e esta, por sua vez, pode ser
aproximada por uma soma de Erlangs-n (n grande).

Os centros de servigo podem ser de 4 tipos:

Tipo 1: A disciplina de servico é FCFS, existe apenas um servidor que atende em
tempo exponencial com pardmetro dependendo do centro e do niimero de usudrios
presentes, ou seja, para um centro j o pardmetro é pi;(n;) .

Tipo 2: A disciplina é tempo compartilhado (processor sharing) e assim cada
usudrio recebe 1/k segundos de servigo se existem k no centro. O tempo de
servico tem distribuicdo de Cox que pode ser diferente para cada classe de
usudrio.

Tipo 3: O niimero de servidores é suficiente para sempre haver um livre quando
um usudrio chega (ndo hd espera para servico nesse centro). O tempo de servigo
tem distribuicdo de Cox que pode ser diferente para cada classe de usudrio.

Tipo 4: A disciplina de servico é LCFS com interrup¢do. Um tnico servidor
interrompe o atendimento para comecar a atender o usudrio que acabou de
chegar. O usudrio com servico interompido fica na frente da fila esperando o fim
do servico em andamento para retomar a ser servido. Note que isto pode
ocasionar uma cascata de servicos incompletos; o que deve ser enfatizado é que
um usudrio sé6 completa seu servico quando todos que chegaram depois dele
completarem. Como nos centros tipo 2 e 3 o tempo de servico tem distribuicdo de
Cox que pode ser diferente para cada classe de usudrio.

Definimos o estado da rede pelo vetor T = (x1,x9,---,2;) onde a
interpretacdo de cada componente depende do tipo do centro. Para j € 7,

i) se o centro j é do tipo 1: xj= (xj,Tj, %)), onde x; é a classe do

usudrio na posi¢do l do centro j e n; € o total de usudrios presentes em j;

i1) se o centro j € do tipo 2 ou 3: x; = (vj1, vy, -, V1), onde v = (M1, Mo,

C My, ) e m, representa o niimero de usudrios do centro j que sdo da classe r
Jr
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e no l-ésimo estdagio de seu servigo. O pardmetro uj. é o nimero de estdgios para
usudrios da classe r em servico no centro j;

iii) se o centro j é do tipo 4: x;= ((ri,m1),(r2,ma), -+, (v, My,)) onde
(rn, my,) €, respectivamente, a classe e o estdgio do n-ésimo usudrio na ordem
LCFS.

Vamos definir as funcdes auxiliares d(7) e f;(x;) da seguinte forma:

n—1
[TAQ0), para chegadas dependendo do total 7 ;
1=0
d (f): m fi,—1
IT II A\ (D), parachegadas dependendo das parti¢des;
v=1 [=0
1 para redes fechadas.

Para f;(z;) precisamos distinguir entre os diversos tipos de centros:

( n; M
(1/,uj(nj)) H €y s se j é do tipo 1;
I Wir (e A ) i
H H % se j € do tipo 2;
r=11[=1 T
f](x]) = /’”’]7‘]
I Uy (er grl ﬂ’]rl) . .
II H g se j é do tipo 3;
=11=1 r
rnj 1 ., .
lH €jr A jrimy Ky, se j é do tipo 4.
L =1

Para cada ¢ fixado, a varidvel aleatéria T (¢) = T indica o estado da rede
nesse instante. Apesar da notagdo complexa que pode dificultar a imediata
constatacdo, pode-se verificar que o processo estocastico X = {Z (¢);¢ > 0} é um
processo de Markov. Note que a distribui¢do de Cox, com cada um dos estdgios
tendo tempo exponencial, preserva a caracteristica Markoviana.

Teorema 4.7: Forma produto na rede BCMP

Para uma rede aberta, fechada ou mista, em que cada centro de servigo é
do tipo 1, 2, 3 ou 4, as probabilidades estaciondrias sdo dadas por:

(w1, 22, wy) = bd(T) fi(21) fa(T2)- -+, fa (),
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onde b € uma constante de normalizacao.
demonstracéo:

Nao vamos fazer a demonstracio, apenas indicamos que ela consiste em
verificar que as equacdes de balanco local estdo satisfeitas. Essas equagdes
igualam, para cada centro, o fluxo (probabilidade x taxa) entre entradas e saidas
de usudrios de uma determinada classe e estdgio de servi¢o. As equagdes sdo
apresentadas a seguir, onde separamos os casos de fim de servico daqueles
correspondendo a mudanca de estégio.

7(T) x [taxa de saida do estdgio [ de usudrios da classe 7 no centro j ] =

ZW(T') x [taxa de entrada no estdgio [ de usudrios da classe 7 no centro j |

T

e 7(T) x [taxa de saida do centro j para usudrios da classe 1] =

ZW(T‘) x [taxa de entrada no centro j para usudrios da classe r].
=
Somando essas equagdes para todas as classes e estdgios da distribui¢do de Cox,
obtemos a equagdo de balanco global. Dessa forma, a solu¢do da equagdo de

balango local serd também solucio na equacdo de balango global (o contrario ndo
vale).J

Comentarios: A expressdo da probabilidade estaciondria, mesmo no caso do
servigo ter a distribuicdo de Cox, envolve somente as médias do tempo de servigo
(por estdgios ou total). Tendo em vista a forma produto, a rede pode ser estudada
separadamente por estacdes e isto facilita cdlculos de desempenho. Como nos
outros modelos de redes, o cdlculo da constante de normalizagdo fica bastante
complexo com o aumento de estagios, centros de servigo e classes. Limitagdes no
nimero de usudrios, por classe ou globalmente, podem ser introduzidas afetando
apenas o célculo da constante de normalizagdo.

Exemplo 4.5: (Gelenbe & Pujolle [1987])

Na transmisssdo de mensagens € usual sua divisdo em pequenos pedagos,
referidos como pacotes na literatura especializada. Uma rede de comutacdo de
pacotes dirige os usudrios (pacotes) de um ponto inicial a um ponto final através
de uma série de dispositivos (em geral computadores). Esses dispositivos
comutam os pacotes dentre as vdrias linhas de transmissdo e tém capacidade de
armazend-los, se necessério. Os pacotes tém comprimento aleatdrio e as linhas de
transmissdo uma velocidade constante. Na modelagem por redes de filas, as linhas
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de transmissdo fazem o papel dos centros de servico com os dispositivos de
comutagdo fazendo o papel de sala de espera.

Na figura 4.5 esta representada uma rede de comutacao de pacotes com 7
pontos, representados pelas letras A" até G', indicando a origem e o destino dos
pacotes. Vamos admitir que as chegadas de mensagens seguem um processo de
Poisson distribuindo-se ao acaso entre os 7 terminais de entrada. Os dispositivos
de comutacdo e armazenagem sdo microcomputadores representados pelas letras
A até G. As linhas de transmissdo entre esses microcomputadores pode ser
modelada por dois centros de servico, um para cada direcdo. Teremos assim um
total de 16 centros de servigo, representados na figura por cy,co,---, 6. Por
exemplo, c; corresponde a transmissdo de pacotes de C para E. A ligacdo entre os
7 terminais e os microcomputadores ndo ¢ modelada por centros de servico pois a
velocidade da linha é muito ripida, indicando atendimento instantdneo em tempo
zero para ambas as direcoes.

Figura 4.5: Exemplo de uma rede de comutacdo de pacotes
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O roteamento dos pacotes dentro da rede € apresentado na tabela 4.1.
Casos ndo mencionados na tabela, tém rotas escolhidas pelo menor caminho,
entendido aqui como menor nimero de dispositivos de comutacdo intermediarios.

A trajetéria e topologia da rede definem 42 classes de usudrios. Os
pacotes s@o assumidos terem comprimento exponencial, o que implica que os
tempos de servico também sdo exponenciais, j4 que a velocidade das linhas é
constante. O tempo médio de servico é 0.25 segundos para todos os centros,
exceto ¢y, co,C3 € c; em que o tempo médio € 0.33. A taxa de chegada X € igual
para todas as classes. Calculos foram feitos para dois valores de A: 0.143 e 0.214.

Tabela 4.1: Roteamento

Origem | Destino | Via
A’ F C
B' F C
c G F
D' G' F
G c,D B
F A, B' C

Utilizando a rede de BCMP podemos aplicar o teorema 4.7 para analisar o
comportamento da rede. O nimero médio de pacotes presentes nos diversos
centros (linhas de transmissdo) € apresentado na tabela 4.2.

Tabela 4.2: Ocupacdo na rede de comutagdo de pacotes

centro | A =0.143 | A =0.214
1 0.428 0.828
2 0.428 0.818
3 1 3
4 0.154 0.250
5,6 0.667 1.5
7 0.464 0.66
8,9 0.667 1.5
10 0.364 0.66
11 0.154 0.25
12 0.364 0.66
13 0.154 0.25
14,15 0.364 0.66
16 0.154 0.25
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Pode-se assim verificar que a linha de transmissdo correspondente ao
centro de servico 3 apresenta a maior taxa de ocupacdo. Essa indicagdo pode
ajudar no estudo de eventuais gargalos que estariam produzindo atrasos
exagerados na transmissao.[]

Para outros exemplos de aplicacdo da rede BCMP, o leitor interessado
pode consultar, além de Gelenbe & Pujolle [1987], as referéncias Allen [1990] e
Kleinrock [1976].

4.5 Redes de estacoes quase-reversiveis

Vamos discutir nesta secdo a propriedade de quase-reversibilidade em
filas (isoladas) e a extensdo do conceito para rede de filas. Faremos algumas
suposicdes genéricas sobre o funcionamento da fila. Assumimos que todos os
fregueses que entram, saem em algum momento do sistema e ndo mais de um
evento (chegada ou saida) ocorre num instante ¢ fixado. Cada fregués tem uma
classe escolhida de um conjunto enumerdvel € e ndo muda sua classe enquanto
estiver no sistema.

Assumimos ainda que um processo de Markov a pardmetro continuo x(t)
descreve o estado do sistema no instante . Este processo tem informagdo
suficiente para determinar quantos fregueses de cada classe existem no sistema.

Uma fila é chamada quase-reversivel se seu estado x(t) é um processo de
Markov estaciondrio e o estado em ty, z(fy), € independente dos tempos de
chegada dos fregueses da classe ¢ € €, subsequentes a ?; e também independente
dos tempos de partida dos fregueses da classe ¢ € €, anteriores a %.

Alguns exemplos de filas que sdo quase-reversiveis sdo a M/M/I, a
M/G/1/PS (processor sharing), a M/G/1/LCFS com interrup¢do e a M/G/oco. A
verificacao desses resultados pode ser encontrada em Walrand [1988].

Apresentamos a seguir, sem demonstragdo, algumas propriedades de uma
fila quase-reversivel.

Teorema 4.8

Se uma fila é quase-reversivel entdo:
i) Os tempos de chegada dos fregueses da classe ¢ € € formam processos de
Poisson independentes;
i1) Os tempos de partida dos fregueses da classe ¢ € € formam processos de
Poisson independentes.

demonstracéo:
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Ver Kelly [1979].00

Como consequéncia do teorema acima, temos que, numa fila quase-
reversivel, valem as equacgdes de balanco local e a taxa de chegada de fregueses da
classe ¢ depende apenas de ¢, mas nao depende do estado da fila. Lembrando que
reversibilidade requeria a verificagdo das equagdes de balango detalhado,
podemos estabelecer as diferengas entre os dois conceitos. Quase-reversibilidade
requer uma condi¢do mais forte do que reversibilidade sobre as taxas de chegadas
e mais fraca sobre o fluxo de probabilidade.

Vamos nos ocupar agora da constru¢do de uma rede aberta de estacdes
quase-reversiveis. A idéia é partir de estagcdes que isoladamente sdo quase-
reversiveis para estabelecer uma regra de transicdo (e movimento) para toda a
rede.

Com a mesma notagdo definida na secdo 4.3, seja (i,s) a classe do
fregués de tipo i no estdgio s da sua rota e k(i, s) o centro visitado pelo fregués
tipo 7 no s-ésimo estdgio da sua rota. Representamos por 7;(z;) a distribui¢do de
equilibrio de uma fila j, que é quase-reversivel e tem chegadas de fregueses da
classe (i, s) formando um processo de Poisson de taxa o(4, s). Sejam g;(z;, y;) as
taxas de transi¢do nessa fila; denotamos por S;(i, s, ;) o conjunto de estados que,
em relagdo ao estado x;, contém um fregués a mais da classe (4,s) e o mesmo
nimero de fregueses das outras classes.

Construimos um processo de Markov X(¢) = (x1(t),z2(t), -,z (1))
com as seguintes taxas de transicao:

i) qn(xh,yp): para entradas no sistema de fregués do tipo i ao centro h = k(i, 1),
causando mudanca do estado z;, para y;, € Sy (4, s, z);

it) qj(yj,x;): para saidas do sistema de fregués do tipo ¢ que causa ao centro
J = k(i,5(7)) a transi¢do do estado y; € S;(i, s, z;) para z;;

i11) qj(yj, ;) %: para saidas de fregués da classe (i, s), s < S(i), da fila

j = k(i, s) entrando na fila h = k(i, s + 1) como fregués classe (i, s + 1); afila j
troca seu estado de y; € S;(7,s,x;) para x; e a fila h troca de x), para o estado
Yn € Sn(i, s+ 1,zp);

iv) q;(y;,x;): para transicoes internas a fila j (sem saida nem entrada de

fregueses).

A rede definida por esses J centros e caracterizada pelo processo de
Markov X (t) é chamada de rede aberta de estacbes quase-reversiveis. Note que,
em geral, as estagdes podem ndo obedecer as condi¢des para serem quase-
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reversiveis. O nome estd, assim, associado a construgdo da rede, que foi efetuada a
partir de estacdes que, isoladamente, sdo quase-reversiveis.
Pode-se verificar que a distribui¢do de equilibrio é dada por

(21, X9, -, xy) = w(xy)w(we) - (2 ),S

valendo assim a forma produto.

Pode-se verificar que as redes de Jackson, BMCP e Kelly sdo exemplos de
redes que sdo quase-reversiveis.

O préximo teorema € apresentado sem demonstragdo e sumariza oS
principais resultados.

Teorema 4.9

A rede aberta de estacdes quase-reversiveis tem as seguintes propriedades:
a) Os estados das estagdes individuais sdo independentes.
b) Para uma estacdo individual e fregués de uma dada classe, a distribui¢do de
equilibrio e a distribuicdo encontrada por um fregués chegando, sdo idénticas;
ambas sdo ainda iguais a distribui¢do que teria a estacdo, quando estivesse isolada
das demais, com chegadas de fregueses de cada classe formando processos de
Poisson.
¢) Sob tempo reverso, o sistema se torna uma outra rede aberta de estagdes quase-
reversiveis.
d) O préprio sistema é quase-reversivel e, portanto, saidas do sistema para
fregueses de cada tipo formam processos de Poisson independentes; o estado do
sistema no instante ¢y ¢ independente das saidas do sistema anteriores a ;.

demonstracao:
Ver Kelly [1979].00

4.6 Exercicios

1) Considere duas filas M/M/1 em série, isto €, as saidas da primeira sdo as
entradas da segunda. Verifique que esse sistema pode ser considerado uma rede de
Jackson e identifique os diversos parametros do modelo.

2) Para o sistema apresentado no exercicio 1, determine o nimero médio de
usudrios e o tempo médio de espera no sistema, se A\ = le 1 = pg = 2.

3) Verifique se o sistema apresentado no exercicio 1 € reversivel.
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4) (Gelenbe & Pujolle [1987]) Uma rede aberta de Jackson tem dois centros de
servico com um unico servidor, que atende com taxa u;, ¢ = 1,2. SO ha entradas
pelo centro 1 e a matriz de roteamento é dada por (incluimos o centro 3 para
representar o exterior da rede)

0 p 1—p
R=1|p 0 1-p
1 0 0

Escreva as equagdes de balanco global, local e detalhado. Verifique se a rede é
reversivel.

5) Considere uma rede fechada e ciclica com trés estacdes (o usudrio percorre
sucessivamente as estacdes 1, 2 e 3). Para um total de 3 usudrios no sistema e
servico exponencial de pardmetros p; = p9 = ps = 1, determine a distribui¢io
estacionaria.

6) Numa rede fechada com trés estacOes e 2 usudrios temos a seguinte matriz de
roteamento:

0 02 08
R=10 0 1
1 0 O

O servico em cada centro € exponencial com pardmetro 1. Determine a
distribuicdo estaciondria do sistema. Qual o nimero médio de usudrios na estacdo
1?

7) (Kelly [1979]) Para um centro de servico j na rede de Kelly contendo c
servidores mostre que:
a) O centro terd disciplina de servico LCFS sem interrupg¢do, se escolhermos

1 I=nj;n;=12--c¢c
0i(linj) =41 Il=c+Linj=c+1lc+2,---.
0  caso contrario

b) O servigo serd em ordem aleatdria se

1

nj—c

0;(l,nj) = s Il=c+1l,c+2,--njnj=c+1lc+2,---
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8) (Kelly [1979]) Verifique que, na rede apresentada no exemplo 4.3, o processo
definido pelo vetor (ni,ng,ng,n4,ns) ndo é um processo de Markov (falta
acrescentar o tipo de usudrio na defini¢cio do espago de estados).

9) (Kelly [1979]) Suponha que ¢;(n;) = ¢; paran; >0e j=1,2,---,J (dessa
forma, cada fila tem um tnico servidor). Para um centro j qualquer:

a) Calcule o numero médio de usuarios.

b) Determine a distribuicdo de probabilidade do nimero de usuérios do tipo ¢ € no
estdgio s da sua rota.

10) (Wolf [1989]) Considere uma rede com dois centros e dois tipos de fregueses.
O tipo 1 percorre as estacdes 1, 2 e 1, enquanto o tipo 2 tem rota 2, 1 e 2; as
chegadas externas para os dois tipos sdo Poisson com pardmetros A; e A,
respectivamente. O servico é exponencial com pardmetro p,; para a estagdo ¢ € a
disciplina de atendimento é FCFS. Mostre que:

a) P(N;=n)=(1-p;)p}! ,parai = 1,2, com NN; sendo o nimero de usudrios
no centro ¢, p; = a;/p;en > 0.

b) Dado N; > 0, a probabilidade de que, um usudrio tipo 1 no estdgio 1 da sua
rota esteja na estacdo 1, vale A /a;.

11) (Baskett, Chandy, Muntz & Palacios [1975]) Considere a seguinte rede BCMP
fechada, com dois centros e duas classes de usudrios. O centro 1 é do tipo 3 e o
centro 2, do tipo 2. O nimero de usudrios nas classes 1 e 2 sdo M; e Mo,
respectivamente. Os servigos sdo todos exponenciais com parametro p; com ¢,
sendo o centro e r a classe do usudrio. Note que, nesse caso, a distribuicdo de Cox
tem s6 um estdgio. Para o movimento na rede, temos

P22 = P22 =Poii1 =1, prigan+prigs =1,

com todos os outros elementos da matriz P sendo zero. Defina n;, como o nimero
de usudrios da classe r no centro i. Escreva as equacdes de balanco global e local,
no caso n;, > 0, 4,7 = 1,2.



Apéndice A

Integral de Riemann-Stieltjes e
Transformada de Laplace-Stieltjes

O material apresentado aqui € um sumadrio dos principais resultados sobre
a integral de Riemann-Stieltjes e a transformada de Laplace-Stieltjes. Maiores
detalhes podem ser encontrados em Rudin [1976], Kleinrock [1975], Cooper
[1981] e Gross & Harris [1985].

A integral de Riemann, familiar ao leitor, ndo contém a generalidade
necessaria para tratar com fungdes de distribuicdo que ndo sejam absolutamente
continuas. A integral apresentada aqui permite uma abordagem unitdria para as
varidveis aleatérias, sejam discretas ou continuas, o que é conveniente para
resolver vérios problemas em teoria das filas.

Antes de apresentar a integral de Riemann-Stieltjes precisamos de
algumas preliminares. Sejam «/(¢) uma fun¢do monétona ndo decrescente em ¢ no
intervalo [a,b] e ((t) uma funcdo qualquer definida no mesmo intervalo. Em
geral, na drea de probabilidade e estatistica, a fun¢do «(t) serd uma fungdo de
distribui¢do. Para uma sequéncia de pontos a =ty < t; <ty < --- <t, =b que
particiona o intervalo [a,b],consideremos a norma ||A||, definida da seguinte
forma:

Al :1 %nza% n(ti —ti1),

isto €, a norma indica o comprimento do maior sub-intervalo.
Definicao a1: Integral de Riemann-Stieltjes

A integral de Riemann-Stieltjes (RS) da funcdo ((t) com respeito a
fun¢do «(t) no intervalo [a, b] é definida por:

/;5@ da(t) = lim gﬂ@)[a(u)—a(ti_l)],

[A—0
comtq;_l < fi < ti, 1= 1,2, ,’I’LD

97
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O lado esquerdo da expressdo acima € a notacao usualmente utilizada para
representar a integral RS. E importante observar que o limite inferior, a, estd
incluido na integral, de modo que um eventual valor positivo de [(a)a(a) é
computado. Uma notacdo mais precisa seria substituir ¢ por a~, o que ndo
faremos, para ndo sobrecarregar a notacao (essa é também a op¢do da maioria dos
autores). Uma condic@o suficiente para a existéncia do limite é que ((t) seja
continua em [a, b] e, em geral, esse s30 0s casos de nosso interesse.

Se «(t) =t, entdo a integral RS torna-se uma simples integral de
Riemann. Se «(t) é a fungdo distribuicdo F(¢)de uma varidvel aleatéria ndo
negativa X, com densidade f(¢), a integral RS da fungdo ((¢) em relagdo a F

torna-se
/ B(t)dF(t / B(t) E(B(X)),

com essa Ultima igualdade valendo pela defini¢do de valor esperado.
Virias das propriedades da integral de Riemann também sdo vélidas nas
integrais RS. Em particular,

b
/ doft) = a(b) — ala);

b b b
/ kB () + koo 0)] da(t) = / k(1) dor(t) + / kafBa(t) dar(t),

com k7 e ko constantes arbitrarias.

Se [(t) é continua e «(t) é a fungdo de distribuicdo de uma varidvel
aleatéria discreta com saltos nos pontos c¢; < ¢y < --- < ¢, pertencentes a
[a, b], entdo

/5 1) daft Zm ) - ale)].

Apresentamos a seguir a férmula de integrag@o por partes para as integrais
RS. Para 5(¢) monétona ndo decrescente, temos,

/ B(t) da(t / a(t) dB(t) = B(b) a(b) — A(a) ala).
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Utilizando a integral RS, vamos definir uma transformacido que ¢é de
grande auxilio na teoria das probabilidades e, em especial, em teoria das filas.

Definicao a2: Transformada de Laplace-Stieltjes

Seja X uma varidvel aleatéria ndo negativa com fungdo de distribuigdo F'.
A transformada de Laplace-Stieltjes (LS) de F' é dada por:

E(e™*) = F(s) = /OOCeSt dF(t), Re(s) >0.00

Note que s, na definicdo acima, pode ser um nimero complexo € o
extremo inferior da integral € 0, como ja4 mencionado anteriormente.

A transformada LS facilita operacdes que desejamos fazer com as fungdes
originais. Além disso, existe correspondéncia um-a-um entre a fungdo original e a
transformada. Essas sdo caracteristicas desejdveis em qualquer transformada e se
verificam, por exemplo, em fungdes geradoras de probabilidade e de momentos.
Vamos discutir em seguida algumas propriedades da transformada LS.

Sejam F e F5 duas fungdes de distribui¢do e consideremos a operagdo de
convolugdo entre elas, definida por

t t
G(t) = FisFy(t) :/ Fy(t — x) dFy(2) :/ Byt - 2)dFi(z),
0 0
onde * indica a operacdo de convolugdo. Observe que, pela definicdo acima, a
convolugdo é uma operacdo comutativa que resulta em uma outra funcdo de
distribuicdo, G(t). E possivel verificar que a transformada LS de G(¢) sera o
produto das transformadas de Fj e Fb, isto é,

G(s) = Fi(s)Fa(s).

Os momentos da distribui¢io F'(t) podem ser calculados a partir de F(s),
através de sucessivas diferenciagdes,

B(X") = / S AR = (- 1)”(5; F(s) )

0

5=0

Em geral, ap6s realizar as operacdes desejadas, precisamos retornar do
dominio das transformadas para o dominio das funcdes de distribuicao. Nesses
casos, & util estabelecer a relacdo entre a transformada de Laplace-Stieltjes e a de
Laplace, pois esta ultima tem tabelas de inversdo facilmente encontrdveis em
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textos de probabilidade aplicada. Inicialmente, relembramos a definicio de
transformada de Laplace,

L(F(t)) = /0 T et Byt
Aplicando a integragdo por partes, temos
/Obe_‘gt dF(t) — s/obe_“ F(t)dt =e** F(b) — e ** F(07).
Assumindo F'(0~) = 0 e tomando limite para b— oo, vem
L(F() = L B(s) .

S

Dessa forma, para efetuar a inversdo de uma transformada LS pode-se usar as
tabelas da transformada de Laplace.



Apéndice B

Principais Processos Estocasticos
Utilizados em Filas

1. Processos de Renovacao

Considere um experimento aleatério qualquer e sejam Wi, Wy, --- as varidveis
aleatdrias representando os intervalos de tempo entre sucessivas ocorréncias. Os tempos

To=0e Tyy1 =T, + Wy, paran > 0,
definem os instantes das sucessivas ocorréncias.
Definicao b1:Processo de Renovacio

Se Wy, W,,--- sdo independentes e identicamente distribuidos diremos que a
sequéncia 7 = {T,;;n > 0} é um processo de renovagdo.[

Virios autores preferem definir o processo de renovacao através do processo de
contagem do nimero de ocorréncias até um instante ¢{. Pode-se demonstrar que as duas
definicdes sdo equivalentes. O processo de contagem € definido por

N(t) = i I (Th)

n=1

com
L, 0<T, <t
T (Tn) = {0, caso contrério.
A distribui¢do de N(¢) pode ser obtida da distribuicdo dos W, da seguinte
forma:

P(N(t) = k) = P(Tj—1 < t) — P(T}, < t) = F*1(t) — F*(t),

com F(t) sendo a fungdo distribuicdo de W,, e F*(t) representanto a k-ésima convolugdo
de I’ consigo mesma. Note que, o uso de transformadas de Laplace-Stieltjes é de grande
auxilio, pois a operacdo de convolucdo se torna produto de transformadas.

101
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O "mais famoso" processo de renovagdo € o processo de Poisson. Nesse caso, o
intervalo entre ocorréncias tem distribui¢do exponencial e o processo de contagem segue
a distribuicao de Poisson. Isto €,

Ft)y=1—e ™ t>0,1A>0,

—At k
e P(N(t) = k) = % k=0,1,2,--.

2. Cadeias e Processos de Markov
Definicao b2: Cadeias de Markov

A sequéncia de varidveis aleatérias X1, X, - -+, assumindo valores num conjunto
E, forma uma cadeia de Markov (em tempo discreto) se para todon = 1,2, --- temos,

P(Xn - ]‘ Xl = /ilyXQ == i2a "'7Xn—1 = Z) = P(Xﬂ - j|Xn—1 == Z),
para toda escolha de valores j,i1,49,---,1 € F.O

A igualdade acima estabelece que a dependéncia da evolugdo do processo fica
reduzida a tltima ocorréncia. Ou, em outras palavras, o futuro depende apenas do
presente, mas ndo do passado. Um processo estocdstico com essa propriedade € dito ter a
propriedade de Markov.

O conjunto E é chamado de espago de estados da cadeia. Vamos assumir (0 que
usualmente € feito) que a cadeia ¢ homogénea e as probabilidades ndo dependem do

indice n. Assim, definimos a matriz de transi¢do da cadeia, em uma etapa, por
P =pyjl,i,j € E, com p;; = P(X,, = j|X;-1 =4),Vn > 1.

A cadeia de Markov serd irredutivel, se todo estado da cadeia pode ser alcancado
a partir de qualquer outro, em uma ou mais etapas. Para classificar os estados da cadeia,
vamos definir a probabilidade de retorno a um estado. Sejam,

f ;") = P( partindo de 7, 12 retorno a j ocorre na etapa n),

fi= Z fj(m = P(partindo de 7, retornar a j em alguma etapa).
n=1
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O estado j serd dito recorrente se f; = 1 e transitério se f; < 1. Se os retornos a um
estado j se ddo apenas em um numero de etapas que é miltiplo de 9, entdo j é dito ser
periddico de periodo 6. Se § =1, o estado é aperiodico. Para os estados recorrentes
podemos calcular o tempo médio de recorréncia pela expressao

= anj(n) ]
n=1

Se p; € finito, j € dito recorrente ndo nulo, caso y; seja infinito o estado serd denominado
recorrente nulo.
A partir de uma distribuicio inicial 7(*) = (W(()O), 7r§0>, Wéo), -++), o sistema evolui
fazendo transi¢des de acordo com a matriz P. Na etapa n, a chance da cadeia estar em
(n)

cada estado serd dada por 7™, com elementos T j € E. Definimos a distribui¢do

estaciondria da cadeia como sendo o vetor de probabilidades m que, uma vez escolhido
como distribui¢io inicial, implicarad que teremos 7™ igual a distribui¢do estaciondria,
para qualquer etapa m. Podemos entdo dizer que ao comecar com a distribui¢do
estaciondria ficamos com ela para sempre.

Apresentamos a seguir, sem demonstracdo, duas importantes proposi¢oes:

Proposicao b1:

Os estados de uma cadeia de Markov irredutivel sdo todos do mesmo tipo. Se
forem periddicos, todos tém o mesmo periodo.[]

Proposicao b2:

Em uma cadeia de Markov homogénea, irredutivel e aperiddica, a distribui¢do de
probabilidade limite,

_ (n)
= T
existe para todo j € E e é independente da distribui¢do de probabilidade inicial.
Temos ainda que uma das seguintes situagdesse verifica:
a) Todos os estados sdo transitorios ou todos sdo recorrentes nulos. Nesse caso ndo existe
distribui¢do estaciondria e 7); = 0 para todo j € E.
b) Todos os estados sdo recorrentes ndo nulos e 7; > 0 para todo j € E. Nessa situagdo

os 7);'s coincidem com a distribui¢ao estaciondria e 7); = 1 /1 . O sistema de equagdes
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inzl;

i
T; = inpij , j e F,
i€FE

determinard unicamente as duas distribui¢des (estaciondria e limite).]
Definicao b3: Processo de Markov

Um processo estocdstico { X (¢);¢ > 0}, com espago de estados enumerdvel E,
finito ou infinito, € um processo de Markov (ou cadeia de Markov a parametro continuo)
se, paratodo t,s > O eestado j € F,

P(X(t+5) = j| X(u);u < s) = P(X(t+s) = j| X(s)) .0

Como fizemos no caso discreto, vamos assumir que o processo € homogéneo, isto
é, podemos escrever a probabilidade de transi¢dao

P(X(t+s) =gl X(s) = i) = pi(1) ,

nio dependendo de s, mas apenas dos estados ¢, j e da duracdo do intervalo ¢.

Pode-se demonstrar que, num processo de Markov, o tempo de permanéncia em
um estado antes da transicdo tem distribui¢do exponencial. O pardmetro dessa
exponencial pode depender do estado presente, mas ndo do que serd visitado a seguir.

Usualmente, a definicdo do processo se d4 através das taxas de transi¢do
infinitesimal, dadas por

s — qim 28D~ 1
Qi _At~>0 At
. py(AY)
gij = lim == i # .

A matriz A = [g;j],com i, j € E, é denominada de gerador infinitesimal. Note que, ¢;; é
negativo com valor igual ao oposto da soma dos outros elementos da linha 3.

Um processo de Markov & irredutivel se, para todo 4, j € F, p;j(t) é positivo para
algum ¢. Em outras palavras, o processo € irredutivel se existe probabilidade positiva de
alcangar qualquer estado, partindo de qualquer estado, em algum tempo.

Se o processo € irredutivel, entdo a distribuicao limite existe e € independente da
distribui¢@o inicial, isto €, flgg pi;(t) existe para todo j € E.

Para calcular a distribuicdo estaciondria /I, resolve-se a equagdo vetorial
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IIA=0,
Ile=1,

com e sendo um vetor coluna de 1’s. Se esse sistema tiver solugdo tunica, entdo a
distribuicdo limite coincide com a distribuicdo estaciondria. Em geral, essa € a situagdo
de maior interesse pratico.

3. Processos de Nascimento e Morte

Vamos descrever um caso especial dos processos de Markov, denominado
processo de nascimento e morte. O nome tem origem nos estudos de populacdo animal
realizados em experimentos bioldgicos. Vamos considerar aqui apenas o caso continuo,
por ser o de maior aplicacdo em Teoria das Filas.

Considere um processo de Markov com transi¢des apenas entre estados
adjacentes e com as seguintes taxas,

A, sej=1t+1;
_ iy sej=1i—1,1> 0;
%ij = — (N + ), sej=1,1>0;
— Ao, sej=14=0.

Note que as taxas \; correspondem a saltos "para cima" enquanto p; a saltos "para
baixo". Usualmente, dizemos que A; € a taxa de nascimento e y; a taxa de morte do

processo.
O gerador infinitesimal € dado por
[ — Ao Ao 0 e 7]
1 — (A1 4+ ) A1 0
A= 0 2 — (A2 + p2) Ao 0
: 0 143 —(As+ps) As
: 0 " .

4. Processos de Renovacao Markovianos

O processo que vamos discutir agora inclui, como caso particular, todos os
processos apresentados nas seg¢des anteriores. O processo de renovacdo Markoviano
combina a teoria da renovagdo com a teoria das cadeias de Markov. Os tempos de
permanéncia em cada estado t€m distribuicao geral, dependendo do estado presente e do
proximo a ser visitado e a sequéncia de estados visitados forma uma cadeia de Markov.
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Para cada n = 0,1, ---, considere o par de varidveis aleatérias (X,,,7},) com X,
tomando valores num conjunto enumerdvel E e T,, em [0,00)sendo 0 = Ty < Ty < ---

Definicao b4:Processo de Renovacao Markoviano

O processo estocastico (X, T") = {(X,,,T,);n > 0} é um processo de renovagdo
Markoviano, com espaco de estados F/, se

P(Xn :ja T‘n_irnfl §t|(Xka Tk)ak < TL—].) :P(Xn :j’ Tn_Tnfl < t|Xn71)a
paratodoj € F,n>1et > 0.0

Pela definicdo acima observamos que a transicdo futura do processo s6 depende
do presente, e ndo de toda histéria do processo. Como usual, vamos assumir que o
processo € homogéneo e assim definir o nidcleo de transi¢do por

Q(t) = [Qij(t)],i,j € E, com
Qi(t) = P(X, =4, T, — T,-1 < t|X,_1 =1i), Vn > 0.

Um processo de renovagdo Markoviano torna-se um processo de Markov, se o
tempo de permanéncia em cada estado € exponencial com parametro ndo dependendo do
proximo estado a ser visitado. Ele serd uma cadeia de Markov, se o tempo entre
transicoes for constante e igual a 1. Temos ainda que o processo de renovagdo
Markoviano torna-se um processo de renovacdo, no caso do espaco de estados conter
apenas 1 elemento.

Se considerarmos apenas a sequéncia de estados visitados pelo processo, ou seja,
se estamos interessados em {X,;n > O}, obtemos uma cadeia de Markov, que ¢
denominada a cadeia imersa no processo (X, T'). A matriz de transi¢do, em uma etapa,
dessa cadeia é P = [p;j], i,j € E, com

pij = lim Qi;(t)

Sob algumas circunstancias, quando isolamos a componente 7' do processo de
renovagdao Markoviano, o processo resultante serd um processo de renovacdo. Esse € o
conceito de equivaléncia, definido a seguir.

Definicao b5: Equivaléncia

O processo de renovagido Markoviano (X,T') serd equivalente ao processo de
renovac¢do 7 comdistribui¢ao F', se, paratodo n € Nety,t9---t, € R,, tivermos

HQ(0)Q(t)---Q(tn)e = F(t) F(t2)---F(tn) ,
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com IT sendo a distribui¢do estaciondria da cadeia imersa.[]

A equivaléncia requer que, qualquer distribuicdo conjunta de n intervalos entre
realizagdes sucessivas do processo (X,T'), sejam independentes. Tendo em vista a
dificuldade de aplicacdo pratica da definicdo acima, apresentamos a seguir um critério
para equivaléncia.

Proposicao b3:

O processo de renovagdo Markoviano (X,7) é equivalente ao processo de
renovagdo 7, se uma das seguintes condi¢des se verificam

i) Q) = F(t)II
i1) Q(t)e = e F(t). O
Essas condi¢des sdo utilizadas frequentemente na verificacdo de caracteristicas
dos processos de saida ou de partida em filas. Elas também estdo relacionadas com a

propriedade de quase-reversibilidade, apresentada no capitulo 4. Consulte Disney &
Kiessler [1987] para maiores detalhes.






Apéndice C
Processos Reversos e Reversibilidade

A idéia de processo reverso constitui-se numa ferramenta importante para
o estudo de redes de filas. Apresentaremos as principais defini¢des e resultados e
indicamos ao leitor que consulte Disney & Kiessler [1987], Kelly [1979] e as
referéncias 14 mencionadas, para maiores detalhes.

Definicao c1: Processo Reverso

Seja X = {X(t); — oo <t < + oo} um processo estocdstico qualquer.
Para um ndmero real 7, X = {X(1—1); —oo <t < + o0} é definido como o
processo reverso de X'.[1

Podemos interpretar o processo reverso como sendo a evolucdo do
processo no sentido contrdrio do tempo original.

Definicao c2: Processo reversivel

Um processo serd dito reversivel se ele, e seu reverso, t€m a mesma
distribuicdo probabilistica. Nesse caso, o processo direto é estatisticamente
indistinguivel do seu reverso.[]

A partir dessas defini¢cOes gerais, vamos apresentar resultados para as
cadeias e processos de Markov. Comegamos por indicar como obter os processos
TEVErsos.

Seja X = {X,,;n € N} uma cadeia de Markov estaciondria com espago
de estados F/, matriz de transi¢do I° com elementos p;; e distribuicdo estaciondria

. A ’ .
dada por II. A cadeia reversa X € a cadeia de Markov com o mesmo espaco de
estados E' e com matriz de transicio P, cujos elementos sdo

~ Uy .o
bi; = —]pji,VZ,jEE.
J e

Considere agora um processo de Markov X = {X(¢);t e R},
estacionario, com gerador A e distribui¢cdo estaciondria I1. O reverso de X € o

AN AN
processo de Markov X que tem gerador A, cujos elementos sdo

109
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A T
Aij: - Aji,VZ',jEE.
T

I3

Note que, por construcio, o processo reverso t€ém a mesma distribuicdo
estaciondria do processo direto. Isto concorda com a interpretagdo da distribui¢ao
estaciondria como sendo a proporc¢ao de permanéncia nos estados do processo. Em
vérias situacdes em que a verificagdo das equacdes de equilibrio é complicada,
mas O processo reverso e suas taxas sao faceis de serem "chutados", podemos ter
um grande auxilio no cdlculo da distribui¢do estaciondria. O resultado a seguir
indica como podemos tirar proveito dessa situagdo. A versdo que apresentaremos
¢ para os processos de Markov. A demonstracio e o resultado andlogo para
cadeias podem ser encontrados em Kelly [1979].

Proposicao c1:

Seja X um processo de Markov estaciondrio com taxas A;j,4,j € E. Se

AN
podemos obter uma cole¢io de niimeros A;;, ¢, j € F, tais que
AN
D A= A
jEE JEE

e uma colec¢do de nimeros positivos 7;, 7 € £, que somem 1, tais que

A

WiAij: WjAjiy Vi,jEE,
~ /\ . . ~ . ~ A .
entdo Aj; , 4, j € F, s@o as taxas de transi¢do do processo reverso X' e 7;, j € E,
¢ a distribuigdo estaciondria dos dois processos (direto e reverso). [

Apresentamos a seguir, sem demonstragdo, alguns critérios para
reversibilidade em cadeias e processos de Markov.

Proposicao c2:

Uma cadeia ou processo de Markov estaciondrio € reversivel se e s6 se
estdo satisfeitas as equagdes de balanco detalhado. Isto é,

i) ™ pij = ™ pji , Vi,j € E, para as cadeias;
it) m Nijj = m; Ay , Vi, j € E, para os processos. [

Proposicao c3: Critério de Kolmogorov
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Uma cadeia de Markov estaciondria € reversivel se e, sO se, suas
probabilidades de transi¢ao satisfazem

pjlj? p]2]3 pjnfljn pjnjlz pjljn pjnjnfl' o p]3]2 pj?jl’
para qualquer sequéncia finita de estados ji, jo, -+, j, € £. U

O critério de Kolmogorov estabelece que, para qualquer trajetéria que
comece e termine no mesmo estado, a probabilidade da sua realizacdo € a mesma
nao importanto a direcdo do movimento. O critério € muito util também para uma
rdpida verificacdo de ndo reversibilidade. Isto em geral € feito escolhendo-se
trajetdrias criticas do processo. A versdo para processos de Markov € anédloga.
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