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L Breve introdugdo

Teoria Classica de Medidas (TCM)

@ Escores brutos ou padronizados

@ Resultados dependem do particular conjunto de itens que
compdem o instrumento de medida

@ Invidvel a comparagdo entre individuos que n3o foram
submetidos "aos mesmos instrumentos de medida” .

@ Impossibilidade de construcido de Escalas de Proficiéncia.
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L Breve introdugdo

Algumas Avaliacoes Educacionais no Brasil e no Mundo

@ No Brasil vem sendo usada extensamente em avaliagdo
educacional SAEB/Prova Brasil, Provinha Brasil de LP e MT,
Encceja, ENADE, ENEM, Saresp, Prova S3o Paulo ...

e No mundo: TOEFL, GRE, PISA, ...

@ O Enem é parte fundamental dos exames vestibulares de
algumas universidades

@ Decreto do MEC impde explicitamente no Enem o uso da
Teoria da Resposta ao item via "modelo logistico de 3
pardmetros’, com vistas a realizar avaliacGes paralelar ou mais
de uma edicdo por ano.

@ Preocupagdo com Comparabilidade.
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LAlguns resultados do Enem

Média de Acertos no En 1998 a 2008
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Serdo os resultados dessas provas comparaveis?
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Cerca de 40 mil alunos participaram dessa prova.
Tavares, H.R.
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LAlguns resultados do Enem
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Agora as médias podem ser efetivamente comparadas.
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LAlguns resultados do Enem
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Ltri

Teoria da Resposta ao item (TRI)

Teoria desenvolvida para suprir necessidades na drea
psicométrica e, posteriormente, educacional.

E composta por conjunto de modelos que consideram
varidveis latentes.

Modelos de Resposta ao Item (MRI) : representam o
relacionamento entre tracos latentes de individuos e
pardmetros do item de um instrumento de medida (prova,
questionario). Modela a probabilidade de responder
corretamente ao item.

Existe um grande nimero de classes de MRI: dicotémicos e
policotomicos, desdobramento, um e multiplos grupos,
multidimensionais, multivariados, longitudinais, dentre outros.
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O modelo logistico de 3 parametros (ML3)

Dos modelos propostos pela TRI, o modelo logistico
unidimensional de 3 pardmetros (ML3) é atualmente o mais
utilizado. Baseia-se na suposicdo de que quanto maior o
conhecimento (habilidadde) do individuo na drea avaliada, maior é
a probabilidade de ele responder corretamente ao item. Assim,
podemos esperar o seguinte comportamento para a probabilidade
de resposta correta em fungao da habilidade:

1

P(U; =110;,¢;) = ci + (1 — Ci)m’

(1)

comi=12--- n e j=12--- ne¢; = (ajbic).
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Exemplo de uma Curva Caracteristica do Item — CCl
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Interpretacao:

@ Uj é uma variadvel dicotbmica que assume os valores 1,
quando o individuo j responde corretamente o item i, ou 0
quando o individuo j n3o responde corretamente ao item i.
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Interpretacao:

Uj € uma varidvel dicotémica que assume os valores 1,
quando o individuo j responde corretamente o item i, ou 0
quando o individuo j n3o responde corretamente ao item i.
6; representa a habilidade (trago latente) do j-ésimo
individuo.

P(Uj =1/0;,¢;) ¢ a probabilidade de um individuo j com
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medido na mesma escala da habilidade.

a; é o parametro de discriminacdo do item i.
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Exemplo de Item na PRATIC

Item Characteristic Curve:
a= 1304 b= 1316 c= 0178
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Exemplo de Item na PRATIC

Item Characteristic Curve: LC09
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Exemplo de ltem na PRATICA. Possivel melhoria

Item Characteristic Curve

a= 1499 b= 0351 c= 0194

Probability
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Exemplo de Item co

comportamento Ines

Item Characteristic Curve: LC27
a= 0894 b= 1684 = 0388
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Da Teoria Classica

Probability

a= 0174

Item Characteristic Curve: LC04

b= 1727
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Enem 2009: LCT
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L Estimacao

Processo de Estimacao

Geral: Estimacdo por maxima verossimilhanca = contruir a
verossimilhanga e encontrar os valores de { que maximizam essa
funcao.

Notacao:

uji: resposta do individuo j ao item i

u; : vetor de respostas do individuo j a todos os itens
u_: conjunto total de observacdes

0 = (01,---,60n): vetor de habilidades dos N individuos

¢=1(¢1, -+ ,¢,): conjunto de pardmetros dos itens.
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L Estimacao

Suposicoes:

As duas principais sao:

(S1) as respostas oriundas de individuos diferentes sdo
independentes,

(S2) os itens sdo respondidos de forma independente por
cada individuo (Independéncia Condicional), fixada
sua habilidade. Ou seja, a habilidade () ¢ a dnica
informacg3do necessaria para determinar se o individuo
acerta ou erra a questdo. Ou ainda, o idividuo n3o
aprende (altera sua habilidade) no momento do teste.
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L Estimacao

Construcao da verossimilhanca

O processo é construido em duas etapas, primeiro supde-se alguma
distribuicdo para as habilidades da populagdo, tal como
Normal(p, o2). Na pratica podemos fixar 1 =0e 02 =1. A
equacdo de verossimilhanca fica em fun¢do apenas dos parametros
dos itens (.

Geral: Supor distribuicdo para a habilidade: fdp é
g(0ln), n=(u,0%)

A verossimilhanc¢a individual pode ser escrita como

PujlC.m) = /% P(u; 16, C)g(6]n)de.
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L Estimacao

Verossimilhanca marginal

@ A funcdo de verossimilhanga marginal sera:
(51 17
L) =PU.=ul¢) = [PV =ul0)
j=1

@ Encontrar o ponto de miximo da verossimilhanca é
equivalente a encontrar o ponto que maximiza a
log-verossimilhanga;

N
logL(¢) = > P(Uj. =u;lC).
j=1

@ Para encontrar o ponto de maximo de uma fun¢do, derivamos
e igualamos a zero:

dlog L(¢)

=0, i=1,--,n.
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L Estimacao

Visualizacao da Verossimilhanca

LIKELIHDCD
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L Estimacao

Equacao de Verossimilhanca

Podemos escrever a log-verossimilhanga como

dlogL(¢,m) 0
a¢; S

N
> log P(u;[¢,m)
j=1

N

1 9P(u;|¢;m)

Depois de algumas péginas de desenvolvimento, obtemos

oPlem) /%[(uj, P,)<8Ci> P;kQ;k}P(uJ_w,C)g(H]n)dO
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L Estimacao

Desenvolvimento

onde,
Px:Q*
Wi = Pij onde P;éoML2 e Qi=1-P;

Usando a notacdo

P(u;.|0,¢)g(0|n)
P(ujl¢,m)

teremos que a funcdo de log-verossimilhanga serad

dlog L(¢,m) oP; W;
¢, Z/ =) (5 ) o) &0
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L Estimacao

Derivadas de P;;

Finalmente, basta obter as derivadas para a FRI escolhida para
cada item. Adotando o ML3 para todos os itens, teremos

873],- = D(1— )8 — bi)P; Qji,
aP'i * M)k

6bJ; = —Dai(1- Ci)Pji jiis

i _

aC,' - o

Agora é s6 substituir na equagao anterior.
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L Estimacao

Equacoes de Estimacao Finais

Em resumo, as equacgdes de estimacdo para os parametros a;, b; e
C; sao, respectivamente,

N

o+ D-a)Y [ wi— PO~ b)Wig () =0,

Jj=1
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L Estimacao

Métodos lterativos

As equacdes n3o apresentam solucio explicita. Com isso, deve ser
adotado algum método iterativo para obtencdo das estimativas de
maxima verossimilhanca, tal como o Método de Newton-Raphson
ou Scoring de Fisher. Para isso, devem ser calculadas ainda a
derivadas segundas,

&log L(¢,m)
9¢;0¢,

Naturalmente, quando / = / (mesmo item) essas derivadas ndo
serdo nulas, mas o desejavel seria que as derivadas cruzadas (i # /)
fossem nulas, mas n3o s3o. Isso implica que deveremos estimar
todos os itens conjuntamente, tendo que inverter matrizes da
ordem 3n indmeras vezes, por exemplo.

(i, ). (3)
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L Estimacao

Métodos lterativos

Usando

N N
0) = Z ujigi (), fi(0) = Zgj*(e)
=1 =1

As equacoes de estimac3o ficam

Dlog o) _ D(l—c,)/(e—b,-) [r/(6) — Pif;(0)] Wido,
dlog L(¢,m)

Dolem) . pay /[r, (6)] W;do,
dlogL(¢,m)
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L Estimacao

Pontos de Quadratura

Na pratica, a integral é aproximada usando-se g pontos de
quadratura 6y e respectivos pesos Ax, k =1,---q. As Equacgdes

ficam
q
ai + D(1—g¢ Z (6k — bi) [rki — Prifi] Wii = 0,
k=1
b,‘ : —Da,-(l — C,') Z [rk,- — Pk,'fk] Wki = 07
q
Wii
i . | P ,‘f — U.
c kz;[ [rki — Prifi] P 0
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L Estimacao

Etapas do Algoritmo EM

Mais especificamente, os passos E e M s3o

Passo E Usar os f, os pesos Ax, k =1,---,q e estimativas
iniciais ¢; para gerar gJ-*(Hk) e, posteriormente, ry; e
fx.

Passo M Com r e f obtidos no Passo E, resolver as equacdes
de estimagdo para ¢; usando o algoritmo
Newton-Raphson ou “Scoring”de Fisher.

Vantagem: tratamento de matrizes 3 x 3 para o ML3,
convergéncia.

Desvantagem: Velocidade de convergéncia
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L Estimacao

Método de Newton-Raphson

@ Inicia-se com uma estimativa inicial de {;, representada por

~(0)

¢; ~. A cadaiteragdo 1,2, - -, as estimativas sao melhoradas.
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L Estimacao

Método de Newton-Raphson

@ Inicia-se com uma estimativa inicial de {;, representada por
~(0) . . . . ~
¢; ~. A cadaiteragdo 1,2, - -, as estimativas sao melhoradas.

@ A expressdo para a estimativa de {; na iteragdo t + 1 serd

~(t+1) (1) (1)

=0 A neE?).
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L Estimacao

Método de Newton-Raphson

@ Inicia-se com uma estimativa inicial de {;, representada por
~(0) . ~ o -
¢; ~. A cadaiteragdo 1,2, - -, as estimativas sao melhoradas.

@ A expressdo para a estimativa de {; na iteragdo t + 1 serd

S 50 (00 g ()
i =6 = AT ).

@ O processo para quando algum critério de parada for
alcangado.
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L Estimacao

Os estimadores de maxima verossimilhanca gozam de propriedades
assintdticas conhecidas, tais como vicio nulo e eficiéncia. Sob
algumas condi¢des de regularidade (ver Sen & Singer (1993), por
exemplo) a distribuigdo assintética do estimador de maxima
verossimilhanca, Z,, é normal com vetor de média {; e matriz de
covariancias dada pela inversa da matriz de informacg3o

2 (0]
1) =& (T ) ——a.

As raizes quadradas dos elementos diagonais de [I(¢;)] ! fornecem
os erros-padrao dos estimadores 3;, b; e C;.
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L Estimacao

Estimac3o das Habilidades

@ Nesta etapa consideramos os pardmetros dos itens conhecidos.
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L Estimacao

Estimac3o das Habilidades

@ Nesta etapa consideramos os pardmetros dos itens conhecidos.

@ A habilidade do individuo j serd estimada com base na
distribuicaoda habilidade, condicionada ao vetor de respostas
do individuo j, ou seja, alguma caracteristica de g;'(f) :

gJ*(H) =g(flu;,¢,n) = P(u/é!z;?c)jg;g?n)
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L Estimacao

Estimac3o das Habilidades

@ Nesta etapa consideramos os pardmetros dos itens conhecidos.

@ A habilidade do individuo j serd estimada com base na
distribuicaoda habilidade, condicionada ao vetor de respostas
do individuo j, ou seja, alguma caracteristica de g;'(f) :

gJ*(H) =g(flu;,¢,n) = P(u/é!z;?c)jg;g?n)

@ Podemos usar a Média desta distribui¢cdo (chamado de EAP -
expected a posteriori), ou 0 maximo (Moda) da distribui¢cdo
(chamado de MAP - maximum a posteriori)
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L Estimacao
imacao das Habilidades - Visualizacdo

Fungdo de Verossimilhanga para cadaindividuo

f

"
P

]
/|

—

Verossi milhanga

V
\

: \
L AT, N h—

4= am o am gx oam

EE TR

Altura
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L Estimacao

EAP - expected a posteriori

Este método é bastante conveniente, pois durante o processo de
estimacio dos parametros dos itens as quantidades gj“(&) s3o
obtidas e guardadas, assim como o vetor de pontos de quadratura
0 = (01,62, ,04), usado para aproximar as integrais por somas.
Segue que a esperanca da posteriori é

;= ElOlu;. C,m] = /% 0g; (0)do.
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L Estimacao

MAP - maximum a posteriori

@ Temos que encontrar o ponto de maximo de gj*(9)
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L Estimacao

MAP - maximum a posteriori

@ Temos que encontrar o ponto de maximo de gj*(9)

@ Logaritmizamos, derivamos e igualamos a zero, e aplicamos
Newton-Raphson.
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L Estimacao

MAP - maximum a posteriori

@ Temos que encontrar o ponto de maximo de gj*(9)

@ Logaritmizamos, derivamos e igualamos a zero, e aplicamos
Newton-Raphson.

@ A equacgdo de estimacdo para 0; é dada por

n 0: —
DZ a,-(l — C,')(u_,',' — PJ)VVJ, — M = 0.
i=1
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L Estimacao

MAP - maximum a posteriori

@ Temos que encontrar o ponto de maximo de gj*(9)

@ Logaritmizamos, derivamos e igualamos a zero, e aplicamos
Newton-Raphson.

@ A equacgdo de estimacdo para 0; é dada por
0 —
DZ “JI_'Dji)Wji_(J M):O'

@ O processo iterativo sera feito com base em

gD = gt — [HE)]LA(E))

@ O erro-padrio serd dado pelo inverso da informac3o de Fisher.
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L Estimacao

MAP - maximum a posteriori

@ Temos que encontrar o ponto de maximo de gj*(9)

@ Logaritmizamos, derivamos e igualamos a zero, e aplicamos
Newton-Raphson.

@ A equacgdo de estimacdo para 0; é dada por
0 —
DZ “JI_'Dji)Wji_(J M):O'

@ O processo iterativo sera feito com base em

gD = gt — [HE)]LA(E))

@ O erro-padrio serd dado pelo inverso da informac3o de Fisher.
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L Softwares

Principais Aplicativos (Softwares)

@ Anidlise Classica: ItemAN (www.assess.com)
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L Softwares

Principais Aplicativos (Softwares)

@ Anidlise Classica: ItemAN (www.assess.com)

@ Teoria da Resposta ao Item: Bilog-MG, para itens dicotomicos
(www.ssicentral.com)
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L Softwares

Principais Aplicativos (Softwares)

@ Anidlise Classica: ItemAN (www.assess.com)

@ Teoria da Resposta ao Item: Bilog-MG, para itens dicotomicos
(www.ssicentral.com)

@ Teoria da Resposta ao ltem: Multilog, para itens
policotomicos
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LSoftwares

Principais Aplicativos (Softwares)

@ Anidlise Classica: ItemAN (www.assess.com)

@ Teoria da Resposta ao Item: Bilog-MG, para itens dicotomicos
(www.ssicentral.com)

@ Teoria da Resposta ao ltem: Multilog, para itens
policotomicos

@ Anilise de Fatores Associados: HLM (Hierarquical Linear
Models)
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LSoftwares

Principais Aplicativos (Softwares)

Andlise Classica: ItemAN (www.assess.com)

Teoria da Resposta ao Item: Bilog-MG, para itens dicotomicos
(www.ssicentral.com)

@ Teoria da Resposta ao ltem: Multilog, para itens
policotomicos

@ Anilise de Fatores Associados: HLM (Hierarquical Linear
Models)
@ R-Project: Itm, mirt, Lorfif

(http://cran.r-project.org/web/packages/Itm/Itm.pdf)
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LSoftwares

Principais Aplicativos (Softwares)

Andlise Classica: ItemAN (www.assess.com)

@ Teoria da Resposta ao Item: Bilog-MG, para itens dicotomicos
(www.ssicentral.com)

@ Teoria da Resposta ao ltem: Multilog, para itens
policotomicos

@ Anilise de Fatores Associados: HLM (Hierarquical Linear
Models)

@ R-Project: Itm, mirt, Lorfif
(http://cran.r-project.org/web/packages/Itm/Itm.pdf)

e Dimensionalidade / Andlise Fatorial de Informagdo Plena:
TestFact.
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LSoftwares

Principais Aplicativos (Softwares)

Andlise Classica: ItemAN (www.assess.com)

@ Teoria da Resposta ao Item: Bilog-MG, para itens dicotomicos
(www.ssicentral.com)

@ Teoria da Resposta ao ltem: Multilog, para itens
policotomicos

@ Anilise de Fatores Associados: HLM (Hierarquical Linear
Models)

@ R-Project: Itm, mirt, Lorfif
(http://cran.r-project.org/web/packages/Itm/Itm.pdf)

e Dimensionalidade / Andlise Fatorial de Informagdo Plena:
TestFact.

@ Xcalibre etc.
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L Redagdo

Algumas especificidades: Duas provas, Redacao no Enem,
o SiSu etc.

@ Na TC, podemos controlar para que a escala dos escores seja
a mesma: [0,45] no Enem, por exemplo. Na TRI isso ndo é
realizado propositadamente;
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L Redagdo

Algumas especificidades: Duas provas, Redacao no Enem,
o SiSu etc.

@ Na TC, podemos controlar para que a escala dos escores seja
a mesma: [0,45] no Enem, por exemplo. Na TRI isso ndo é
realizado propositadamente;

@ Provas diferentes levardo a limites (minimo e méaximo)
distintos;
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L Redagdo

Algumas especificidades: Duas provas, Redacao no Enem,
o SiSu etc.

@ Na TC, podemos controlar para que a escala dos escores seja
a mesma: [0,45] no Enem, por exemplo. Na TRI isso ndo é
realizado propositadamente;

@ Provas diferentes levardo a limites (minimo e méaximo)
distintos;

@ A Nota da Redag3o tem escala [0,1000], sem média 500, com
massa relevante nos extremos;
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L Redagdo

Algumas especificidades: Duas provas, Redacao no Enem,
o SiSu etc.

@ Na TC, podemos controlar para que a escala dos escores seja
a mesma: [0,45] no Enem, por exemplo. Na TRI isso ndo é
realizado propositadamente;

@ Provas diferentes levardo a limites (minimo e méaximo)
distintos;

@ A Nota da Redag3o tem escala [0,1000], sem média 500, com
massa relevante nos extremos;

@ O Inep repassa as IES as 5 notas (LCT, MTC, CHT, CNT,
Redagdo). Cada IES decide se usa, e como usa as 5 notas,
dando as ponderag¢des que desejar [Autonomial.
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L Desafios

Principais Desafios da Estatistica para Sistemas de
Avaliacao

o Métodos e Precisio das Estimativas: corregdo termos O(n~¥),
uso Multivariado (LC, MT, CNT, CHT).
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L Desafios

Principais Desafios da Estatistica para Sistemas de
Avaliacao

o Métodos e Precisio das Estimativas: corregdo termos O(n~¥),
uso Multivariado (LC, MT, CNT, CHT).

@ Comparabilidade envolvendo Redacio
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L Desafios

Principais Desafios da Estatistica para Sistemas de
Avaliacao

o Métodos e Precisio das Estimativas: corregdo termos O(n~¥),
uso Multivariado (LC, MT, CNT, CHT).

@ Comparabilidade envolvendo Redacio

@ Anilise de Fatores Associados ao desempenho
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L Desafios

Principais Desafios da Estatistica para Sistemas de
Avaliacao

o Métodos e Precisio das Estimativas: corregdo termos O(n~¥),
uso Multivariado (LC, MT, CNT, CHT).

@ Comparabilidade envolvendo Redacio
@ Anilise de Fatores Associados ao desempenho
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