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1 Instrucoes gerais

Os exercicios computacionais pedidos na disciplina Cédlculo Numérico tém por
objetivo fundamental familiarizar o aluno com problemas praticos que requei-
ram técnicas numéricas em sua solugao. Faga o seu programa até o dia 2 de
novembro. O programa pode ser escrito em uma linguagem de sua preferéncia.
Divirta-se!

2 Introducao

Quando fazemos uma procura em um site de busca na internet, como o Google,
o Yahoo, Altavista, desejamos obter as paginas que contém um determinado
assunto ou palavra-chave, ordenadas em ordem decrescente de prioridade, apesar
de nao haver uma defini¢do muito clara do que isso significa. O aparecimento do
Google no final dos anos 90 foi uma espécie de divisor de dguas no que se refere
a procura de assuntos na rede. Isto porque, o Google parece sempre colocar
os sites mais relevantes primeiro. Com outros sites de procura, muitas vezes
era necessario olhar paginas e mais paginas até que os resultados interessantes
aparecessen.

O objetivo deste exercicio-programa é entender como funciona um site de
procura, em particular descreveremos o algoritmo utilizado pelo Google para
ordenar as paginas em ordem decrescente de importancia.

Um site de procura como o Google basicamente faz 3 coisas:

i) varre a rede e localiza todas as paginas publicas;

ii) indexa os dados de i) em um banco de dados de forma que uma procura
por palavra-chave possa ser feita de uma maneira eficiente;

iii) atribui uma importancia a cada pagina do banco de dados de ii), de
forma que quando um usuério faz uma procura e o subconjunto das paginas que
contém um determinado termo é encontrado, elas podem ser listadas em ordem
decrescente de importancia;

Como foi dito, descreveremos como iii) acima é feita e implementaremos um
algoritmo para realizar tal atribuicao de importancias.

A idéia bésica é atribuir pesos positivos as diversas paginas, sendo as com
maior peso, as mais importantes.

Para isso, é preciso armazenar a rede como um grafo orientado, onde os
vértices sdo as diversas piginas e as arestas orientadas (setas) representam um
link de uma péagina para outra. No exemplo 1, olhemos para a seguinte rede de
4 paginas. A péagina 1 possui links para as paginas 2,3 e 4. A pagina 2 para 3 e
4, a pagina 3 para 1 e a pagina 4 para 1 e 3.

A importancia da pagina ¢, onde i € {1,2,3,4} no exemplo anterior, serd
representada por um numero real positivo z;, o peso da pagina i.

A questao a se pensar agora é, como atribuir os xs?

Existem alguns fatores a se levar em conta, mais precisamente:

1. o fato de uma pagina ter muitos links apontando para ela a torna mais
importante;
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Figura 1: Exemplo 1

2. apesar do que foi dito acima, os links que apontam para uma certa pagina
fixada P, em geral tém importancias diferentes: um link vindo do Yahoo
apontando diretamente para P tem muito mais importancia que muitos
links vindos de paginas de amigos de P; em outras palavras, quando uma
pagina que possui muitos links apontando pra ela aponta para P, isto
deve pesar mais na importancia de P que links vindos de paginas pouco
apontadas;

3. por fim, um link vindo para P de uma pagina que aponta pra muitas
outras paginas deve ter menor importancia que um link vindo de paginas
que apontam para poucas;

A motivacao para os fatores acima vem do seguinte: uma péagina P serd
importante, se um usudrio clicando aleatoriamente nos links das paginas que ele
encontra, tiver alta probabilidade de acessar P.

Vamos agora, através do exemplo 1, descrever como atribuir os pesos de
acordo com os fatores qualitativos acima descritos.

xr1 2.733/1—}—1}4/2

X9 =x1/3

xrs3 21‘1/3—|—£L‘2/2+$4/2
T4 :I1/3+IE2/2

Observe que definimos o peso de uma pagina como a soma dos pesos das
paginas que apontam para ela, divididos pelo ntimero de links que saem de cada
pagina. Obtemos um sistema linear que, em forma matricial, é dado por:

a1 0 0 1 1/2 1

zw | [ 13 0 0 o0 9 0
s | T 13 12 0 172 || as |7

4 1/3 1/2 0 0 4

ou seja transformamos o problema de ranqueamento da importancia das paginas
na rede num problema de encontrar uma solucao para (1).



A equagado que queremos resolver tem a forma:

Mz =z, (2)

onde M é uma matriz n x n e x € R".

E claro que tal problema s6 tem solugao se 1 for um auto-valor da matriz
M.

Assim, no nosso exemplo, o sistema (1) terd solugdo se a matriz (chamada
matriz de ligagao)

0 0 1 1/2
|3 0 0 o0 .
A=11 /3 1/2 0 1/2 tiver 1 entre seus auto-valores.
1/3 1/2 0 0

Além disso, para que nao haja ambiguidade na atribuicao dos pesos relativos
as diversas paginas, o auto-espago associado ao auto-valor 1 deve ser unidimen-
sional (todos auto-vetores associados ao auto-valor 1 devem ser multiplos uns
dos outros).

Para a rede acima, observamos que o auto-espco associado a 1 é unidimen-
sional, dado pelos multiplos de (12 4 9 6). Iremos normalizar o auto-vetor de
forma que a soma das suas entradas seja 1. Isto é sempre possivel, é s tomarmos
um multiplo correto do vetor encontrado.

No exemplo, obtemos os pesos normalizados:

B 0.387
zo | | 0129
zz |~ | 0.290
4 0.194

Note que a pagina 3 apesar de muito apontada, nao é a mais importante.
Isto porque ela aponta somente para a 1, que ainda é apontada pela 4, o que a
torna a mais vista por um clicador de links aleatorio.

Uma outra propriedade desejada é que os pesos sejam todos positivos. Vere-
mos adiante que a matriz de ligagdo pode ser construida de maneira a garantir
que isto ocorra.

3 Um pouco de matematica

Inicialmente mostraremos que 1 sempre é auto-valor de uma matriz de ligagao.
Para isso vamos supor que a rede nao possui paginas que nao apontam para lugar
nenhum (essa hipétese simplificadora fard parte de todo o exercicio programa),
chamadas pédginas mortas. Uma tal pdgina geraria uma coluna de zeros na
matriz de ligacao e por diversas razoes, isto nao € interessante.

Lema: Se A é uma matriz n X n, tal que a soma dos elementos de cada coluna
é igual a 1, entdo 1 é auto-valor de A.



Prova:
Esse resultado segue do seguinte. A matriz transposta de A satisfaz:

1 1
1 1
al =1 .
1 1
1 1

logo o vetor com todas as componentes iguais a 1 é auto-vetor de Af, cor-
respondente ao auto-valor 1. Por outro lado, sendo I a matriz identidade,

det (A — \I) = det (A — \I)" = det (A" — \I),

o que implica que A e A? tém os mesmos auto-valores. O

Como ja dissemos, dois fatos importantes nessa analise sao os seguintes: o
auto-espago associado ao autovalor 1 deve ser unidimensional e deve ser possivel
escolher o auto-vetor com a soma das suas entradas igual a 1, sendo todas
positivas. Para uma rede qualquer isso nem sempre é verdade (ao menos a parte
do auto-espago unidimensional). Por exemplo, se a rede nao for conexa, como
no exemplo 2, onde a pagina 1 aponta para a 2, a 2 aponta para 1, a 3 aponta
para a 4, a 4 aponta para 3 e a 5 aponta para 3 e 4. Neste caso o auto-espaco
associado ao auto-valor 1 da matriz de ligacdo tem dimensao 2 (verifique!). Isto
tem sentido pratico, pois nao é tao simples comparar as importancias de paginas
em redes separadas.
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Figura 2: Exemplo 2

Vamos agora enunciar um teorema que sera fundamental para que obtenha-
mos a distribuicao de pesos para as paginas conforme desejado.

Teorema (Perron-Frobenius, ver [2]) Seja A uma matriz n X n com todos
os elementos positivos (a;; > 0,Vi,j,€ [1,...,n]) e colunas com soma 1
(> a;; = 1,Vj). Entdo 1 é o auto-valor de maior médulo de A, seu



auto-espago é unidimensional e o auto-vetor normalizado s6 tem entradas
estritamente positivas.

Uma matriz de ligacao A, em geral, ndo satisfaz as hipdteses do teorema de
Perron-Frobenius, pois pode ter elementos nulos.
Substituimos entao A por

M=(1-m)A+mS,

onde S é matriz n X n com todas as entradas iguais a 1/n e 0 <m < 1.

Esta é a estratégia usada pelo Google, que adota m = 0.15 e esse sera o valor
usado no exercicio programa. Essa corregao feita na matriz A torna todas as
entradas de M estritamente positivas e a soma dos elementos em cada coluna
continua sendo igual a 1. Uma observagao importante é que isso ocorre para
todo 0 < m < 1. Assim, uma perturbacao pequena de A, tem todas as entradas
maiores que zero, com a mesma propriedade de soma 1 ao longo das colunas,
satisfazendo as hipéteses do teorema de Perron-Frobenius

Assim, dada uma rede sem paginas mortas, o processo de ranquear as paginas
consiste em obter a matriz A, depois calcular M e a partir de M, achar x.

O que veremos a seguir é uma forma muito rdpida (computacionalmente) de
achar a distribuigao de pesos .

4 Calculo do vetor x

Aqui apresentaremos um resultado que naturalmente induz uma forma computa-
cionalmente boa para obtermos o auto-vetor x. Antes, necessitamos de algumas
definigoes:

1) dado um vetor v com n componentes, definimos a seguinte norma:

n

loll, =) fil

i=1

2) Para uma matriz M n X n com todas suas entradas positivas, com soma
dos elementos em cada coluna igual a 1, definimos

C = Imax
1<j<n

1—2 min Mij

1<i<n

E f4cil ver que 0 < c< 1.

Entao temos o seguinte algoritmo para o calculo do vetor de pesos x. Tome
um vetor normalizado xg (||zo|l1 = 1) e todo positivo (por exemplo, zg =
(1/n,1/n,...,1/n)), e calcule a sequéncia xp = Mzy_; = MFz.

Pode-se mostrar que esta sequéncia de vetores obedece propriedades simila-
res aquelas vistas para o método das aproximagoes sucessivas (ver [1] que é a
referéncia na qual este EP foi baseado). Em particular, temos que a sequéncia
de vetores converge para x, obedecendo a relagao

||I—Mka?o||1 <k flz—aoll, = 0



e que

C
o= 2l < ——flaw - 2l

A principio pode parecer que calcular M™xq sera computacionalmente muito
trabalhoso (pela dimensdo de M ser muito grande), mas mostremos que nao é
assim.

Note que se y é um vetor com todas entradas positivas e ||y||; = 1, entéo

z=My=(1—-m)Ay + ms,

onde
1/n
1/n

1/n
Mais ainda, z tem todas as entradas positivas e ||z||; = 1. Assim, de fato o
que ¢ preciso fazer repetidas vezes, é o produto de A com um vetor e isto é muito
mais simples, pois em geral A serd esparsa, terd poucas entradas nao-nulas. A
maneira como isto deve ser feito para economizar tempo e memoéria da maquina,
serd explicada na préxima sessao.

5 Implementacao

Tarefa 1
Vocé deve escrever um programa para calcular o ranking de importancia das
péaginas da rede mostrada na figura 3, com 8 paginas:

Figura 3: Tarefa 1

Para tanto, vocé deve escolher o vetor xg = (%, é, s %), e calcular os vetores
Zi41 = (1 — m)Ax; + mxg, onde A é a matriz de ligagao da rede.
Vocé deve parar a sua iteragao quando ||z; — zy41]]1 < 1075.



A sua saida deve ser um ranking das paginas desta rede e a importancia de
cada uma (dada pelos pesos calculados).

Tarefa 2

Uma rede tem uma arquitetura do tipo Cacique-tribo se podemos dividir
as paginas em k grupos (ou tribos), onde o grupo i possuiu a; paginas. As
paginas de um grupo apontam para todas as outras paginas do mesmo grupo
(e logo sdo apontadas por todas as pdginas da tribo) mas apenas uma delas,
o cacique do grupo, aponta para paginas fora deste grupo ou é apontada por
paginas de fora da tribo. Os caciques de cada um dos grupos apontam também
para todos os outros caciques.

Um exemplo de rede com esta arquitetura é dado na figura 4, onde temos
3 grupos com 2, 2 e 3 paginas respectivamente. As paginas 1, 3, e 5 sao os
caciques dos grupos.
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Figura 4: Tarefa 2

Podemos ver que, numa rede com esta arquitetura, cada pagina do grupo
1 que nao é o cacique aponta para a; — 1 paginas, enquanto que o cacique do
grupo i aponta para a; — 1 + k — 1 paginas. O total T de links (ou de entradas
nao nulas da matriz de transigdo A) é de

T:Z(ai—l)z—FZ(ai—l—Fk—l),

i=1 i=1

e
o

onde a primeira somatoria descreve o total de paginas apontadas pelos indios,
e a segunda descreve o total apontado pelos caciques.

Vocé deve escrever um programa para calcular o ranking de importancia das
péaginas de uma rede com 20 grupos com esta arquitetura, onde o primeiro grupo
tem 2 paginas (a pdgina 1, cacique do grupo, e a pédgina 2, india), o segundo
grupo tem 3 paginas (a pdgina 3, cacique, e os ”indios”4 e 5), o terceiro grupo
tem 4 paginas e assim por diante, até o vigésimo grupo que possui 21 péaginas
( a pdgina 210 é o cacique, e os "indios”sdo as paginas 211 a 230). O total de
péginas nesta rede é n = 230.

. s . - , i(i+1)
O cacique do i-ésimo grupo ¢ a pagina de nimero ———.



Na sua implementagao, vocé devera levar em conta que a matriz de ligacao
é esparsa, isto é, a maior parte das entradas sdo nulas. Por exemplo, é facil ver
que as entradas A, ; sdo nulas, se j > 2. Por isso, vocés nao devem guardar
todas as (230)% = 52900 entradas da matriz, e apenas guardar as entradas nio
nulas, T = (%) + (210 4 380) = 3460. Numa rede de dimensdes maiores,
o ganho na memoria a ser utilizada seria ainda mais expressivo.

Uma maneira simples de fazer isto é armazenar 3 vetores, V, C e L, com
T elementos cada, contendo os valores das entradas nao nulas, bem como as
colunas e as linhas das mesmas. Assim, terfamos que V[s] = ar[q,c[s)- Desta
forma, o calculo de y = Ax pode ser feito inicializando o vetor y como vetor
nulo e calculando, para 1 < s < T,

Yrs) = Yijs) + Vislzers-

Vocé deve iniciar a sua iteragdo com o vetor xg = (%, %, s %) e parar o

calculo quando ||z; — z;41||1 < 107°. Finalmente, vocé deverd exibir uma lista
com as paginas ordenadas pelo seu ranking, bem como a importancia de cada
uma. Como todas as paginas do tipo indio de um mesmo grupo devem ter a
mesma importancia (veja a simetria do problema), basta apresentar a lista com
um ”indio” por grupo. Uma parte importante do trabalho serd desenvolver uma
rotina para calcular os vetores V,C e L para a matriz A.
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