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Resumo

Relacoes min-max sao objetos centrais em otimizagao combinatéria. Elas basicamente
afirmam que, numa dada estrutura, o valor 6timo de um certo problema de minimizagao
é igual ao valor 6timo de um outro problema de maximizagao. Relagoes desse tipo fornecem
boas caracterizagoes e descricoes poliédricas para diversos problemas importantes, além de
geralmente virem acompanhadas de algoritmos eficientes para os problemas em questao.
Muitas vezes, tais algoritmos eficientes sdo obtidos naturalmente das provas construtivas
dessas relagoes; mesmo quando isso nao ocorre, essas relagdes revelam o suficiente sobre a
estrutura combinatéria dos problemas, levando ao desenvolvimento de algoritmos eficientes.

O foco principal desta dissertacao é o estudo dessas relagoes em grafos. Nossa énfase é
sobre grafos orientados. Apresentamos o poderoso arcabougo poliédrico de Edmonds e Giles
envolvendo fluxos submodulares, bem como o algoritmo de Frank para um caso especial desse
arcabouco: o teorema de Lucchesi-Younger. Derivamos também diversas relagoes min-max
sobre o empacotamento de conectores, desde o teorema de ramificagoes disjuntas de Edmonds
até o teorema de jungoes disjuntas de Feofiloff-Younger e Schrijver.

Apresentamos também uma resenha completa sobre as conjecturas de Woodall e sua
versao capacitada, conhecida como conjectura de Edmonds-Giles.

Derivamos ainda algumas relagoes min-max classicas sobre emparelhamentos, T-juncoes
e S-caminhos. Para tanto, usamos um teorema de Frank, Tardos e Seb6 e um arcabouco
bastante geral devido a Chudnovsky, Geelen, Gerards, Goddyn, Lohman e Seymour.

Ao longo do texto, ilustramos varios aspectos recorrentes, como o uso de ferramentas
da combinatéria poliédrica, a técnica do descruzamento, o uso de funcoes submodulares,
matréides e propriedades de troca, bem como alguns resultados envolvendo subestruturas
proibidas.
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Abstract

Min-max relations are central objects in combinatorial optimization. They basically state
that, in a given structure, the optimum value of a certain minimization problem equals the
optimum value of a different, maximization problem. Relations of this kind provide good
characterizations and polyhedral descriptions to several important problems and, moreover,
they often come with efficient algorithms for the corresponding problems. Usually, such effi-
cient algorithms are obtained naturally from the constructive proofs involved; even when that
is not the case, these relations reveal enough of the combinatorial structure of the problem,
leading to the development of efficient algorithms.

The main focus of this dissertation is the study of these relations in graphs. Our emphasis
is on directed graphs. We present Edmonds and Giles’ powerful polyhedral framework
concerning submodular flows, as well as Frank’s algorithm for a special case of this framework:
the Lucchesi-Younger Theorem. We also derive several min-max relations about packing
connectors, starting with Edmonds’ Disjoint Branchings Theorem and ending with Feofiloff-
Younger and Schrijver’s Disjoint Dijoins Theorem.

We further derive some classical min-max relations on matchings, T-joins and S-paths.
To this end, we use a theorem due to Frank, Tardos, and Seb6 and a general framework due
to Chudnovsky, Geelen, Gerards, Goddyn, Lohman, and Seymour.

Throughout the text, we illustrate several recurrent themes, such as the use of tools
from polyhedral combinatorics, the uncrossing technique, the use of submodular functions,
matroids and exchange properties, as well as some results involving forbidden substructures.






Sumario

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Introdugao

1 Preliminares
1.1 Preliminares gerais . . . . . . . . . . . . e e
1.2 Grafos . . . . . . . e
1.3 Grafosorientados . . . . . . . . ... e
1.4 Hipergrafos . . . . . . . e
1.5 Programacao linear e inteira . . . . . . . .. ... Lo
1.6 Matrdides . . . . . . . ... e

2 Fluxos submodulares

2.1 Matrizesderede . . . . . . . . L
2.2 Familias livres de cruzamentos e representagoes arbéreas . . . . . . . . . . ..
2.3 O teorema de Edmonds-Giles . . . . . . . . . .. ... ... ... . ... ..
2.4 Uma variante . . . . . . . . . . e e e e
Resultados relacionados . . . . . . . . . .

O algoritmo de Frank

3.1 Nuacleos . . . . o . o
3.2 Condigoes de otimalidade e potenciais . . . . . . . . .. .. ... ... ....
3.3 Um grafo auxiliar e circuitos axiais . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ..
3.4 A iteragdo primal-dual . . . . . ... ..
3.5 Menores nicleos justos . . . . . . ...
3.6 Conectores fortes de custo minimo . . . . . . .. ... Lo

Resultados relacionados . . . . . . . . L

vii

ix

10
11
14
16
17
20

23
24
25
27
30
33



4 Empacotamento de transversais de cortes
4.1 O teorema das ramificagoes disjuntas de Edmonds . . . . . . .. ... .. ..
4.2 O teorema das arvores geradoras disjuntas de Tutte e Nash-Williams . . . . .
4.3 O teorema das bi-ramificacées disjuntas de Schrijver . . . . . . ... ... ..
4.4 O teorema das jungoes disjuntas . . . . . . . . .. ...
4.5 O teorema dos conectores fortes disjuntos de Schrijver . . . . . . . .. .. ..
Resultados relacionados . . . . . . . . .. L

5 A conjectura de Edmonds-Giles
5.1 Umavisao geral . . . . . . . . . . o
5.2 Alguns casos especiais . . . . . . ...
5.3 A conjecturadual planar. . . . . .. ... L
5.4 Uma conjectura envolvendo subestruturas proibidas . . . . ... ... .. ..
5.5 Empacotamento fraciondrio de jungoes . . . . . . .. ..o
5.6 O teorema de Lee e Williams . . . . . . .. ... ... ... ... ...
Resultados relacionados . . . . . . . . .. ..

6 T-juncoes e emparelhamentos
6.1 O teorema de Frank, Tardose Seb6. . . . . . . .. ... ... ... ......
6.2 Emparelhamentos. . . . . . . . ..o L
6.3 T-jungoes, T-cortes e T-fronteiras . . . . . . . . . .. .. ... ... ...,
6.4 Um teorema de Seymour . . . . . . . . . .. .o
Resultados relacionados . . . . . . .. Lo L

7 S-caminhos
7.1 Um grafo rotulado por um grupo . . . . . . . . .. ...
7.2 Bases de um matréide de S-caminhos . . . . . ... ...
7.3 Triplas criticas . . . . . . . . L
7.4 Uma relagdo min-max para S-caminhos ndo-nulos. . . . . . .. ... ... ..
7.5 Conseqiiéncias . . . . . . . . oo e e
Resultados relacionados . . . . . . . . ..

Consideracgoes finais
Referéncias bibliograficas

Indice remissivo

49
50
53
56
58
62
63

65
66
70
72
74
76
81
89

107
108
109
111
113
115
116

117

119

133



Introducao

Otimizacao combinatoria é a area que tem como foco o estudo de problemas nos quais
0 objetivo é minimizar ou maximizar uma dada funcao sobre os elementos de um dominio
discreto, tipicamente finito. Ainda que, geralmente, seja facil enumerar todos os elementos
do dominio para encontrar um elemento 6timo, na maioria das vezes essa abordagem ingénua
esta fadada ao fracasso, pois o tamanho do dominio cresce exponencialmente com relacao ao
tamanho da representacao da entrada. Por isso sao necesséarias abordagens mais engenhosas.

Essa area estd intimamente relacionada com programacao linear, teoria da complexidade
computacional e teoria dos grafos, e possui diversas sub-areas, como por exemplo algoritmos
de aproximacao e combinatoéria poliédrica. O objetivo principal dessas sub-areas é o desenvol-
vimento de algoritmos que resolvam de forma satisfatéria alguns problemas reconhecidamente
dificeis, ou seja, para os quais acredita-se ser improvavel que existam algoritmos eficientes.

Neste texto, entretanto, ndao estamos interessados nesse tipo de problema. Nosso foco estd
nos problemas que admitem algoritmos eficientes, isto é, algoritmos cujo consumo de tempo
seja limitado por um polinémio no tamanho da representacao da entrada. Nos iltimos 60
anos, o estudo de tais problemas levou ao desenvolvimento de uma rica e elegante teoria, que
nos fornece uma melhor compreensao da estrutura combinatéria dos problemas e, algumas
vezes, nos auxilia na resolucdo de problemas dificeis, ainda que esse nao seja o objetivo
principal.

Suponha entao que queremos desenvolver um algoritmo eficiente para um certo problema
de otimizacao. Vamos usar o seguinte problema como exemplo: dado um grafo bipartido,
encontre um emparelhamento de tamanho maximo.

Como podemos desenvolver nosso algoritmo? Poderiamos elaborar um procedimento que,
dado um emparelhamento qualquer, tenta aplicar sobre ele alguma operagao para torna-lo
maior. Poderiamos entao repetir esse procedimento até que ele nao consiga mais encontrar
um emparelhamento maior. A questao é: quando parar? Quando podemos ter certeza de que
nao existe nenhum emparelhamento maior? Sera que a incapacidade do nosso procedimento
de encontrar um emparelhamento maior implica que um tal emparelhamento nao existe? Essa
duvida nos leva a busca por condi¢oes de otimalidade.

Se conseguissemos obter um limitante superior para o tamanho de um emparelhamento
e 0 nosso emparelhamento atingisse esse limitante, entao teriamos certeza de que o nosso
emparelhamento tem tamanho maximo. Felizmente, para uma vasta gama de problemas,
é facil obter limitantes. Em geral, formulamos um problema de minimizacao, que chamamos
de dual, e que tem a seguinte propriedade: cada candidato a solucao do problema dual fornece
um limitante superior para o valor da solucao do problema original.



No nosso caso, um possivel problema dual é o seguinte: dado um grafo bipartido, encontre
uma cobertura por vértices de tamanho minimo. E facil ver que o tamanho de um empare-
lhamento nunca excede o tamanho de uma cobertura por vértices. Logo, o tamanho méximo
de um emparelhamento nunca excede o tamanho minimo de uma cobertura por vértices.

Na verdade, Kénig provou que essa relacao sempre vale com igualdade: em qualquer grafo
bipartido, o tamanho minimo de uma cobertura por vértices é igual ao tamanho méaximo de
um emparelhamento. Igualdades desse tipo sao chamadas de relagées min-maz.

Relagoes min-max tém varias conseqiiéncias importantes. Elas mostram que os problemas
envolvidos estao tao interligados que muitas vezes é praticamente impossivel resolver um dos
problemas sem resolver simultaneamente o outro, ainda que de forma implicita.

Voltando ao nosso algoritmo, podemos tentar a seguinte abordagem, agora que obtemos
uma condi¢ao de otimalidade da relagao min-max de Kénig. Se o nosso procedimento nao é
capaz de encontrar um emparelhamento maior, tente construir uma cobertura por vértices de
mesmo tamanho do emparelhamento atual. Se isso for possivel, entao a cobertura encontrada
certifica que o emparelhamento atual tem tamanho maximo. Na verdade, a prova de Konig
fornece exatamente um algoritmo eficiente desse tipo.

A discussao anterior mostra ainda outra conseqiiéncia importante da relagdo min-max de
Koénig: uma boa caracterizagcao. Suponha que queiramos convencer alguém de que um certo
emparelhamento nao tem tamanho maximo. Para tanto, basta exibirmos um emparelhamento
maior. Suponha agora que queremos convencer alguém de que um certo emparelhamento tem
tamanho méximo. Nao é razoavel enumerarmos todos os emparelhamentos e mostrarmos que
nenhum deles é maior que o emparelhamento em questao. Isso poderia levar muito tempo.
Queremos um certificado sucinto da otimalidade do emparelhamento em questdo. A relacio
min-max de Kénig fornece exatamente uma solugao para o nosso problema: basta exibirmos
uma cobertura por vértices de mesmo tamanho que o emparelhamento.

A nocao de boa caracterizacao, introduzida por Edmonds, pode ser descrita da seguinte
forma. Suponha que tenhamos um candidato a solucao para um problema de otimizagao.
Se o candidato nao é uma solugao, existe um certificado sucinto disso: um candidato melhor.
Se o candidato é uma solucdo, também existe um certificado sucinto desse fato.

A solugao para o nosso problema foi bastante satisfatoria. O algoritmo de Kénig encontra
eficientemente um emparelhamento de tamanho maximo num grafo bipartido e, como se isso
nao fosse bom o suficiente, ele ainda devolve uma cobertura por vértices que torna irrefutavel
a otimalidade do emparelhamento devolvido.

Solucoes semelhantes existem para diversos outros problemas importantes em otimizacao
combinatodria, sendo a existéncia de relagoes min-max a caracteristica unificadora. Em alguns
casos, a prova da relagdo min-max ja descreve implicitamente um algoritmo eficiente para
resolver ambos os problemas em questao. Mesmo quando isso nao ocorre, a relagao min-max
e sua prova revelam o suficiente sobre a estrutura combinatéria dos problemas para que um
algoritmo eficiente possa ser desenvolvido. Por isso, encontrar uma relacao min-max para um
problema é quase tdo bom quanto construir um algoritmo eficiente para ele.

Pode-se dizer entao que relagoes min-max sao objetos centrais nesse ramo da otimizagao
combinatéria que estuda problemas eficientemente soliveis. Por essa razao, tais relacoes sao
o principal assunto deste texto.



Uma visao geral

Estamos interessados em relagbes min-max para problemas de otimizacao sobre grafos,
com énfase sobre grafos orientados.

Alguns objetos centrais no nosso estudo s@o os cortes, ou seja, conjuntos de arcos que
entram em determinados conjuntos de vértices. De acordo com esses subconjuntos de vértices,
temos diferentes tipos de cortes. Por exemplo, se r e s sao vértices de um grafo orientado,
dizemos que um subconjunto de arcos é um (7, s)-corte se é exatamente o conjunto dos arcos
que entram num certo subconjunto de vértices que possui s mas nao contém r.

Diversos problemas interessantes envolvem o estudo de tranversais de cortes, ou seja,
conjuntos de arcos que intersectam todos os cortes de um determinado tipo. Objetos deste
tipo podem ser vistos como conectores. Por exemplo, é facil ver que as transversais minimais
dos (r, s)-cortes correspondem aos (7, s)-caminhos, ou seja, os caminhos que ligam r a s.
Isso nos motiva a estudar o problema de encontrar transversais de custo minimo. Existem
varias relagoes min-max nessa linha, de acordo com o tipo de corte que escolhemos cobrir.
Nelas, o problema de minimizagao envolve uma transversal de cortes de custo minimo, e o de
maximizagao, o empacotamento maximo dos cortes em questao, ou seja, queremos encontrar
a maior colecao de cortes que sao, num certo sentido, disjuntos. Essas relacoes sao estudadas
no capitulo 2, sobre fluros submodulares.

Uma das relacoes min-max mais célebres sobre transversais de cortes de custo minimo é o
teorema de Lucchesi-Younger. Esse resultado é derivado no capitulo 2 de forma relativamente
simples, ao custo de ser uma prova puramente existencial. Ja o capitulo 3 é dedicado a
um algoritmo fortemente polinomial para uma versao capacitada dessa relagdo min-max,
desenvolvido por Frank. No fim desse capitulo, apresentamos um resultado de Schrijver que
transforma esse algoritmo de Frank num algoritmo fortemente polinomial para quase todas
as relagbes min-max derivadas no capitulo 2.

No capitulo 4, estudamos relacbes min-max polares as anteriores, ou seja, que envolvem
o empacotamento maximo de transversais de cortes. Nesse caso, o problema de minimizagao
consiste em encontrar um corte de custo minimo. Vamos ver que muitas das relagoes min-max
vistas nos capitulos 2 e 3 continuam valendo apés trocarmos os cortes e conectores nos
problemas de otimizagao. Por exemplo, valem as seguintes relagoes min-max: 1) o nimero
minimo de arcos de um (r, s)-caminho é igual ao nimero méximo de (r, s)-cortes disjuntos;
2) o nimero minimo de arcos de um (r, s)-corte é igual ao nimero méximo de (r, s)-caminhos
disjuntos.

A relacdo min-max polar ao teorema de Lucchesi-Younger é um problema em aberto hé
quase 30 anos e é conhecida como conjectura de Woodall. Sua versao capacitada é conhecida
como conjectura de Edmonds-Giles, que sabemos ser falsa. Porém, por ser valida para diversas
classes de grafos, ela ndo é considerada fechada de forma satisfatéria. Seria interessante, por
exemplo, caracterizar exatamente para quais grafos ela é védlida. No capitulo 5, apresentamos
uma resenha completa dos resultados ja publicados sobre essas conjecturas.

Nos capitulos 6 e 7, passamos ao estudo de relagoes min-max mais classicas, que envolvem
grafos ndo-orientados. As principais relacées min-max desse tipo referem-se ao problema do
emparelhamento méaximo e generalizacoes desse problema. Estudamos duas dessas generali-
zagoes: T-juncoes no capitulo 6 e S-caminhos no capitulo 7.
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Alguns aspectos recorrentes

Alguns tipos e técnicas de prova tém sido usados repetidas vezes com sucesso para a
obtencao de relacoes min-max. Nesta secao, vamos descrever brevemente alguns desses temas
recorrentes para ter uma idéia melhor do que esta por vir nos capitulos que se seguem.

Um tipo de prova bastante comum para provar relacées min-max é o que faz uso de técnicas
da combinatoria poliédrica. Uma receita geral para provas desse tipo é a seguinte. Primeiro
imergimos de alguma forma o conjunto de todos os candidatos a solugao num espago euclidiano
de dimensao adequada, formando um certo conjunto C. Por exemplo, se os candidatos a
solugao forem os emparelhamentos de um grafo, o conjunto C' pode ser formado pelos vetores
de incidéncia de emparelhamentos em R™, onde m é o namero de arestas do grafo. Feito isso,
tomamos o fecho convexo dos pontos de C', obtendo um poliedro P. Agora o nosso problema
de otimizacao pode ser formulado como um programa linear sobre P. Podemos agora usar
técnicas da combinatdéria poliédrica para descobrir um sistema de inequacoes lineares Ax < b
tal que P = {z: Az <b}. Podemos também estudar o programa linear dual para tentar
provar que, nos casos relevantes, ele sempre admite uma solugao étima integral. Isso fornece
imediatamente uma relacao min-max. Um exemplo desse tipo de prova aparece no capitulo 2,
sobre fluxos submodulares.

Outro tema recorrente em demonstragoes de relagoes min-max € o uso de submodularidade.
Se f é uma funcao que associa um nimero a cada subconjunto de um conjunto V', dizemos
que f é submodular se f(UNW)+ f(UUW) < f(U) + f(W) para quaisquer U,WW C V.
Funcoes submodulares sao “bem comportadas” de maneira semelhante as func¢oes convexas.
Uma funcdo submodular particularmente importante para nés é a funcio d(S), que conta
quantos arcos de um grafo orientado entram num certo subconjunto S de vértices.

Vamos ver que, muitas vezes, uma condicao necesséria e suficiente para que um grafo
orientado possua uma certa propriedade interessante é a de que d(S) > g(S) para todo
S € S, onde —g é uma funcao submodular e S é uma colecao de subconjuntos de vértices,
como por exemplo a cole¢ao dos subconjuntos nao-vazios e préprios do conjunto de vértices do
grafo orientado. Em geral, é ficil ver que a condicao é necessaria para a nossa propriedade.
Por outro lado, provar sua suficiéncia costuma ser bem mais dificil. Digamos que temos
um grafo orientado que satisfaz essa condigao. Chamemos um conjunto S € S de justo
se d(S) = g(S). Os conjuntos justos podem ser vistos como “perigosos”, no sentido de
que devemos ser muito cuidadosos com eles. Por exemplo, se removermos um certo arco,
a condigao passa a ser violada exatamente quando esse arco entra em algum conjunto justo.

Para provar a suficiéncia da condicao, muitas vezes é ttil estudar as propriedades dos
conjuntos justos. Nessa hora, a submodularidade das funcées em questao torna nossa tarefa
muito mais facil. Por exemplo, se U e W s&do justos e U NW,UUW € S, entao

g(U)+g(W) = d(U)+d(W) = d(UNW)+d(UUW) = g(UNW)+g(UUW) > g(U)+g(W),

de modo que todas as inequacoes acima valem com igualdade, e portanto U "W e U U W
também sa@o justos. Suponha que, com essa técnica, provamos que, sempre que U e W sao
justos e se intersectam, entao U N W também ¢é justo. Isso implica que, se U é um conjunto
justo minimal e W é outro conjunto justo que intersecta W, entao U C W. Propriedades
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desse tipo, bem como outras propriedades que fazem uso da uniao no lugar da interseccao, sao
muitas vezes fortes o suficiente para que possamos construir sobre elas um argumento que
prova a suficiéncia da condicdo. Veja, por exemplo, as provas do capitulo 4, como por
exemplo a prova do teorema das ramificagoes disjuntas de Edmonds e a do teorema das
arvores geradoras disjuntas de Tutte e Nash-Williams.

Uma técnica relacionada ao uso de fungoes submodulares é a técnica do descruzamento.
Algumas vezes, estamos interessados em obter uma certa colegdo C de subconjuntos de vértices
sendo que exigimos alguma condigdo envolvendo d(S) para todo S € C. Usando o fato de que
a funcao d(S) é submodular, podemos encontrar uma tal colecio C que seja particularmente
“bem estruturada”, no seguinte sentido: dados dois membros de C que se intersectam, entao
ou um deles estd contido no outro ou entao sua uniao é o conjunto de todos os vértices.
Nesse caso, dizemos que C ¢ livre de cruzamentos. Para ver como isso impoe uma estrutura
forte sobre C, suponha que nenhum dos membros de C possui um certo vértice do grafo.
Entao a colecao C é laminar, ou seja, sempre que dois membros de C se intersectam, um deles
estd contido no outro. Essa estrutura forte tem se mostrado muito 1til para a construcao de
argumentos e aparece em provas de relagoes min-max bastante gerais. Por exemplo, a técnica
do descruzamento é central para o principal teorema do capitulo 2, sobre fluxos submodulares.

Vimos que fungodes submodulares podem impor uma estrutura que facilita a solugao de
alguns problemas. Outros objetos que tém esse efeito sdo os matrdides. Alguns sistemas
de conjuntos relacionados a matréides satisfazem um tipo de propriedade muito especial:
as propriedades de troca. Por exemplo, digamos que B é uma colecao de subconjuntos de
um certo conjunto-base e que todos os membros de B tém o mesmo tamanho. Sejam B e B’
membros de B. Uma possivel propriedade de troca é a seguinte: para qualquer subconjunto S
de B, existe um subconjunto S’ de B’ tal que (B\ S)US" e (B"\ S')U S sdao membros de B.
Essa propriedade, por exemplo, é satisfeita pela colecdo das bases de um matréide qualquer.
Aplicada ao matréide grafico de um grafo conexo, obtemos o seguinte: para quaisquer arvores
geradoras T' e T de um grafo e qualquer subconjunto de arestas F' de T', existe um subconjunto
de arestas F’ de T’ tal que, se trocarmos I por F/ em T e F' por F' em T’, obtemos duas
arvores geradoras desse grafo. Propriedades desse tipo sdo muito uteis quando temos em
maos dois objetos B e B’ que nao sao bons o suficiente, mas que se tornariam bons se
redistribuissemos alguns elementos entre eles. Veja, por exemplo, a prova do teorema das
bi-ramificagoes disjuntas de Schrijver, no capitulo 4. Veja também o capitulo 7, que faz uso
de matrédides.

Resultados envolvendo subestruturas proibidas também sao muito comuns. Algumas vezes
ocorre o seguinte fenomeno. Uma certa afirmacao nao é vélida, e é facil encontrar um grafo
que a viola. Além disso, sempre que esse grafo especifico aparece como uma subestrutura
de um outro grafo, este também viola a afirmacao. A ocorréncia do grafo especifico como
subestrutura pode ser na forma de um subgrafo induzido, de um subgrafo ou de um menor.
Esse grafo especifico é uma obstrucao para a validade da afirmacao. Note que pode haver
varias outras obstrucoes. Depois de coletar varias obstrucées numa certa colecao de grafos G,
podemos conjecturar o seguinte: se proibirmos que os grafos de G sejam subestruturas de um
certo grafo, entao tal grafo satisfaz a afirmacao. Em outras palavras, se um grafo nao possui
nenhum dos grafos de G como subestrutura, entao ele satisfaz a afirmacao. Claramente,



resultados dessa natureza sao interessantes apenas quando a colecao G é pequena. Existem
muitos teoremas desse tipo, dentre os quais encontramos varias relagoes min-max.

Em geral, as provas de resultados desse tipo tém o seguinte roteiro. Primeiro selecionamos
um grafo minimal que viola a afirmacgao do teorema, sendo que a minimalidade depende do
tipo de subestrutura que estamos proibindo. Usando o fato de que o grafo viola a afirmacao,
descobrimos o suficiente sobre sua estrutura para encontrar alguma das obstrugoes como
subestrutura. Provas desse tipo costumam ser bastante técnicas. Elas também costumam ter
um sabor de teoria dos grafos. Incluem-se nessa categoria o teorema de Lee e Williams, sobre
um caso especial da conjectura de Edmonds-Giles (capitulo 5), e um teorema de Seymour
sobre T-juncoes (capitulo 6).



Abordagem e escolha dos topicos

Existe uma vasta gama de relacoes min-max. E claro que apenas uma pequena por¢ao
dessas relagoes e da teoria relacionada pode ser abordada numa dissertagao de mestrado sem
que seu tamanho ultrapasse os limites do bom senso. Felizmente, existem alguns resultados
bastante gerais a partir dos quais podemos derivar varias relagoes min-max com muita fa-
cilidade. Alguns desses resultados gerais sao arcaboucos, isto é, relacbes min-max nas quais
podemos “encaixar algumas pecas” para derivar outras relagbes min-max. Outros resultados
nao tém esse formato, mas sao poderosos o suficiente para derivarmos deles outras relacoes
sem muito trabalho. Por questoes de espaco e para cobrir uma grande quantidade de tépicos,
decidimos dar preferéncia a esses resultados gerais, nos casos em que suas provas nao sao
demasiadamente longas ou complicadas. Surpreendentemente, existem teoremas desse tipo
com provas bastante simples e acessiveis.

Essa preferéncia tem o seguinte defeito: as relagdes entre os varios resultados sao omitidas.
Por exemplo, vamos provar no capitulo 6 um poderoso teorema de Frank, Tardos e Sebd,
a partir do qual todos os demais resultados do capitulo (e sao muitos) podem ser derivados.
Dentre esses resultados, estd o teorema do casamento de Hall, um teorema bastante simples
provado em 1935. Acontece, porém, que por resultados de ANDERSON [1971] e SZIGETI [2004],
o teorema de Frank, Tardos e Seb6 pode ser obtido a partir do teorema do casamento de Hall e
portanto esses resultados sao equivalentes! Muitas outras relacoes desse tipo ficam omitidas,
inclusive entre os capitulos, de modo que cada capitulo se torna independente dos outros.
Observamos ao leitor interessado que existem muitas outras relagoes interessantes entre os
diversos resultados deste texto que nao tivemos a oportunidade de mencionar. Algumas dessas
relacoes estao ilustradas na figura da pagina 118. Para guiar o leitor um pouco melhor na
sua incursao a literatura, incluimos ao fim de cada capitulo uma secao chamada “Resultados
relacionados” listando diversas referéncias.

Também procuramos dar um enfoque maior a tépicos relacionados a grafos orientados.
A razao para isso é o fato de que as relagoes min-max cldssicas em grafos nao-orientados,
como por exemplo as que envolvem emparelhamentos e caminhos disjuntos, sdo amplamente
cobertas na literatura, até mesmo por livros bésicos sobre algoritmos. J4 os resultados sobre
grafos orientados sao muito menos conhecidos.

Um tépico em especifico recebeu atengao especial: a conjectura de Woodall e sua versao
capacitada, conhecida como conjectura de Edmonds-Giles. A conjectura de Woodall continua
em aberto ha quase 30 anos e a de Edmonds-Giles, apesar de ja sabermos ser falsa, nao é
considerada fechada de forma satisfatéria. Por um longo periodo, nada foi publicado sobre
essas conjecturas, até que, mais recentemente, alguns pesquisadores voltaram sua atencao
para elas. Entretanto, nao encontramos na literatura nenhuma resenha completa sobre essas
conjecturas. No capitulo 5, tentamos elaborar uma tal resenha. Consideramos que esse
capitulo é uma das contribuigoes principais deste texto, pois cobrimos todos os resultados ja
publicados sobre as conjecturas, sendo quase todos eles acompanhados de provas.



Observacoes

Cabem algumas observacoes gerais acerca do texto.

Como ja mencionamos, uma possivel abordagem para um problema de otimizacao consiste
em formuld-lo como um programa linear. Nesse caso, ao obtermos um sistema de inequacoes
que determina o poliedro em questao, o teorema de dualidade em programacao linear nos
fornece automaticamente uma relagdo min-max. Por exemplo, se o poliedro é determinado
pelo sistema Az < b, entao

max{cr: Az <b} =min{yb: y >0, yA =c}.

Nao estamos interessados nesse tipo de relacao min-max, pois o vetor y que atinge o minimo
pode ser formado por componentes fracionarios. Em termos combinatérios, uma tal relagao
pode nao ter uma “interpretagao” tao simples. Compare, por exemplo, com a relagdo min-max
de Kénig: num grafo bipartido, o tamanho minimo de uma cobertura por vértices é igual ao
tamanho maximo de um emparelhamento. Nessa relacao, ambos os problemas de otimizacao
tém uma interpretagdo combinatéria clara. Ja se conseguirmos garantir que sempre existe
um vetor integral y que atinge o minimo, podemos obter uma interpretacao combinatéria do
problema de minimizacao. Nesse caso, a equacao de dualidade nos interessa, e muito, pois
mostra que a relagdo min-max vale também numa versao capacitada.

Mencionamos também que relagbes min-max em geral fornecem boas caracterizagoes dos
problemas em questdao. Observamos, porém, que isso nem sempre é verdade. Por exemplo,
SEYMOUR E THOMAS [1993] obtiveram uma relacdo min-max para largura arbérea que nao
fornece uma boa caracterizagao, no sentido de que nao prova que os problemas estao na classe
de complexidade NP N coNP, a nao ser que NP = coNP. Lembramos que o problema de
determinar a largura arbdrea de um grafo é NP-dificil. Por outro lado, nao encontramos na
literatura nenhuma outra relagao min-max que nao fornece uma boa caracterizacao.

Também podemos ter problemas com boas caracterizacoes no caso de versoes capacitadas
de relagoes min-max. Geralmente, tais relacoes envolvem colecoes de subconjuntos de vértices
e nao parece haver nenhuma razao que impega que essas cole¢oes sejam formadas por todos os
subconjuntos possiveis, ou sequer por uma quantidade excessivamente grande (exponencial)
de subconjuntos. Para as relacbes min-max capacitadas que aparecem neste texto, isso nao
serd um problema: todas as relacbes desse tipo aqui tratadas podem ser formuladas como
programas lineares e, nesse caso, a validade da relacdo min-max é exatamente o mesmo que
afirmar que um certo sistema de inequacoes lineares é totalmente dual integral, de modo que
somos salvos por um teorema de COOK, FONLUPT E SCHRIJVER [1986], que pode ser visto
na secao 1.5.

Para quase todas as relacoes min-max, a prova de que o maximo nunca excede o minimo
¢é absolutamente trivial. Omitiremos a prova desse fato a nao ser que ela nao seja imediata.

Cada resultado apresentado neste texto possui uma numeragao tnica, independentemente
de ser enunciado como lema, proposicao, teorema ou coroldrio. Portanto, esse niimero pode
ser usado para localizar o resultado. Por exemplo, o teorema de Lucchesi-Younger é apresen-
tado como o corolario 2.3.1. Apesar disso, muitas vezes nos referimos a esse resultado como
“teorema 2.3.1 de Lucchesi-Younger”. Isso nao deverd causar problemas.



Capitulo 1

Preliminares

A terminologia e a notacdo que usamos neste texto é bastante padrao. Porém, achamos
conveniente apresentd-las para nao gerar duvidas, e também para estabelecer certas conven-
coes. Este é o papel deste capitulo.

Na secao 1.1, definimos as preliminares gerais; na secao 1.2, estabelecemos a notagao
para teoria dos grafos; na secao 1.3, definimos diversos conceitos sobre grafos orientados; na
secao 1.4, definimos alguns conceitos sobre hipergrafos; na secao 1.5, relembramos um pouco
de programacao linear e inteira e derivamos alguns resultados que serao usados no capitulo 2;
finalmente, na secao 1.6, desenvolvemos tudo o que precisaremos da teoria de matréides.

Recomendamos a leitura apenas das duas tltima segoes. As demais podem ser consultadas
de acordo com as necessidades do leitor.

Tentamos manter o texto o mais auto-contido possivel. Os poucos resultados que nao
provamos aqui sao bastante acessiveis. Procuramos incluir as provas de alguns resultados que
nao consideramos tao conhecidos, como por exemplo alguns resultados bésicos de teoria dos
matréides. Notamos que apenas o capitulo 7 usa conceitos de teoria dos matrdides.

Pressupomos que o leitor esta familiarizado com alguns conceitos basicos de andlise de
algoritmos e de complexidade computacional, como por exemplo as defini¢coes de algoritmo
polinomial e fortemente polinomial, alguns algoritmos bésicos sobre grafos e algumas classes
de complexidade, como a dos problemas NP-dificeis. O leitor interessado pode consultar os
livros de CORMEN, LEISERSON, RIVEST E STEIN [2001] e de SCHRIJVER [2003].

Para mais detalhes sobre grafos e grafos orientados, indicamos os livros de DIESTEL [2005]
e de SCHRIJVER [2003]. Um tratamento mais preciso de grafos planares pode ser visto nos
livros de DIESTEL [2005] ¢ de MOHAR E THOMASSEN [2001]. Uma &tima referéncia para
programacao linear e inteira é o livro de SCHRIJVER [1986]. Para leitores interessados em
teoria dos matrdides, indicamos os livros de WELSH [1976] e OXLEY [1992].
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1.1 Preliminares gerais

O conjunto dos numeros inteiros é denotado por Z, o dos racionais por Q e o dos re-
ais por R. Podemos adicionar o indice -, a um conjunto para nos referir aos elementos
nao-negativos desse conjunto. Por exemplo, Z~, denota o conjunto dos inteiros nao-negativos.

Em geral, os conjuntos tratados neste texto sao finitos. Isso deve ficar subentendido. Por
exemplo, se dissermos que V é um conjunto, fica implicito que V é finito. As tinicas excegoes
para essa regra sao as 6bvias, como por exemplo o conjunto Z e variantes.

Algumas vezes confundimos um conjunto unitdrio com seu tnico elemento.

Um par é um par ordenado.

Ao longo desta segao, V' denota um conjunto.

O tamanho de V' é o numero de elementos de V e é denotado por |V|. Escrevemos
S CVouV DS para indicar que S C V e § # V. A colegao dos subconjuntos de V é
denotada por P(V'). Um elemento z é novo (com relagao a V') se z € V. Dizemos que alguns
conjuntos sao disjuntos se eles sdao mutuamente disjuntos. A diferencga simétrica de U
eWeUAW :=U\W)u(W\U).

Seja S uma colecao de subconjuntos de V. Denotamos JS := (Jges S. Dizemos que a
colecao S é disjunta se U e W sao disjuntos para quaisquer U, W € § distintos. Se § é uma
colecao disjunta, S # @& para todo S € S e |JS =V, dizemos que S é uma particao de V e
chamamos cada S € § de uma parte de S.

Seja f: P(V) — R uma fungao. Dizemos que f é submodular se

FUNW)+fUUW) < fU)+ f(W)

para quaisquer U, W C V. Dizemos que f é supermodular se —f é submodular.

Ao longo do texto vamos definir fungdes f: V — Z e vamos dizer que f é uma funcao
capacidade, peso, custo, etc. E 6bvio que essa nomenclatura nao tem qualquer significado
matematico e serve simplesmente para, digamos, nos referirmos a f(v) como o peso de um
elemento v € V, a f(S) como o custo de um subconjunto S C V', etc.

Um vetor indexado por V (ou simplesmente vetor, se o conjunto V' estiver claro no
contexto) é uma fungao z: V — R. Dizemos que x é integral se z(v) € Z para todo v € V.
O suporte de z é {veV:x, #0}. Sejav € V. Algumas vezes escrevemos x, no lugar
de z(v). Dizemos que r, ¢ um componente de . Denotamos por R" o conjunto dos vetores
indexados por V e por ZY o conjunto dos vetores integrais de RY.

Seja S C V. O vetor de incidéncia de S é o vetor x° € RY definido da seguinte

maneira:
X°() = { bosees (1)
0, caso contrario.
Sejam z,y € RY. Denotamos por xy o nimero > vev ToYo. Abreviamos também
z(9) == xx’. (1.2)

Sejam U e W conjuntos. Uma matriz M sobre U x W é um vetor indexado por
U x W. Algumas vezes escrevemos M [u, w]| no lugar de Myw)- Se M é quadrada, isto €, se
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|U| = |W|, denotamos o determinante de M por det(M). Note que, para que det(M) esteja
bem definido, é preciso especificar uma bijecao entre U e W. Se nao especificarmos uma tal
bijegao, apenas o valor absoluto de det(M) fica bem definido. Porém, todas as propriedades
que nos interessam sobre det(M) independem de seu sinal, e portanto nao precisamos nos
preocupar com a bijegao entre U e W usada para definir det(M). Dizemos que uma matriz M
é totalmente unimodular se det(M’) € {0, +1} para toda submatriz quadrada M’ de M.

Seja x € R". Denotamos por Mz o vetor 2’ de RY definido da seguinte forma. Para
cada u € U, defina 2/, := Y, -1 M[u, w]z,,. Seja y € RY. Denotamos por yM o vetor y' de
RW definido da seguinte forma. Para cada w € W, defina ¢/, := > wer YuM[u, w].

Uma familia é um multiconjunto, ou seja, um conjunto que pode conter diversas copias
indistinguiveis de um mesmo elemento. O ntimero de cépias de um certo elemento que a
familia possui é a multiplicidade desse elemento.

Todas as operagoes sobre familias levam em conta o fato de que elas podem possuir varias
copias indistinguiveis de um mesmo elemento. Por exemplo, digamos que todos os elementos
de uma familia F sdo membros de um conjunto V. Defina um vetor x7 € RV da seguinte
forma: para cada v € V, tome como x” (v) a multiplicidade de v em F. Note que isso fornece
uma correspondéncia 6bvia entre familias com elementos em V' e vetores em Z‘Z/O.

Com essa correspondéncia em mente, definimos o tamanho da familia como x* (V). Se G
é outra familia com elementos em V, entdao FUG é a familia correspondente ao vetor x” +x9.

Seja § uma familia de subconjuntos de V e f: V — Z-, uma fungao. Dizemos que S é
f-disjunta se cada elemento v € V aparece em no maximo f(v) membros de S.

1.2 Grafos

Um grafo é um par G = (V,E), onde V e E s@o conjuntos disjuntos, e uma funcao
implicita g atribui a cada elemento de E um subconjunto de V' de tamanho 1 ou 2. Os
elementos de V sdao chamados de vértices, e os de F, de arestas. Dizemos que V é o
conjunto de vértices de G e que E é o conjunto de arestas de G. Dizemos que G é um
grafo sobre V. Algumas vezes denotamos o conjunto de vértices de G por Vg ou por V(G)
e o conjunto de arestas de G por Eg ou por E(G).

Diversos outros parametros de grafos serao denotados por simbolos com o indice ¢ se G for
o grafo em questao. Sempre que G estiver implicito no contexto, podemos omitir o indice ¢.
Por exemplo, se estamos tratando de um tunico grafo, o indice ¢ pode ser omitido.

Se e € E e 9(e) = {u,v}, onde possivelmente u = v, dizemos que a aresta e liga v a v
e que u e v sdo as pontas de e. Dizemos também que uma aresta incide ou é incidente
em suas pontas. Dizemos ainda que u é vizinho de v. Se S C V', denotamos por Ng(S) o
conjuntos dos vértices de V'\ S que tém algum vizinho em S.

Nos demais capitulos nao vamos mais mencionar a funcao implicita 1 e, a partir de agora,
vamos abreviar o fato de que 1(e) = {u,v} escrevendo e = wv. Assim, quando nos referirmos
a “uma aresta uv”, serfamos mais precisos se disséssemos “uma aresta do tipo uv”. A fungao
implicita v permite que existam diversas arestas com as mesmas pontas, e serda conveniente
enxergarmos cada aresta como um conjunto formado por 1 ou 2 vértices que é “rotulado” pelo
“nome da aresta”.
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Observe que podem existir arestas que tém um tnico vértice como ponta. Tais arestas sao
chamadas de lagos. Se duas arestas que nao sao lagos tém as mesmas pontas, dizemos que
elas sao paralelas. Um grafo que nao possui nem lacos e nem arestas paralelas é simples.

No restante da se¢ao, G = (V, E) denota um grafo.

Seja v € V. Denote por E’ o conjunto de arestas de E que nao sao lacos. O grau de v
em G é g,(v) == [{e€ E': eincide em v }| + 2|{e € E\ E': eincide em v }|. Se F C E,
entdo g,(v) denota o grau de v no grafo (V, F). Um vértice é isolado se seu grau é nulo.
O grau minimo de G ¢ §(G) := min,cy g(v) e 0o grau maximo de G é A(G) := max,ecy g(v).
Se §(G) = A(G) = k, dizemos que G é k-regular ou simplesmente regular. Se G é 3-regular,
dizemos que G é cibico. Se G é simples, a densidade de G é a razao |E|/(|‘2/|)

Seja S C V e F C E. Denotamos por dx(S) o conjunto das arestas de F' que tém uma
ponta em S e outra fora de S. Abreviamos dr(S) := |6z(S)|. Abreviamos d¢(S) := 05(5) e
dg(S) :=dg(5). Um simples argumento de contagem mostra que, para F' C E fixo, a funcao
dr(S) é submodular.

Seja H um grafo. Dizemos que H é um subgrafo de G se Vg C Vg, Eg C Eg e Yy é a
restricdo de Yo a Epr. Nesse caso dizemos também que G é um supergrafo de H. Dizemos
que o subgrafo H é gerador se Vi = V5. Seja S C V. Denote por Eg[S] o conjunto de todas
as arestas de G com as duas pontas em S. O subgrafo de G induzido por S é o subgrafo
G[S] := (S, E[S]). Um subgrafo H de G é um subgrafo induzido de G se H = G[Vy].
Denotamos G — S := G[V '\ S]. Se F C E, denotamos G — F := (V,E\ F).

Um caminho em G é uma seqiiéncia P = (v, e1,v1, ..., e, vg) tal que vy, ..., v € V sao
distintos e e; € F liga v;_1 a v; para i = 1,..., k. Dizemos que vy e v sao as extremidades
de P, que P vai de vy a v, que P liga vg a v em G, que v é acessivel a partir de vg
em (G e que vy acessa v em G. O comprimento de P é k. Algumas vezes abreviamos
P = vy --vg. Abreviamos também Vp := {vg,...,vt} e Ep :={eq,...,er}. Algumas vezes
confundimos propositalmente o caminho P com o grafo (Vp, Ep) ou com o conjunto Ep.

Um circuito em G é uma seqiiéncia C' = (vg, e1,v1,...,ex,vx) tal que k > 1, vy = vy,
(vo,€1,V1,...,€k_1,Vp—1) ¢ um caminho em G e as pontas da aresta e € E sao vg_1 e vg.
O comprimento de C' é k. Dizemos que C é par se k é par e é impar caso contrario.
Algumas vezes abreviamos C' = v - - - vg. Abreviamos também Vi := {vg,...,vx_1} e B¢ :=
{e1,...,er}. Algumas vezes confundimos propositalmente o circuito C' com o grafo (V¢, E¢)
ou com o conjunto E¢. Dizemos que G é aciclico se nao possui circuitos. Nesse caso, dizemos
também que G é uma floresta. Algumas vezes confundimos propositalmente uma floresta
com seu conjunto de arestas.

Um componente de G é um subgrafo H de G maximal tal que, para quaisquer vértices
x,y € Vi, x acessa y em H. Algumas vezes chamamos de componente o conjunto de vértices
de um componente.

Dizemos que G é conexo se possui um unico componente e que G é uma arvore se é
conexo e aciclico. E facil provar que |Er| = |Vp|—1 para toda arvore T'. Um subgrafo gerador
de G que é uma arvore é uma arvore geradora de G.

Seja k € Z,. Dizemos que G é k-conexo se |V| > k e G — S é conexo para qualquer
S CV tal que |S| < k. Dizemos que G é k-aresta-conexo se G — F' é conexo para qualquer
F C E tal que |F| < k.
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Uma bipartigao de G é uma colecao {U, W} de subconjuntos de V' tal que U e W séo
disjuntos, U UW =V e toda aresta de G tem uma ponta em U e outra em W. Se {U, W}
é uma biparti¢ao de G, dizemos que G é (U, W)-bipartido. Dizemos que G é bipartido se
possui uma biparticao. Se {U, W} é uma biparti¢do de G, chamamos U e W de classes de
cor de G, apesar da escolha da biparticao {U, W} nao ser unica. E 6bvio que um grafo é
bipartido se, e somente se, nao possui um circuito impar.

Seja S € V um subconjunto nao-vazio. A contragao de S consiste na operagdo que
transforma G no grafo G’ = (V’, E) definido da seguinte maneira. Tome V’ := (V' \ ) U{S}.
Altere a funcao ¢ da seguinte maneira para obter ¢q. Seja e = uv € E. Se u,v € S, tome
Yer(e) : ={S}. Seue Sev ¢S, tome g (e) :={S,v}. Para as demais arestas e € E, tome
e (€e) := Pg(e). Denotamos por G/S o grafo G'.

Seja e = uv € E uma aresta que nao é um lago. A contragao da aresta e consiste na
operagao que transforma G no grafo (G —e)/{u,v}. Se F C E, denotamos por G/F o grafo
obtido a partir de G através da contracao das arestas de F'. Note que o grafo resultante é o
mesmo, independente da ordem de contracao de arestas.

Seja H um grafo. Dizemos que H é um menor de G se algum grafo isomorfo a H pode ser
obtido a partir de algum subgrafo de G através de contragoes de arestas, onde o isomorfismo
entre grafos é definido da maneira usual. Dizemos que G é livre de H como menor se
nenhum menor de G é isomorfo a H.

Dizemos que G é completo se, para cada par de vértices u,v € V distintos, existe
exatamente uma aresta de G com pontas u e v. Existe um tnico grafo completo que possui V
como conjunto de vértices. Tal grafo é denotado por Ky . Existe um tnico grafo completo
com n vértices, a menos de isomorfismo. Tal grafo é denotado por K,. Seja {U, W} uma
particao de V. Denotamos por Ky w o grafo (U, W)-bipartido que possui precisamente uma
aresta uw para cada par de vértices u € U e w € W. Existe um unico grafo bipartido cujas
classes de cores tém tamanhos m e n, a menos de isomorfismo. Tal grafo é denotado por
K.

Seja H = (W, F') um grafo. Definimos GU H := (V UW, EU F). Denotamos por G x H
o grafo G U H U Ky, onde supomos que V e W sao disjuntos.

Dizemos que M C E é um emparelhamento se M nao possui lacos e cada vértice de G
é ponta de no maximo uma aresta de M.

A matriz de incidéncia de G é a matriz M sobre V x F definida da seguinte forma.
Para cada vértice v € V e cada aresta e € E, defina

Mo, €] 1, sewv é ponta de e, (1.3)
v, e| == . .
0, caso contrario.

Dizemos que G é planar se admite uma imersao no plano. Fixe uma imersao |G| de G no
plano. As faces de |G| sdo os componentes topolégicos de R?\ |G|. O grafo dual de G (com
relagdo a imersao |G]) é o grafo G* sobre o conjunto das faces de |G| e conjunto de arestas
E* :={e": e € E}, onde, para cada e € E, as pontas de e* em G* sao as faces de |G| que
tém e em sua fronteira.

Pelos resultados de KURATOWSKI [1930] ¢ WAGNER [1937a], sabemos que um grafo é
planar se, e somente se, é livre de K5 e de K33 como menores.
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Note que o conceito de dual de um grafo é relativo a uma dada imersdao. WHITNEY [1932]
mostrou que todo grafo planar 3-conexo possui essencialmente uma tnica imersao no plano.
Assim, tais grafos possuem um unico grafo dual. Uma prova curta desse resultado pode ser
vista no livro de DIESTEL [2005].

1.3 Grafos orientados

Um grafo orientado é um par D = (V, A), onde V' e A sao conjuntos disjuntos e uma
fungdo implicita ¥p atribui a cada elemento de A um par de elementos de V. Os elementos
de V sao chamados de vértices e os de A, de arcos. Dizemos que V é o conjunto de
vértices de D e que A é o conjunto de arcos de D. Algumas vezes denotamos o conjunto
de vértices de D por Vp ou por V(D) e o conjunto de arcos de D por Ap ou por A(D).

O mesmo que dissemos para a omissao do indice ¢ em parametros de grafos vale para a
omissao do indice p em parametros de grafos orientados.

Se a € A e y(a)= (u,v), dizemos que o arco a vai de u a v, e que u é a ponta inicial
de a e v é a ponta final de a. As pontas inicial e final de um arco também sdo chamadas
simplesmente de suas pontas. Dizemos ainda que o arco a incide ou ¢é incidente em suas
pontas.

Nos demais capitulos nao vamos mais mencionar a fungao implicita 1 e, a partir de agora,
vamos abreviar o fato de que 1(a) = (u,v) escrevendo a = (u,v) ou a = wv. Assim, quando
nos referirmos a “um arco uv”, seriamos mais precisos se disséssemos “um arco do tipo uv”.
A funcéo implicita 1 permite que existam diversos arcos com as mesmas pontas, e serd
conveniente enxergarmos cada arco como um par de vértices que é “rotulado” pelo “nome do
arco”.

Observe que podem existir arcos que tém um tnico vértice como ponta. Tais arcos sao
chamados de lagos. Se dois arcos que nao sao lagos tém a mesma ponta inicial e a mesma
ponta final, dizemos que eles sao paralelos.

No restante da segao, D = (V, A) denota um grafo orientado.

Para cada arco a = uv, o reverso ou inverso de a é um arco a~!' := vu. Se B C A,
denotamos {a"!: a € B} por B~1.

O grafo subjacente a D ¢é o grafo G = (V,E) onde E := A e ¢g(a) = {u,v} se
¥p(a) = (u,v) para cada a € E. Dizemos também que D é uma orientacao de G. Dizemos
que D é simples se seu grafo subjacente é simples. Nesse caso, a densidade de D é a
densidade de seu grafo subjacente. Um grafo orientado é uma arvore orientada se seu
grafo subjacente é uma arvore. Um grafo orientado é um torneio se seu grafo subjacente é
completo. Se H é um grafo, dizemos que H é um menor de D se H é um menor do grafo
subjacente a D, e que D é livre de H como menor se seu grafo subjacente é livre de H
COMO Mmenor.

Seja D’ um grafo orientado. Dizemos que D’ é um subgrafo de D se Vpr C Vp, Apr C Ap
e Ypr é a restrigao de ¢¥p a Apr. Seja S C V. Denote por Ap[S] o conjunto dos arcos de D
com as duas pontas em S. Dizemos que os arcos de Ap[S] sdo induzidos por S. O subgrafo
de D induzido por S é D[S] := (S, Ap[S]). Denotamos por D — S o subgrafo D[V \ S]. Se
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B C A, denotamos D — B := (V, A\ B). Se a é um arco, abreviamos D + a := (V, AU {a}).

Seja S C V. Um arco entra em S se tem sua ponta inicial fora de S e sua ponta final
em S. Uma arco sai de S se seu reverso entra em S. Seja B C A. Denotamos por §,(S) o
conjunto dos arcos de B que entram em S e por §,(S) o conjunto dos arcos de B que saem
de S. Abreviamos ainda §,(S) := §,(S) e 5,(5) := 6,(S) Abreviamos ainda dy(S) := |5,(5)|,
ds(S) := [5,(5)| e as variantes andlogas dessas notacdes. Uma simples contagem mostra que,
para B C A fixo,

as funcgoes d,(S) e dy(S) sdo submodulares. (1.4)

Seja v € V. Dizemos que v é uma fonte se §(v) = @ e que v é um sorvedouro se §(v) = @.

Seja S C V um subconjunto nao-vazio. A contragao de S consiste na operacdao que
transforma o grafo orientado D no grafo orientado D’ = (V' A) definido da seguinte maneira.
Tome V' := (V \ 5’) U {S}. Altere a fungao ¥p da seguinte maneira para obter ¥ p/. Seja
a=uv € A. Seu,v eSS, tome Yp/(a):=(S5,5). SeueSevgsS, tome Yp(a):= (S,v). Se
ug SevesS, tome Yp(a) = (u,S). Para os demais arcos a € A, tome Yp/(a) := ¥p(a).
Denotamos D/S := D'.

Seja ¢ = uv € A um arco que nao é um laco. A contragao do arco a consiste na
operagao que transforma D no grafo orientado (D — a)/{u,v}.

Um pseudocaminho em D é uma seqiiéncia P = (vg, a1, v1,...,a, vg) tal que v, ..., vg
sao vértices distintos de D e a; € A tem pontas v;_1 e v; para ¢ = 1,..., k. Dizemos que vy
¢é a extremidade inicial de P e que v; é a extremidade final de P, que vy e v; sao as
extremidades de P, que P vai de vg a v; e que P liga vg a vy em D. O comprimento
de P é k. Abreviamos Vp := {vg,...,vx} e Ap :={a1,...,ar}. Um arco a; é um arco direto
de P se a; = v;_1v; e é um arco reverso de P se a; = v;v;_1. Algumas vezes confundimos
propositalmente o pseudocaminho P com o grafo (Vp, Ap) ou com o conjunto Ap.

Um pseudocaminho P = (vg,a1,v1,...,ak,vx) em D é um caminho se ndo possui arcos
reversos. Nesse caso, dizemos que v, é acessivel a partir de vg em D, que vy acessa vy
em D e que P é um (vg,vr)-caminho. Algumas vezes abreviamos P = vg- - vg. Dizemos
que B C A éum (r,s)-corte se B = §(S) para algum subconjunto S C V'\ {r} tal que s € S.
Um arco uv é transitivo em D se v é acessivel a partir de v em D.

Um pseudocircuito em D é uma seqiiéncia C' = (v, a1,v1,...,a, vg) tal que k > 1,
vy = Uk, (Vo,a1,v1,...,a5_1,0—1) ¢ um pseudocaminho em D e a; € A tem pontas vi_1 € vg.
Um arco q; é um arco direto de C se a; = v;_1v; ¢ ¢ um arco reverso de P se a; = v;V;_1.
O comprimento de C é k. Abreviamos Vo := {vo,...,v5—1} € Ac :={a1,...,ar}. Algumas
vezes confundimos propositalmente o pseudocircuito C' com o grafo orientado (Vir, Ac) ou
com o conjunto Ac. Um pseudocircuito C' = (vg, a1, v1,...,ak,v;) em D é um circuito se
nao possui arcos reversos. Se DD nao possui circuitos, dizemos que D é aciclico.

Um componente forte de D é um subgrafo D’ de D maximal tal que, para quaisquer
x,y € Vpr, x acessa y em D’. Dizemos que D é fortemente conexo se possui um tinico
componente forte. Um componente fraco de D é um subgrafo de D cujo grafo subjacente
é um componente do grafo subjacente a D. Dizemos que D é fracamente conexo se possui
um unico componente fraco. Dizemos que D é fonte-sorvedouro-conexo se, para quaisquer
componentes fortes R e S de D tais que §(R) = @ e §(S) = @, existe um vértice de S que é
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acessivel a partir de algum vértice de R.

Dizemos que B C A é uma ramificagao de D se o grafo subjacente a (V, B) é aciclico
e cada vértice v € V é ponta final de no méximo um arco de B. Seja R o conjunto dos
vértices que nao sao ponta final de nenhum arco de B. Cada elemento de R é uma raiz
de B. Dizemos que R é o conjunto de raizes de B e chamamos B de R-ramificagao. Se
R = {r}, dizemos que B é uma arborescéncia ou r-arborescéncia de D.

Dizemos que J C A é uma jungao de D se o grafo orientado (V, AU J~!) é fortemente
conexo. Dizemos que B C A é um corte orientado de D se B = §(S) para algum subcon-
junto nao-vazio S C V tal que §(5) = @. E claro que um subconjunto de arcos é uma jungao
se, e somente se, intersecta todos os cortes orientados.

A matriz de incidéncia de D é a matriz M sobre V x A definida da seguinte forma.
Para cada vértice v € V e cada arco a € A, defina

—1, sewv é a ponta inicial de a,
Mlv,a] :==< +1, sewv é a ponta final de a, (1.5)

0, se v nao é ponta de a.

Dizemos que D é planar se seu grafo subjacente G é planar. Dada uma imersao de D
no plano, o grafo dual de D (com relagao a essa imersao) é a seguinte orientagao de G*: se
e € Eq corresponde a um arco a = uv em D e, percorrendo-se o arco a de u a v na imersao, a
face que se mantém & esquerda é F' e a face que se mantém a direita é F’, entao oriente e* de F
a F' para obter o arco a*. Denotamos essa orientacao de D*. Note que Ap« = {a*: a € A}.

Proposicao 1.1 (Dualidade entre circuitos e cortes orientados)
Seja D = (V, A) um grafo orientado planar e D* seu dual. Entdao C' C A é um circuito em D
se, e somente se, o conjunto { a*: a € C'} é um corte orientado minimal em D*.

1.4 Hipergrafos

Um hipergrafo é um par H = (V,€), onde V' é um conjunto e £ é uma colegao de sub-
conjuntos de V. Os elementos de V' sao chamados de vértices, e os de £, de hiper-arestas.
Dizemos que ‘H é um hipergrafo sobre V. Dizemos que £ é o conjunto de hiper-arestas
de H. Algumas vezes denotamos o conjunto de hiper-arestas de H por Ex.

Um componente de H é um subconjunto S C V maximal tal que E C Sou ECV\ S
para toda hiper-aresta E € £. Dizemos que H é conexo se possui um tinico componente.

Um hipergrafo C = (V,€) é um clutter se, para quaisquer F, F' € £ distintas, vale que
E ¢ F e E 2 F. Nesse caso, definimos o bloqueador como o clutter C' := (V,£’), onde &’
é a colegao dos conjuntos minimais de { ' C V: E' N E # & para todo F € £ }.
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1.5 Programacao linear e inteira

Sejam z,2’ € RY. Escrevemos z < 2’ se z, < 7}, para cada v € V. Em alguns casos
excepcionais permitimos que um componente de x seja Foo. E evidente que —oo0 < r <
para todo r € RU {£o0}.

Quando escrevemos Ax < b, Az = b, etc., assumimos implicitamente a compatibilidade
de dimensdes entre a matriz A e os vetores x e b. Dizemos que Ax < b é um sistema de
inequacgoes lineares. Escrevemos 0 para indicar o vetor identicamente nulo indexado por
um conjunto apropriado. Similarmente, escrevemos 1 para indicar o vetor que tem todas as
componentes iguais a 1 e co para indicar o vetor que tem todas as componentes iguais a oo.

Um subconjunto P de RV é um poliedro se P = {x: Az < b} para algum sistema de
inequacoes lineares Az < b. Um vetor x de P é um vértice de P se, para quaisquer y,z € P
distintos e A € R com 0 < A < 1, vale que z # Ay + (1 — A)z. Um poliedro é integral se
todos seus vértices sao integrais.

Um problema de programacao linear ou programa linear consiste em minimizar
ou maximizar uma funcao linear sobre um poliedro. Por exemplo, dados vetores ¢,b e uma
matriz A, calcule

max{cz: xz € P}, (1.6)

onde P é o poliedro {z: Ax < b}. Note que o valor de (1.6) pode ser +oo. Os vetores de P
sao chamados de vidveis no programa linear (1.6). Um vetor de P é solugao 6tima do
programa linear (1.6) se atinge o maximo em (1.6). Dizemos ainda que o sistema Azx < b
determina o poliedro P.

Um dos principais resultados da teoria de poliedros bloqueadores e anti-bloqueadores é o
seguinte teorema de FULKERSON [1971]:

Teorema 1.2
Seja C = (V, &) um clutter e C' = (V,£’) seu bloqueador. Entao o sistema

Ty >0 para todo v € V, (1.7)
z(E)>1 para todo E € &, )
determina um poliedro integral se, e somente se, o sistema
x, >0 para todo v € V, (1.8)
z(E')>1  paratodo E' € &, '
também determina um poliedro integral.
Teorema 1.3 (Teorema da dualidade de programacao linear)
Seja A uma matriz e sejam b e ¢ vetores. Entao
max{cr: Az <b}=min{yb: y >0, yA =c}. (1.9)

Na equagao (1.9), o problema de minimizac¢ao é chamado de programa linear dual do
problema de maximizacao, que por sua vez é chamado de programa linear primal.
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Teorema 1.4 (Folgas complementares)
Sejam z e y vetores. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) = e y atingem o méximo e o minimo, respectivamente, da equagao (1.9);
(ii) se um componente de y é positivo, entao a respectiva inequacao em Ax < b é
satisfeira por x com igualdade, ou seja, y(b — Az) = 0.

Teorema 1.5
Seja A uma matriz totalmente unimodular. Entao, para qualquer vetor integral b, o poliedro
{x: Az < b} é integral.

Teorema 1.6
Suponha que o programa linear

max{czr: x>0, Az <b} (1.10)

tem uma solucdo 6tima x* tal que as colunas de A correspondentes aos componentes positivos
de z* formam uma matriz totalmente unimodular. Se o vetor b é integral, entdao o programa
linear (1.10) tem uma solugao 6tima integral.

Demonstracdo. Sejam A’ e ¢ as partes de A e ¢ correspondentes aos componentes positivos
de z*. E claro que

max{cz: x>0, Az <b} =max{cz’: 2’ >0, A2’ <b}. (1.11)

Como A’ é totalmente unimodular e b é integral, entao pelo teorema 1.5 o lado direito de (1.11)
possui uma solucao étima integral z’*. Completando esse vetor z’* com componentes nulos,
obtemos uma solucao étima integral para o lado esquerdo de (1.11). O

Um sistema de inequagoes lineares Ax < b é totalmente dual integral se, para todo
vetor integral ¢, o programa linear dual de max{cx: Az < b} admite uma solucdo étima
integral sempre que admite alguma solucao 6tima.

O seguinte resultado foi provado por EDMONDS E GILES [1977]:

Teorema 1.7
Seja Az < b um sistema de inequagoes lineares. Se Az < b é totalmente dual integral e b e ¢
sao vetores integrais, entao ambos os programas lineares da equacao de dualidade

max{cr: Az <b} =min{yb: y >0, yA=rc} (1.12)
admitem solugoes 6timas integrais sempre que algum deles admite alguma solugao étima.

Um sistema de inequages lineares Ax < b é box-TDI se, para quaisquer vetores £ e u
tais que £ < u, o sistema Az < b, < x < u é totalmente dual integral.
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SCHRIJVER [1986] observou o seguinte:

Proposigao 1.8

Seja Ax < b um sistema de inequagbes lineares. Se Ax < b é box-TDI, entdo o sistema
Az < b, £ <z < u é totalmente dual integral para quaisquer vetores ¢ e u tais que £ < u,
mesmo que alguns componentes de £ ou u sejam Foo.

Teorema 1.9
Seja Ax < b um sistema de inequagoes lineares. Suponha que, para todo vetor ¢ para o qual

max{cr: Ar <b} (1.13)

é finito, o programa linear dual de (1.13) tem uma solug¢ao 6tima y* tal que as linhas de A
correspondentes aos componentes positivos de y* formam uma matriz totalmente unimodular.
Entéo o sistema Ax < b é box-TDI.

Demonstracao. Sejam £ e u vetores tais que £ < u. Seja ¢ um vetor integral. O problema
dual de max{czx: Az <b <z <u}é

min{ yb — wl + zu: y,w,z >0, yA —w+ 2z =c}. (1.14)

Seja y*, w*, z* uma solucao étima de (1.14). Tome ¢’ := ¢ — z* + w*. A hipdtese do teorema
nos garante que o programa linear min{y'b: y' > 0, y’A = ¢’} tem uma solugao 6tima y'*
tal que as linhas de A correspondentes aos componentes positivos de y'* formam uma matriz
totalmente unimodular. Além disso, pela escolha do vetor ¢/, temos que y'*, w*, z* é uma
solucao 6tima de (1.14). Como as linhas do sistema Az < b, ¢ < z < u correspondentes aos
componentes positivos de 3", w*, z* formam uma matriz totalmente unimodular, concluimos
do teorema 1.6 que existe uma solugao étima integral para (1.14). O

Mencionamos finalmente um resultado de COOK, FONLUPT E SCHRIJVER [1986]. A prova
desse resultado é bastante curta e acessivel.

Teorema 1.10
Seja Az < b um sistema de inequacoes lineares totalmente dual integral, onde = é indexado
por um conjunto de tamanho n. Entao, para qualquer vetor integral ¢, o programa linear
min{ cz: y > 0, yA = ¢} possui uma solucao Stima integral cujo suporte tem tamanho no
maximo 2n — 1.
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1.6 Matrodides

Um matréide é um par M = (E,Z), onde F é um conjunto e Z é uma colecao de
subconjuntos de F, que satisfaz as seguintes condicoes:

(i) @ €7, (1.15)
(i) se I €eZ el C1I, entao ' €,
(iii) se I,I' € T e |I| < |I'|, entao existe e € I’ \ I tal que I U {e} € .

Dizemos que M é um matrdide sobre E e que E é o conjunto-base do matréide M.
Chamamos os membros de Z de conjuntos independentes de M. Um subconjunto de F
que nao estd em 7 é um conjunto dependente de M.

Uma base de M é um conjunto independente maximal. Seja B uma base de M e sejam
x,y € E. Algumas vezes serd conveniente escrevermos “B—xz+y” no lugar de “(B \ {z})U{y}".
Vamos precisar da seguinte caracterizacao baseada em propriedades de troca:

Teorema 1.11 (Caracterizagao de colecao de bases de um matréide)
Seja E um conjunto finito. Seja B uma cole¢ao de subconjuntos de E satisfazendo as seguintes
condigoes:

(i) B£@e (1.16)
(ii) para quaisquer Bj, By € B e e € By \ Bo, existe f € By \ By tal que
By —e+ febB.

Seja T a colecao dos subconjuntos de E que estao contidos em algum membro de B. Entao
(E,7) é um matrdide que tem B como colecao de bases.

Demonstragao. Como B satisfaz (1.16)(i), entao Z satisfaz (1.15)(i). Além disso, é evidente
que Z satisfaz (1.15)(ii). Resta provarmos que Z satisfaz (1.15)(iii). Suponha que existem
I,I' € T tais que |I| < |I'| e, para todo e € I'\ I, temos que I U{e} ¢ Z. Vamos ver que isso
é impossivel.

Primeiro vamos mostrar que

|B| = | B'| para quaisquer B, B’ € B. (1.17)

Pois suponha o contrario. Dentre todos os pares (B, B') € B x B tais que |B| > |B’|, escolha
um que minimiza |B\ B/|. E ébvio que B\ B’ # @. Seja e € B\ B'. Por (1.16)(ii),
existe f € B'\ B tal que B” := B — e+ f € B. E evidente que |B”| = |B| > |B'| e que
|B”\ B'| < |B\ B'|, contradizendo a escolha de B e B’. Essa contradigao finaliza a prova
de (1.17).

Dentre todos os pares (B, B') € Bx B tais que I C B e I' C B’, escolha um que minimiza
|B'\ (I"U B)|. Observe que, pela escolha de I e I’,

I'\B=TI\1I. (1.18)
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Vamos mostrar agora que

B'\B=TI\B. (1.19)

E 6bvio que B’\ B D I’ \ B. Suponha entdo que B'\ B 2 I’ \ B, ou seja, suponha que existe
e € B'"\ (I'"UB). Por (1.16)(ii), existe f € B\ B’ talque B” := B'—e+ f € B. Mas I' C B”
e |B"\ (I'UB)| < |B'\ (I'U B)|, contradizendo a escolha de B’. Essa contradi¢do conclui
a prova de (1.19).
Agora vamos mostrar que
BCIUB. (1.20)
Pois suponha que existe e € B\ (I U B’). Pela condigao (1.16)(ii), existe f € B'\ B=1'\ B
tal que B" := B —e+ f € B. Mas entdao IU{f} C B” € B, de modo que TU{f} € Z. Essa
contradigao conclui a prova de (1.20).
Segue de (1.20) que B\ B’ = I\ B’. Como B’ D I, entao I \ B’ C I\ I'. Concluimos
que
B\B CI\T. (1.21)
Por (1.18) e (1.19), temos que
B'\B=TI\1I (1.22)
Por outro lado, sabemos de (1.17) que |B| = |B’|, de modo que |B\ B’| = |B’\ B|. Mas
entdo, por (1.21) e (1.22), temos que I\ I'| > |B\ B'| = |B’"\ B| = |I'\ I|, de modo que
|I| > |I'|. Essa contradi¢do finaliza a prova de que Z satisfaz (1.15)(iii), e portanto do
teorema. ]

Seja M = (E,Z) um matréide e F' C E. Uma base de F' é um subconjunto de F' que
¢é independente maximal. E evidente que todas as bases de F' tém o mesmo tamanho. Esse
tamanho é chamado de posto de F. Seja r,,;: P(F) — R a funcao que associa a cada ' C F
o posto de F. A funcao r,; ¢ a fungao posto de M.

Proposicao 1.12 (Submodularidade da fung¢ao posto de matréides)
A funcao posto de todo matrédide é submodular.

Demonstragao. Seja M = (E,Z) um matréide. )

Sejam U,W C E. Seja Bynw uma base de U N W. E facil ver que Bynw esta contido
numa base de U U W. Seja Byuw uma tal base. Note que Byuw NU e Byuw N'W sao
independentes, de modo que

'y (U) + 7y (W) > |Buow NU| + [Buow N W|
= ‘(BUUW N U) U (BUUW N W)‘ + |(BUUW N U) N (BUUW N W)| (1.23)
= |Buuw N (U UW)| + |Buuw N (U NW)).

Mas como Byyw N (U U W) = Byuw e Byuw N (UNW) = Byaw, entéo

rar(U) + 7y (W) = |Buuw N (U UW)| + | Byow N (UNW)|

(1.24)
= |Buuw| + |Buaw | = ryyf(UUW) 47, (U N W),

como queriamos. O
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Corolario 1.12.1 (Submodularidade da fungao posto de matréides graficos)
Seja G = (V, E) um grafo. Defina a fungao r: P(E) — R como r(F) := |V| —¢(V, F), onde
¢(V, F) denota o nimero de componentes do grafo (V, F'). Entao a funcdo r é submodular.

Demonstragdo. Defina 7 como a colecdo de todos os subconjuntos de arestas F' C FE tais
que (V, F') é uma floresta. Seja B a colecdo dos membros maximais de Z. E facil ver que B
satisfaz as condicdes (1.16). Pelo teorema 1.11, M := (E,Z) é um matréide. E facil ver que
a funcdo r é igual & funcdo posto de M. Agora o resultado segue da proposicao 1.12. O

Seja M = (F,7) um matréide. Um circuito de M é um conjunto dependente minimal.
Se {e} é um circuito para algum e € E, dizemos que e é um lago de M. Seja E’ o conjunto
de todos os elementos de FE que nao sdo lagos. Se {e, f} é um circuito para certos e, f € E’
distintos, dizemos que e e f sao paralelos.

Proposigao 1.13
Seja M = (E,7Z) um matréide e sejam e, f,g € E. Se e e f sado paralelos e f e g sdo paralelos,
entao e e g sao paralelos.

Demonstracao. E claro que TM({e, f}) = TM({f,g}) = rM({e}) = rM({f}) =7y ({g}) =1.
Pela proposicao 1.12, temos que 7, ({f}) + TM({e, f,g}) <71y ({e, f}) =7y ({f,g}) Logo,
Taf ({e, fs g}) < 1. Entao qualquer subconjunto de {e, f, g} com dois elementos é dependente
minimal. Em particular, {e, g} é um circuito, como queriamos. O



Capitulo 2

Fluxos submodulares

Edmonds e Giles desenvolveram um poderoso arcabouco poliédrico envolvendo o conceito
de fluxo submodular, generalizando e unificando varios resultados importantes em otimizacao
combinatoria. Esse arcabouco é o mais conhecido de diversos modelos propostos com o mesmo
intuito e baseados em idéias muito semelhantes. Neste capitulo, apresentamos o teorema de
Edmonds-Giles sobre fluxos submodulares e uma variante desse teorema devida a Schrijver,
a partir dos quais derivamos varias relagoes min-max.

O teorema de Edmonds-Giles afirma que um certo sistema de inequacoes lineares Ax < b
¢é box-TDI. Nossa estratégia para prova-lo sera usar o teorema 1.9: é suficiente encontrarmos
uma solucdo 6tima y* para o programa linear dual de max{ cz: Az < b} tal que a submatriz
de A correspondente ao suporte de y* é totalmente unimodular.

A principal idéia da demonstracao sera escolher uma solugao y* cujo suporte seja algo que
definiremos como uma familia livre de cruzamentos. Tais familias podem ser representadas
através de uma arvore e, a partir dessa representacao, poderemos mostrar que a submatriz
em questao é uma matriz de rede, um tipo notavel de matriz totalmente unimodular. Assim,
o teorema estara provado.

Essa estratégia de escolher uma solugao livre de cruzamentos é muitas vezes chamada de
técnica do descruzamento (uncrossing) e tem se mostrado muito poderosa na resolugao de
diversos problemas de otimizagao combinatéria. KEssa técnica esta intimamente relacionada
com fungoes submodulares, que tém um papel fundamental em otimizacdo combinatoria,
como sera visto ao longo deste texto.

O restante do capitulo estd organizado da seguinte maneira: na secao 2.1, definimos
matrizes de rede e provamos que estas sao totalmente unimodulares; na secao 2.2, definimos
familias livres de cruzamentos, mostramos que elas podem ser representadas através de arvores
e, a partir dessa representagao, construimos uma matriz de rede; na secao 2.3, combinamos
os resultados das secoes anteriores para provar o teorema de Edmonds-Giles, a partir do qual
obtemos o teorema de Lucchesi-Younger e o teorema de intersec¢ao de matréides de Edmonds;
finalmente, na secao 2.4, mostramos uma variante devida a Schrijver, do qual derivamos mais
relagoes min-max.
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2.1 Matrizes de rede

Seja T' = (V, Ar) uma arvore orientada e D = (V, Ap) um grafo orientado. A matriz de
rede gerada por T e D é a matriz N sobre A7 X Ap definida da seguinte maneira. Para cada
par de arcos ar € A1 e ap = uv € Ap, denote por P o pseudocaminho que liga v a v em T,
e defina

+1, se ar é um arco direto de P,

N[G/T,GD] = -1

0, se ar nao é um arco de P.

, se ap é um arco reverso de P,

Vejamos alguns exemplos de matrizes de rede.

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Tome V' := V U {z}, onde z é um vértice novo.
Defina a érvore orientada T := (V’, A7), onde Ap := { zv: v € V' }. E ficil ver que a matriz
de rede gerada por T = (V' Ar) e D' := (V', A) é igual & matriz de incidéncia de D,
identificando cada arco zv € Ap com o vértice v € V.

Seja G = (V, E) um grafo (U, W)-bipartido. Tome V' := V U {z}, onde z é um vértice
novo. Defina a drvore orientada T := (V', Ar) onde Ap := {uz:u e U} U{zw:we W }.
Oriente todas as arestas do grafo (V', E) de U para W, obtendo o grafo orientado D. E facil
ver que a matriz de rede gerada por T e D é igual a matriz de incidéncia de G, identificando
cada arco uz € Ap com o vértice u € U e cada arco zw € Ap com o vértice w € W.

No restante desta secao vamos provar que matrizes de rede sao totalmente unimodulares.

Lema 2.1 (Hereditariedade de matrizes de rede)
Submatrizes de uma matriz de rede também sao matrizes de rede.

Demonstragao. Seja N uma matriz de rede gerada por T'= (V, Ar) e D = (V, Ap). E facil
ver que remover de N a coluna ap € Ap corresponde a remover de D o arco ap. Similarmente,
remover de N a linha a, = uv € A corresponde a contrair em 1" 0 arco a, e identificar em D
os vértices u e v. ]

O principal resultado desta segao foi provado implicitamente por TUTTE [1965]:

Teorema 2.1 (Unimodularidade total de matrizes de rede)
Toda matriz de rede é totalmente unimodular.

Demonstracao. Pelo lema 2.1a da hereditariedade, basta provarmos que toda matriz de rede
quadrada tem determinante 0,41 ou —1.

Seja N uma matriz de rede quadrada gerada por T'= (V, Ar) e D = (V, Ap). A prova é
por inducao na ordem de IV, tomando como base o caso trivial em que N é uma matriz 1 x 1.

Suponha que det(N) # 0. Nosso objetivo é transformar uma linha conveniente de N numa
linha contendo 0s e um tunico 1. As operagoes sobre N que aplicaremos nessa transformacgao
mantém N como uma matriz de rede e preservam o valor absoluto do determinante. Assim,
apés a transformacao, poderemos expandir o determinante de NV através dessa linha e usar o
lema 2.1 da hereditariedade e a hipétese de indugao para concluir que |det(N)| = 1.
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Seja u um vértice que é ponta de um tnico arco de Ap. Chamemos esse arco de ar.
Primeiro vamos transformar a linha ar numa linha contendo somente Os e 1s. Para tanto,
reorientamos os arcos de T' e de D de modo que todo arco incidente em u tenha u como
ponta inicial. Observe que trocar um arco a, € Ap pelo seu reverso ap! corresponde a
multiplicar a coluna ap por —1, e analogamente para a reorientacao de arcos de Ar.

Agora vamos deixar a linha a; com um tnico 1. Escolha dois 1s nessa linha, provenientes
de colunas uv, uw € Ap. Nao é dificil ver que subtrair a coluna uv da coluna uw corresponde
a trocar o arco uw pelo arco vw.

Podemos assim obter uma matriz de rede com determinante igual, em modulo, ao da
matriz original, e que contém uma linha com Os e um tnico 1. Ao expandirmos o determinante
através dessa linha, obtemos do lema 2.1« da hereditariedade e da hipdtese de indugao que
|det(N)| = 1. O

Matrizes de rede tém um papel fundamental em otimizacao combinatoria. Mais referéncias
sobre elas podem ser vistas nas notas no final do capitulo.

2.2 Familias livres de cruzamentos e representagoes arboéreas
Seja V' um conjunto. Dois subconjuntos U, W C V' se cruzam se
UNW 4o, UZW, UBZW e UUWZ#YV.

Uma familia de subconjuntos de V' é livre de cruzamentos se nao possui dois conjuntos
que se cruzam, e é laminar se nao possui conjuntos U e W tais que

UnNW#o, UZW e UBW.

E facil ver que as familias laminares sdo exatamente as que podem ser representadas no
plano por um diagrama de Venn em que as linhas nao se cruzam. J4 as livres de cruzamentos
sdo as que admitem uma tal representagao na esfera. Isso pode ser deduzido da seguinte
observacao facilmente verificavel:

Seja C uma familia de subconjuntos de V' livre de cruzamentos e v € V. (2.1)
Entdo C, :={V\S: S5€CeveS}U{S:SeCev ¢S} é¢laminar.

Vamos ver agora que as familias livres de cruzamentos sao exatamente as que podem ser,
de certa forma, representadas por arvores. Tal representacao nos permitira definir uma matriz
de rede a partir de uma familia livre de cruzamentos associada a um grafo orientado.

Seja V um conjunto, T' = (Vp, A7) uma &arvore orientada e 7: V' — Vp uma funcao. Para
cada arco a = uw € Arp, defina S, := {veV:n(v) €T, }, onde T}, é o componente fraco
de T — a que contém o vértice w. Denote Crr := {S,: a € Ar }. Dizemos que o par (T, ) é
uma representacao arbérea da familia C7 .. Se A é uma arborescéncia de T', entao (7', )
¢ uma representacao arbérea enraizada da familia Cr .
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A seguinte caracterizagao foi provada por EDMONDS E GILES [1977]:

Teorema 2.2 (Representacao arbdrea de familias livres de cruzamentos)
Uma familia é livre de cruzamentos se, e somente se, admite uma representacao arbdrea;
e é laminar se, e somente se, admite uma representacao arbdrea enraizada.

Demonstracao. E claro que Cr . ¢ livre de cruzamentos. Também é 6bvio que Cr  é laminar
se Ap é uma arborescéncia de T. Primeiro vamos mostrar que toda familia laminar C de
subconjuntos de V' admite uma representacao arbérea enraizada. Nossa prova é por indugao
em |C|, tomando como base o caso trivial em que C = &.

Escolha um conjunto minimal S € C e tome C’ := C\ {S}. Pela hipétese de indugao,
a familia laminar €’ tem uma representacao arbérea enraizada (17,7'). E fdcil obter uma
representagao arbdrea enraizada de C se S = &: basta adicionar a 77 um vértice novo w e
um arco novo vw, onde v é qualquer vértice de 7”. Suponha entao que S # &.

Afirmamos que existe um vértice u de T” tal que 7’'(s) = u para todo s € S. De fato,
suponha que 7/(s) # 7'(t) para certos s,t € S. Podemos supor que o pseudocaminho que
liga 7'(s) an’(t) em T” tem um arco direto a. Mas entao, como C é laminar, temos S, C S\{s},
contradizendo a minimalidade de S.

Agora é facil obter uma representagao arbdrea enraizada de C: basta adicionar a 7" um
vértice novo w e o arco novo uw, e alterar 7’ de modo que 7/(s) = w para todo s € S.

Para construir uma representagao arbérea de uma familia livre de cruzamentos C, proceda
da seguinte forma: fixe v € V' e tome a familia laminar C, como na afirmagao (2.1). Construa
uma representacao arbérea enraizada (7),7) de C, e reoriente alguns arcos de T' para obter
uma representagao arborea de C. O

Usando representagoes arbdreas, podemos derivar a unimodularidade total de certas ma-
trizes definidas a partir de um grafo orientado e de uma familia livre de cruzamentos associada.

Corolario 2.2.1
Seja D = (V, A) um grafo orientado e C uma cole¢ao de subconjuntos de V. Seja N a matriz
C x A definida como

+1, sea€j(9),
N[S,a]:=< —1, seac§(S),

0, caso contrario,

para cada S € C e a € A. Se C é livre de cruzamentos, entao N é totalmente unimodular.

Demonstracao. Pelo teorema 2.2, a colegao C admite uma representacao arbérea. Seja (7T, )
uma tal representacao. Defina o grafo orientado D’ := (Vp, A’), onde

A = {(m(u),7(v): (u,v) € A}.

Nao ¢é dificil ver que a matriz de rede gerada por T' e D’ é igual a IV, identificando cada arco
a € Ap com o conjunto S, € C e cada arco (mw(u),n(v)) € A’ com o arco (u,v) € A. Entao,
pelo teorema 2.1, a matriz N é totalmente unimodular. ]
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2.3 O teorema de Edmonds-Giles

EDMONDS E GILES [1977] provaram uma relacdo min-max bastante geral, que inclui
como casos especiais o teorema de interseccao de polimatréides de Edmonds, o teorema de
Lucchesi-Younger, o problema da circulagao de custo minimo e certos problemas de orientagao
de grafos e de aumento de conexidade. Nesta sec@o, apresentamos esse arcaboucgo poliédrico
de Edmonds e Giles e dele derivamos duas relagbes min-max.

Seja V um conjunto. Seja C uma familia de subconjuntos de V' que nao é livre de cruza-
mentos. Suponha que queremos transformar C numa familia livre de cruzamentos repetindo
a seguinte operagao sempre que possivel: se U, W € C se cruzam, troque U e W por UNW e
UUW. O lema a seguir mostra que esse processo sempre termina, ja que Y g.c|S||V \ S| >0
para toda familia C.

Lema 2.3a¢ (Lema do descruzamento)
Seja V um conjunto e sejam U, W C V taisque U € W e U 2 W. Entéao

\U|[U| + [W|[W| > |UnW|[UNW|+ |UUW||UUW],

onde S :=V \ S para todo S C V.

Demonstracao. Abrevie a:=|UNW]|, g:=|U\W]|, y:=|W\U|ed:=|UUW| Entao

UNUT+ [WIW| = (a+ B8)(y+0) + (a+7)(B+9)
=200+ ay+ Bo+af + v+ 28y

UNWIIUNW|+[UUWIUUW|=a(f+7+06)+ (a+8+7)d
=2ad + ay + 36 + aff + 6.

Agora o lema segue da desigualdade 3+ > 0. O

Seja V um conjunto e C uma colegao de subconjuntos de V. Dizemos que C é fechada
sob cruzamentos se U NW, U U W € C sempre que U, W € C se cruzam.

Seja C uma colecao de subconjuntos de V fechada sob cruzamentos. Uma funcao f: C — R
é chamada submodular em cruzamentos se

FUNW)+ fF(UUW) < f(U) + f(W)

sempre que U, W € C se cruzam.

Podemos finalmente definir fluxos submodulares. Seja D = (V, A) um grafo orientado,
C uma colecao de subconjuntos de V' fechada sob cruzamentos e f: C — R uma fungao
submodular em cruzamentos. Um fluxo submodular é uma funcao z: A — R tal que

z(6(5)) — z(6(5)) < £(S) para todo S € C. (2.2)
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EDMONDS E GILES [1977] provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.3 (Teorema de Edmonds-Giles)
O sistema (2.2) é box-TDI.

Demonstragdo. Considere o programa linear
max{ cz: x é um fluxo submodular }. (2.3)

Nossa estratégia serd encontrar uma solu¢ao étima y* para o programa linear dual de (2.3)
tal que as linhas da matriz de (2.3) correspondentes aos componentes positivos de y* formem
uma matriz totalmente unimodular. Feito isso, o resultado seguird do teorema 1.9.

Note que a matriz de (2.3) tem o mesmo formato da matriz N definida no corolédrio 2.2.1.
Assim, se o suporte de y* for uma colecao livre de cruzamentos, a unimodularidade total da
submatriz correspondente seguird do corolario 2.2.1. Para obter uma tal solugao dual y*,
utilizaremos o lema 2.3 do descruzamento.

O programa linear dual de (2.3) é

— —

min { yf:y€ Rgo, sec yS(X‘S(S) — X5(S)) =c } (2.4)
Dentre todas as solugoes 6timas y de (2.4), escolha como y* uma solugao 6tima que minimiza
a funcéo linear

é(y) = > yslSI[V\ 5. (2.5)

Sec

Vamos mostrar que a cole¢do C* := {5 € C: y§ > 0} é livre de cruzamentos. Suponha o
contrério, e sejam U, W € C* conjuntos que se cruzam. Tome € := min{yj;, yj; } e defina

yg—¢e, seS=UouS=W,
= yg+e, seS=UNWouS=UUW, (2.6)

v, caso contrério,

para todo S € C. E facil verificar que

—

YOWIW) — 3 8(U) _ 3 6(U) 4 3 6(F) _ 3 6(W)

Xa(UmW) _ X&(UmW) + X&(UUW) . Y 7

de modo que y' é vidvel no programa linear (2.4). Além disso, como f é submodular em
cruzamentos, temos que y'f < y*f, ou seja, y’ também é solugao Gtima de (2.4). Porém, pelo
lema 2.3 do descruzamento, temos ¢(y') < ¢(y*), contradizendo a escolha de y*.

Como C* é livre de cruzamentos, o corolario 2.2.1 nos garante que as linhas da matriz
de (2.3) correspondentes a C* formam uma matriz totalmente unimodular. Pelo teorema 1.9,
o sistema (2.2) é box-TDL. O
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Vamos ver agora que um célebre resultado de LUCCHESI E YOUNGER [1978] pode ser
facilmente obtido do arcabougo de Edmonds e Giles.

Corolério 2.3.1 (Teorema de Lucchesi-Younger)
Num grafo orientado, o tamanho minimo de uma juncao é igual ao nimero méximo de cortes
orientados disjuntos.

Demonstragdo. Segue da proposicao 1.8, do teorema 1.7 e do teorema 2.3 de Edmonds-Giles
aplicados ao programa linear max { cx:  é um fluxo submodular e { <z < wu }, onde ¢:=1,

C:={S:0#SCVesS) =2}, fi=—1,:=—-0c0eu:=0. O

E similarmente ficil mostrar que o teorema 2.3 de Edmonds-Giles implica o teorema de
intersec¢ao de polimatréides de EDMONDS [1970], uma generaliza¢do do famoso teorema de
interseccao de matréides de Edmonds, que derivamos a seguir:

Corolério 2.3.2 (Teorema de interseccao de matréides de Edmonds)
Sejam M; = (E,Z;) e My = (E,Z2) matréides. Seja r; a fungao posto do matréide M; para
1 =1,2. Entdo o tamanho maximo de um conjunto em Z; NZy é

min {ri(F) +r2(B\ F)}.

Demonstracdao. Sejam E' e E” duas cépias disjuntas do conjunto E. Tome V := E' U E”
e A := {(¢",¢): e€ E}. Vamos aplicar o teorema 2.3 de Edmonds-Giles sobre o grafo
orientado D := (V, A).

Tome C := {F': FCE}U{E'UF'": FCE}, onde F/ e F" denotam o conjunto de
copias dos elementos de F' em E’ e E”, respectivamente. Defina f: C — Z-, como

f(F'):=ry(F), paratodo F C FE,
f(V\F"):=ry(F), paratodo F CE,
F(E') := min{ry(E),r2(E)}.

Agora basta aplicar a proposi¢ao 1.8, o teorema 1.7 e o teorema 2.3 de Edmonds-Giles
ao programa linear max { cx: x é um fluxo submodular e / < x <wu}, onde c:=1,/:=0¢e¢
U = 00. O

Neste texto, nao trataremos de algoritmos para encontrar um fluxo submodular de peso
méximo. Porém, no capitulo 3, apresentaremos o algoritmo de FRANK [1981a] para o teorema
de Lucchesi-Younger, que é uma especializagao do algoritmo de FRANK [1982] para um caso
particular de fluxos submodulares. Esperamos assim que o leitor vislumbre o funcionamento
desses algoritmos. As notas no final do capitulo mencionam alguns aspectos algoritmicos de
fluxos submodulares e mais aplicagoes.
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2.4 Uma variante

Além dos fluxos submodulares de Edmonds e Giles, vérios arcaboucos semelhantes foram
propostos para generalizar relagoes min-max e outros resultados. Destacamos os seguintes:
cut-set polyhedra de JOHNSON [1975], lattice polyhedra de HOFFMAN [1976, 1978] ¢ HOFFMAN
E SCHWARTZ [1978], kernel systems de FRANK [1979b], distributive lattices de GROFLIN E
HOFFMAN [1982], polymatroidal network flows de HASSIN [1982] ¢ LAWLER E MARTEL [1982b,
1982al, e generalized polymatroids de FRANK [1984b] ¢ FRANK E TARDOS [1988].

SCHRIJVER [1984a] desenvolveu um arcabougo bastante geral, a partir do qual todos os
modelos mencionados no pardgrafo anterior podem ser obtidos. As relacoes entre eles podem
ser vistas na excelente resenha de SCHRIJVER [1984b].

Nesta secao, modificamos levemente a demonstracao do teorema 2.3 de Edmonds-Giles
para obter uma variante devida a SCHRIJVER [1982]. A partir desse novo modelo, derivamos
mais relagoes min-max.

Comegamos adaptando o corolario 2.2.1:

Lema 2.4«
Seja D = (V, A) um grafo orientado e C uma colecao de subconjuntos de V. Seja N a matriz
C x A definida como

1 5(S
N[S,a]::{ , seac€ ?,.
0, caso contrario,
para cada S € C e a € A. Suponha que C satisfaz a seguinte condigao:
se X,Y,ZcCeXCV\Y CZ entiao §(X)N§(Z) = 2. (2.7)

Se C é livre de cruzamentos, entdo a matriz N é totalmente unimodular.

Demonstragao. Pelo teorema 2.2, a familia C admite uma representagao arbérea (7', 7). Seja
a =uv € A e P o pseudocaminho que liga m(u) a w(v) em T. Afirmamos que os arcos
diretos de P sao consecutivos, isto é, formam um caminho P’. Caso contrério, existiriam
arcos b,c,d € Ap que aparecem nesta ordem em P e tais que b e d sdo arcos diretos de P
e ¢ é um arco reverso de P. Mas entao a condicao (2.7) é violada pelos conjuntos X := Sy,
Y := 8. e Z:= Sy, contradizendo nossa hipétese. Se P’ vai de v/ a v/, defina o' := v/v’.
Tome o grafo orientado D' := (Vp, A’), onde A’ := {a’: a € A}. Nao é dificil ver que a
matriz de rede gerada por T e D’ é igual a N, identificando cada arco a € A7 com o conjunto
Sq € C ecadaarcoa’ € A’ com o arco a € A. Logo, pelo teorema 2.1, a matriz N é totalmente
unimodular. O

Seja D = (V, A) um grafo orientado e C uma cole¢ao de subconjuntos de V' fechada sob
cruzamentos. Uma funcao g: C — R ¢é dita supermodular em cruzamentos se a fungao
—g é submodular em cruzamentos.
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Teorema 2.4 (Variante de Schrijver)

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Seja C uma cole¢ao de subconjuntos de V' fechada sob
cruzamentos e g: C — R uma funcao supermodular em cruzamentos. Se a cole¢ao C satisfaz
a condigao (2.7), entdo o sistema

zq >0 para todo a € A,

z(6(5)) = g(S)  para todo S €C, (2.8)

é box-TDI.

Demonstragdo. A prova é quase idéntica a do teorema 2.3 de Edmonds-Giles. Dentre todas
as solugoes Gtimas y do programa linear dual a min{ cz: z satisfaz (2.8) }, escolha como y*
uma solucao que minimiza a fungao linear ¢(y) definida em (2.5).

Para ver que C* := {S €C:y% >0} é livre de cruzamentos, suponha que U,W € C*
se cruzam. Defina 3 € RS, como em (2.6). Como

X(S(UOW) + X&(UUW) < XJ(U) + X(S(W)

e g é supermodular em cruzamentos, entao 3’ também é uma solucao étima do dual. Porém,
pelo lema 2.3c do descruzamento, temos ¢(y') < ¢(y*), contradizendo a escolha de y*.
Como a colegao C* é livre de cruzamentos, o lema 2.4a nos garante que as linhas da
matriz de (2.8) correspondentes a C* formam uma matriz totalmente unimodular. Segue do
teorema 1.9 que o sistema (2.8) é box-TDI. O

Derivamos agora uma série de relagoes min-max. Observe que, pela proposigao 1.8 e pelos
teoremas 1.7 e 2.4,

min { cz: z € ZQO, x satisfaz (2.8) } = max { yg:y € ZCZO, ZSEC ygx‘?(s) < c} (2.9)

sempre que g e ¢ sao vetores integrais e algum desses programas lineares admite alguma
solucao 6tima. Nos corolarios a seguir, sempre usaremos ¢g := 1 e definiremos apenas os
parametros D, ¢ e C satisfazendo as hipdteses do teorema 2.4.

Seja G = (V,E) um grafo. Dizemos que FF C E é uma cobertura por arestas se
cada vértice de GG é ponta de alguma aresta de F. Dizemos que S C V é estavel se o
subgrafo induzido G[S] nao tem arestas. RADO [1933] obteve a seguinte relagdo min-max,
que GALLAI [1958a, 1958b] atribui a Kénig em 1932:

Corolério 2.4.1 (Teorema de cobertura por arestas de Kénig-Rado)
Num grafo bipartido sem vértices isolados, o tamanho minimo de uma cobertura por arestas
¢é igual ao tamanho maximo de um conjunto estavel.

Demonstragao. Seja G um grafo (U, W)-bipartido. Oriente todas as arestas de U para W,
obtendo o grafo orientado D. Agora o resultado segue da equagao (2.9) tomando ¢ := 1 e
C={Vo\{u}:ueU}lUu{{w}: we W} O
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Seja D = (V, A) um grafo orientado e r € V. Dizemos que B C A é um r-corte ou um
corte enraizado em r se B = §(S) para algum subconjunto nao-vazio S C V'\ {r}. E ¢bvio
que um subconjunto de arcos contém uma r-arborescéncia se, e somente se, intersecta todos
os r-cortes. A seguinte relagdo min-max foi provada por FULKERSON [1974] e ji aparecia
implicita nos artigos de EDMONDS [1967] e Bock [1971].

Corolério 2.4.2 (Teorema da arborescéncia 6tima de Fulkerson)

Seja D = (V, A) um grafo orientado, ¢: A — Z-, uma funcao comprimento e r € V. Entao
o comprimento minimo de uma r-arborescéncia € igual ao tamanho maximo de uma familia
{-disjunta de r-cortes.

Demonstragao. Imediato de (2.9), tomando c:=feC:={S: @#SCV\{r}} O

Seja D = (V, A) um grafo orientado e {R, S} uma particao de V. Dizemos que B C A
é uma (R, S)-bi-ramificagao se, no grafo orientado (V, B), cada vértice de S é acessivel a
partir de algum vértice de R e cada vértice de R acessa algum vértice de S. Observe que
B C A é uma (R, S)-bi-ramificagdo se, e somente se, o grafo orientado (V, B)/R contém uma
R-arborescéncia e o grafo orientado (V, B~!)/S contém uma S-arborescéncia, onde R e S
denotam os vértices contraidos.

Dizemos que B C A é um (R, S)-bicorte se B = §(U) para algum subconjunto nio-vazio
UCVitalqueUC SoulU D S. E evidente que um subconjunto de arcos contém uma
(R, S)-bi-ramificacao se, e somente se, intersecta todos os (R, S)-bicortes. O resultado a seguir
foi obtido por SCHRIJVER [1982]:

Corolario 2.4.3 (Teorema da bi-ramificagdo 6tima de Schrijver)

Seja D = (V, A) um grafo orientado, ¢: A — Z-, uma fungdo comprimento e {R, S} uma
particao de V. Entao o comprimento minimo de uma (R, S)-bi-ramificagao é igual ao tamanho
méaximo de uma familia /-disjunta de (R, S)-bicortes.

Demonstragao. Imediato de (2.9),com c:=0leC:={U: AU CSouSCUCV} O

O teorema 2.3.1 de Lucchesi-Younger e o teorema 2.3.2 de interseccao de matrodides de
Edmonds também podem ser facilmente derivados da variante de Schrijver. Notamos ainda
que, para derivar versoes capacitadas dos teoremas anteriores, basta aplicar a equagao (2.9)
com uma fungao custo c: A — Z, arbitraria.

No capitulo 3, veremos um outro arcabouco para relagoes min-max: os conectores fortes de
SCHRIJVER [1982]. O teorema do conector forte 6timo de Schrijver também pode ser derivado
da variante de Schrijver. Omitimos a prova, ji que veremos depois uma redugao algoritmica
desse modelo para o teorema de Lucchesi-Younger.
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Resultados relacionados

As matrizes de rede sdo, na verdade, os blocos bédsicos de construcio de todas as matrizes
totalmente unimodulares: segundo um profundo teorema estrutural de SEYMOUR [1980],
toda matriz totalmente unimodular pode ser construida a partir de matrizes de rede e de
duas matrizes 5 x 5 através de certas operacoes de “colagem”. Mais detalhes sobre a teoria
relacionada a unimodularidade total podem ser encontrados no livro de programacao linear
e inteira de SCHRIJVER [1986, capitulos 19-21] e no livro de decomposi¢ao de matréides de
TRUEMPER [1992, capitulos 9-12].

Na secao 2.3, usamos fluxos submodulares para provar duas relagdes min-max: o teorema
de Lucchesi-Younger e o teorema de interseccao de matréides de Edmonds. Porém, podemos
derivar também resultados puramente combinatérios a partir desse arcabougo: FRANK [1982]
mostrou que uma versao fraca do teorema de orientagao de NASH-WILLIAMS [1960] segue do
teorema 2.3 de Edmonds-Giles. Essa versao fraca afirma que um grafo admite uma orientacao
k-arco-conexa se, e somente se, é 2k-aresta-conexo. Veja também FRANK [1980].

FRANK E TARDOS [1989] mostraram ainda que o teorema 2.3 de Edmonds-Giles pode ser
usado para resolver o seguinte problema de aumento de conexidade enraizada. Dados grafos
orientados (V, Ap) e (V, A), uma funcao custo c¢: A — R,, um vértice » € V' e um inteiro
k € Z,, encontre um subconjunto de arcos A’ C A de custo minimo tal que, para cada
v € V, o grafo orientado (V, AgU A’) tenha k caminhos de r a v internamente disjuntos. Veja
também FRANK [1999D].

A seguir, listamos algumas referéncias sobre aspectos algoritmicos de fluxos submodulares.

O primeiro algoritmo polinomial para fluxos submodulares foi obtido por GROTSCHEL,
LovASz E SCHRIJVER [1981] e é baseado no método dos elipséides. O primeiro algoritmo
combinatério polinomial foi desenvolvido por CUNNINGHAM E FRANK [1985], utilizando a
regra de caminhos aumentadores em ordem lexicografica de SCHONSLEBEN [1980] ¢ LAWLER
E MARTEL [1982a], a técnica de scaling de EDMONDS E KARP [1972] e ROCK [1980], e idéias
e resultados de FRANK [1982, 1984a).

FRANK E TARDOS [1987] obtiveram o primeiro algoritmo fortemente polinomial para o
problema do fluxo submodular de peso méaximo, baseando-se no método de aproximagao
diofantina simultanea de LENSTRA, LENSTRA E LOVASz [1982]. FUJISHIGE, ZIMMERMAN
E ROCK [1989] desenvolveram um algoritmo fortemente polinomial que é uma generalizacao
mais direta do algoritmo de TARDOS [1985] para o problema da circulagdo de custo minimo,
o primeiro algoritmo fortemente polinomial para este problema. Esse algoritmo de Fujishige,
Zimmerman e Rock usa como sub-rotina o algoritmo de Cunningham e Frank e o método de
tree projection de FUJISHIGE [1986].

Todos esses algoritmos supoem a existéncia de um procedimento capaz de minimizar
uma fungao submodular arbitraria. Um tal procedimento ja era conhecido para diversos
casos especiais importantes. Para o caso geral, o primeiro algoritmo fortemente polinomial
foi construido por GROTSCHEL, LOVASZ E SCHRIJVER [1981, 1988] e é baseado no método
dos elipséides. O desenvolvimento de um algoritmo combinatério fortemente polinomial para
minimizar uma fungao submodular arbitraria manteve-se um problema em aberto por quase
20 anos, tendo sido resolvido em 1999 independentemente por SCHRIJVER [2000] e IWATA,
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FLEISCHER E FUJISHIGE [2001]. Os dois algoritmos foram inspirados em trabalhos anteriores
de CUNNINGHAM [1984, 1985].

Para resultados mais recentes nessa linha de pesquisa, recomendamos o artigo de IWATA,
McCORMICK E SHIGENO [2005] e a monografia de FUJISHIGE [2005].

LovAsz [1976] forneceu uma prova combinatéria do teorema 2.3.1 de Lucchesi-Younger,
baseada em submodularidade.

A técnica do descruzamento também foi usada para provar uma relacdo min-max bastante
geral de FRANK E JORDAN [1995] para cobertura bisupermodular, que inclui alguns problemas
de aumento de conexidade, o teorema de EDMONDS [1965b] sobre partigdo do conjunto-base
de um matrdide em bases, e uma extensdo de um teorema de LUBIW [1991], que é uma
versao capacitada de uma relagdo min-max de GYORI [1984] sobre intervalos. Veja também
FRANK [1999a].



Capitulo 3

O algoritmo de Frank

O primeiro algoritmo fortemente polinomial para encontrar uma juncao de custo minimo
foi desenvolvido por Frank. Esse algoritmo resolve simultaneamente os dois problemas de
otimizagao de uma versao capacitada do teorema de Lucchesi-Younger: o problema da juncao
de custo minimo, e o seu dual, que envolve o empacotamento de cortes orientados. Neste
capitulo, apresentamos o algoritmo de Frank e o arcabouco de conectores fortes de custo
minimo de Schrijver, que fornece uma redugao algoritmica de quase todas as relagdes min-max
derivadas no capitulo 2 para o teorema de Lucchesi-Younger. Teremos assim um algoritmo
fortemente polinomial para cada uma dessas relagoes.

Como ja mencionamos na se¢ao 2.3, o algoritmo de Frank para a versao capacitada do
teorema de Lucchesi-Younger é, na verdade, uma especializacdo de um algoritmo mais geral
para fluxos submodulares. Porém, as principais caracteristicas desse algoritmo mais geral
estao presentes nessa especializagao. Uma boa compreensao do algoritmo de Frank para
jungoes de custo minimo facilita muito o estudo do algoritmo para fluxos submodulares.

O algoritmo é primal-dual e mantém, a cada iteragdo, uma juncao e uma certa funcao,
chamada potencial. A cada iteracao, alteramos um desses objetos para que eles se aproximem
de certas condigoes de otimalidade. A principal operagao do algoritmo é a modificagdo da
juncao atual ao longo de um certo circuito num grafo auxiliar. No fim do algoritmo, quando
as condicoes de otimalidade estdo satisfeitas, usamos a funcao potencial para construir um
empacotamento de cortes orientados que certifica que a juncao obtida tem custo minimo.

O restante do capitulo esté organizado da seguinte forma: na secao 3.1, estudamos diversas
propriedades de ntcleos, objetos centrais no desenvolvimento do algoritmo; na secao 3.2,
enunciamos as condicoes de otimalidade do algoritmo; na secao 3.3, mostramos como uma
juncao pode ser modificada ao longo de um circuito num certo grafo auxiliar; na secao 3.4,
descrevemos a iteracao primal-dual do algoritmo, encaixando as pecas desenvolvidas nas
secoes anteriores; na secao 3.5, finalizamos a descricao do algoritmo ao mostrarmos como
construir o grafo auxiliar de forma eficiente; concluimos o capitulo com a secao 3.6, na qual
descrevemos o arcabougo de conectores fortes de custo minimo de Schrijver.
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3.1 Nucleos

Seja D = (V, A) um grafo orientado fracamente conexo. Um subconjunto ndo-vazio N C V
é um nicleo se §(N) = @, isto é, se N =V ou §(NN) é um corte orientado. E facil ver que

dINNM)+d(NUM) =d(N)+d(M) (3.1)

para quaisquer nucleos N e M.
Para cada S C V, denote por £(S) o nimero de componentes fracos de D — S, sendo
k(V) = 0 por convencao.

Para quaisquer nucleos N e M, temos k(N) + k(M) < k(NNM)+r(NUM). (3.2)

Demonstragdo. Seja G o grafo subjacente a D. Abrevie E[S] := Eg[V \ S] para todo S C V.
Vamos usar a fungdo submodular r: P(Eg) — R definida no coroldrio 1.12.1. Observe que
r(E[S]) = |V| — |S] — &(S) para todo S C V.

E facil ver que E[N U M] = E[N] N E[M]. Como N e M sio niicleos, entdo nao ha
arestas com uma ponta em N \ M e outra em M \ N. Usando esse fato, é ficil provar que
E[N N M] = E[N]U E[M]. Pela submodularidade da fungao r, temos

K(N) + (M) = V|~ |N|-r(E [N])HVI IM!—T( [M])
< |V|—=|NnM|-r(E[N M]) + V| = |NUM|—r(E[N]n E[M])
=|V|—|NNM|-— (ENmM)HV] INUM|—r(E[NUM])
=rk(NONM)+k(NUM),

como queriamos. O

Se N # V é um niicleo, entdo o corte orientado §(NN) é a unido de x(N) cortes orientados
disjuntos. Para ver isso, defina £(N) := {V \ K: K é um componente fraco de D — N } e
note que §(N) = J{5(M): M € L(N)}. Concluimos assim que,

se N é um nicleo e J é uma juncio, entio d,(N) > x(N). (3.3)

Seja J uma juncdo. Dizemos que o niicleo N é justo (com relacio a J) se d,(N) = x(N).
Se, além disso, k(N) = 1, dizemos que N é perigoso (com relagao a J). Dada uma familia N/
de niicleos, adote a abreviatura § (N) := {§(N): N € N'}. Concluimos da discussdo anterior
que,

se N é um nicleo justo, entdo L(IN) consiste de ntcleos perigosos e (3.4)
g(E(N)) é uma particao de §(IV).

O seguinte argumento é bastante comum em provas envolvendo submodularidade:

Sejam N e M ntcleos justos com N N M # @&. Entao NN M e N UM (3.5)
também sao nicleos justos.
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Demonstracio. E evidente que N N M e N UM sdo nucleos. Pela equacio (3.1) e pelas
afirmacoes (3.2) e (3.3),

K(N) + &(M) = d;(N) + d,(M) = d;(N " M) + d,(N U M)
>k(NNM)+r(NUM) > k(N) + (M),

de modo que todas as inequacdes acima valem com igualdade. Logo, d,(NNM) = k(N N M)
ed,(NUM)=kr(NUM). O

Aplicando a afirmagao (3.5) repetidas vezes, obtemos que,

se uma colecao de nucleos justos forma um hipergrafo conexo, entao sua (3.6)
uniao é um nrcleo justo.

Seja v € V. Denote por Npin(v) a interseccao de todos os nicleos justos que contém wv.
Observe que Npip(v) estd bem definido, jd que V' é um ntcleo justo. Note ainda que Ny, (v)
depende da jungao J em questao. Segue de (3.5) que

Nmin(v) é 0 menor niicleo justo que contém v, € w € Npin(v) sempre que vw € A. (3.7)

Um nicleo N é fechado (com relacao a J) se Npyin(v) € N para todo v € N. Por
exemplo, V' é um ntcleo fechado. Entao

um nucleo é fechado se, e somente se, ¢ uma uniao de ntcleos justos disjuntos. (3.8)

Demonstracao. E evidente que toda uniao de nucleos justos disjuntos é um ntcleo fechado.
Seja N um nicleo fechado. Considere o hipergrafo H sobre N com &y := { Npin(v): v € N }.
Pela afirmacao (3.6), os componentes de H sao ntcleos justos, e sua uniao é N. O

A particao NV de N obtida nesta tltima prova é chamada de particao justa de N.
Abreviamos K(N) := Jyep £(M). E claro que {§(M): M € N'} é uma particdo de §(INV).
Logo, pela afirmagao (3.4), temos que,

se N é um nicleo fechado, entdo K(NN) consiste de nicleos perigosos e (3.9)
§(K(N)) é uma particao de §(N).

Vale também o seguinte:
Sejam J e J' jungoes. Se N é um nitcleo fechado com relacao a J e (3.10)

d,(N) =d,(N), entdo N é fechado com relagio a J'.

Demonstracdo. Seja N a particao justa de N com relacao a .J. Entao

d,(N)= Y d,M)= ) &(M)< Y dy(M)=d,(N)=d,N),

MeN MeN MeN

de modo que cada M € N é justo com relagao a J'. Agora o resultado segue de (3.8). O
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3.2 Condicoes de otimalidade e potenciais

Seja D = (V, A) um grafo orientado fracamente conexo e ¢: A — Z~, uma fungao custo.
Seja J uma jungao e N uma familia de ntcleos tal que cada arco a € A entra em no maximo
¢(a) dos nicleos de N. Uma simples contagem dupla mostra que

()= @)=Y UNeN:acsN)} =D d(N)= > 1=|N] (3.11)

acJ acJ Ne~N Ne~N

Em particular, o custo minimo de uma juncgao é pelo menos o tamanho méaximo de uma tal
familia de nucleos.

Queremos mostrar que sempre podemos encontrar uma jun¢ao e uma familia de niucleos
satisfazendo (3.11) com igualdade. Para tanto, basta exigirmos que todas as relacoes de (3.11)
valham com igualdade, isto é, basta encontrarmos uma juncao J e uma familia N de niicleos
tais que

(i) todo arco a € J entra em exatamente c(a) nicleos de N, (3.12)
(ii) todo arco a € A\ J entra em no maximo c(a) nicleos de N,
(iii) d,(N) = 1 para todo N € N.

Na verdade, podemos enfraquecer a condigao (3.12)(i) para a seguinte exigéncia:
(i) todo arco a € J entra em pelo menos c(a) nticleos de N. (3.12)

De fato, suponha que J e N satisfazem as condigoes (3.12)(i), (3.12)(ii) e (3.12)(iii). Para
cada arco a € J que entra em k > c¢(a) nicleos de N, remova k — c(a) desses niicleos de N.
Apés realizarmos esse ajuste para cada a € J, obteremos uma familia A/ de nicleos que,
com J, satisfaz (3.12)(i), (3.12)(ii) e (3.12)(iii).

O algoritmo de Frank encontra uma junc¢ao J e uma familia N de nicleos satisfazendo as
condigoes de otimalidade (3.12)(i'), (3.12)(ii) e (3.12)(iii). O algoritmo é primal-dual. Nesse
tipo de algoritmo, seria usual trabalharmos com um vetor y indexado pelos ntcleos de D.
Note que esse vetor pode ter dimensao exponencial no tamanho da codificacao de D. Porém,
Frank introduziu uma idéia que nos permite trabalhar apenas com um vetor indexado por V,
que chamamos de potencial. No fim do algoritmo, esse potencial nos permitira construir uma
familia A/ de niicleos que tem tamanho méximo.

Definimos um potencial como uma funcao p: V — Z. Para cada arco uv € A, defina o
custo reduzido de uv (com relagio a p) como c,(uv) := c(uv) — p(v) + p(u).

Seja J uma juncao e p um potencial satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) se a € J, entao cp(a) <0, (3.13)
(i) se a € A\ J, entao ¢p(a) > 0,
(iii) se v € Nmin(u), entao p(v) > p(u).

No restante desta secdo, vamos mostrar que, a partir de p, podemos construir uma familia N
de ntcleos que, com J, satisfaz as condigoes de otimalidade (3.12)(1'), (3.12)(ii) e (3.12)(iii).
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Vamos denotar por py, ..., pg os valores distintos que p assume, com py < --- < pg. Para
i=1,...,k, defina N; := {v: p(v) > p; }. E claro que @ # N; C V para cada i, contanto que
c(J) # 0. Ademais,

a condicao (3.13)(iii) é equivalente ao fato de que cada N; é um ntcleo fechado.  (3.14)

Demonstragao. Primeiro vamos demonstrar que, se a condigao (3.13)(iii) é satisfeita, entao
cada N; é um nucleo fechado. Para ver que N; é um nucleo, seja uv € A com u € N;.
Por (3.7) e (3.13)(iii), temos que v € N;, de modo que §(N;) = @. E imediato de (3.13)(iii)
que, para i = 1,..., k, vale que Nyin(u) C N; sempre que u € N;.

Resta provarmos que, se cada N; é um nucleo fechado, entao a condicao (3.13)(iii) é
satisfeita. Sejam u,v € V com v € Nyin(u). Se p(u) = pp, nada temos a demonstrar. Sendo,
como Ny, ¢ fechado, temos v € N,(,), de modo que p(v) > p(u), como queriamos. O

Estamos prontos para construir nossa familia A/ de nticleos. Na verdade, o que vamos
construir é um vetor integral y indexado pelos nicleos de D de forma que, para cada nicleo IV,
o valor y, denota quantas cépias de N aparecem em N. Para cada nicleo N € Ule K(Ni),
tome yy = > {pi —pi—1: N € K(N;) }. Se um nicleo M nao aparece em Ule K(N;), tome
Yy = 0. Note que cada arco uv € A entra em exatamente p(v) — p(u) nicleos de N.

Terminamos a segao provando que J e N satisfazem as condigoes de otimalidade (3.12)(1'),
(3.12)(ii) e (3.12)(iii). A condicao (3.13)(i) nos garante que p(v) — p(u) > c(uv) para cada
arco uv € J, ou seja, uv entra em pelo menos c(uv) nicleos de N, satisfazendo (3.12)(i).
Analogamente, (3.13)(ii) garante que (3.12)(ii) é satisfeita. Finalmente, concluimos de (3.14)
e (3.9) que todo nicleo de N é perigoso, isto é, a condigao (3.12)(iii) é satisfeita.

Nas segoes a seguir, desenvolveremos um algoritmo primal-dual que encontra uma jungao J
e uma funcado potencial p satisfazendo as condicoes de otimalidade (3.13).

3.3 Um grafo auxiliar e circuitos axiais

Nesta secao, descrevemos uma operacao fundamental usada pelo algoritmo de Frank.
Vamos definir um grafo orientado auxiliar e mostrar que, usando certos circuitos deste grafo,
podemos alterar uma juncao do grafo original.

Seja D = (V, A) um grafo orientado fracamente conexo, J uma junc¢ao e p um potencial.
Suponha que J e p satisfazem a condigao (3.13)(iii).

O grafo auxiliar de D relativo a J e p é o grafo orientado D(J,p) := (V, A(J, p)), onde
A(J,p) :=A;UA7UA e

A=,
Az = (AN )T
A = {uv: v € Npin(u) e p(v) = p(u) }.
Note que, para obter D(.J, p) de D, basta inverter todos os arcos que nao estao em J e adicionar

os arcos de A,, chamados de arcos artificiais. Veremos na se¢ao 3.5 como encontrar Ny, ()
em tempo polinomial, 0 que nos permitird construir o grafo auxiliar eficientemente.
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Seja b = xy € J. Suponha que existe um caminho P = (vg, ai,v1,...,a, vx) de y para
em D(J,p), ou seja, vg = y e vy = x, tal que,

para quaisquer ,j tais que 0 <i,5 < ke j > i+ 2, vale que v;v; € A,. (3.15)

Tome o circuito C' := P + b. Todo circuito que surge dessa maneira é chamado de axial.
Denote C;:=CNAyeCy:=CnN A7

Nosso objetivo nesta se¢do é mostrar que J' := (J\ C,) U C'j_1 ¢ uma juncao de D.
Poderemos entao pensar em J’ como a junc¢ao obtida girando J em torno do circuito axial C.

Antes disso, vamos tentar entender melhor a escolha dos arcos do grafo auxiliar. Seja N
um nucleo perigoso com relagao a J. Caminhando pelo circuito C, digamos que entramos
em N por um arco de J. Note que tal arco nao estard mais em J’. Como C é um circuito,
devemos eventualmente sair de N se continuarmos caminhando por C. Mas nenhum arco
artificial sai de um nucleo justo. Entao a tinica maneira de sairmos de N é por um arco
de Ay. Observe que o inverso desse arco fard parte de J', compensando a remocao do tinico
arco de J que entrava no ntcleo V.

Assim, provamos informalmente que, para todo nticleo N que é perigoso com relacao a J,
temos CTJ/(N ) > 1. Vamos ver a seguir que isso pode ser estendido a todos os ntcleos de D:

Teorema 3.1
Para qualquer circuito axial C'y, o conjunto de arcos J' := (J\ C}) UC’j_ 1 ¢ uma juncéo de D.

Demonstracdo. Dado um ntucleo N, denote por Ja(N ) o numero de arcos artificiais de C' que
entram em N e por d,(N) o niimero de arcos artificiais de C' que saem de N.
Comecamos mostrando que, para qualquer nicleo N,

dJ/(N) :dJ(N)"‘CTa(N) — da(N). (3.16)

Isso é 6bvio quando d(N) = do(N) = 0. Suponha que d,(N) > 0. Seja a; um arco artificial
de C que entra em N. Seja a; o préoximo arco de C, em sua ordem ciclica, que sai de N. Se a;
é artificial, entao a; e a; ndo contribuem com nada para a soma (3.16). Se a; ndo ¢ artificial,
entao a; € Ay e aj_l € J', de modo que a; contribui com 1 para cada lado da soma (3.16).
Observe que ambos os casos sao consistentes com o valor de J:,,(N ). Um raciocinio anédlogo
se aplica a arcos artificiais de C' que saem de N. Completamos assim a prova de (3.16).
Defina a folga de um niicleo N como f(N) := d,(N) — x(N). Observe que f(N) > 0,

com igualdade se, e somente se, N é justo com relagao a J. Por (3.1) e (3.2),
FNY+ F(M) > F(N O M) + F(N U M) (3.17)

para quaisquer nicleos N e M.
Vamos mostrar que

f(N) > da(N), (3.18)

para todo ntcleo N. Antes, precisamos de um fato auxiliar.
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Seja N um nticleo com dq(N) > 0. Seja a; = uw um arco artificial de C' que sai de N e
tal que p(w) é o méximo possivel; se houver mais de um arco desse tipo, escolha um tal arco
com ¢ minimo. Defina N’ := N U Nyn(u), onde Ny, (u) é relativo a J. Entao

<C_ia(]\ﬂ) - Ea(N) -1 (319)

De fato, como nenhum arco artificial sai de Nyin(u) e uw nao sai de N’; é evidente que
da(N') < do(N) — 1. Para ver que vale a igualdade, seja st um outro arco artificial de C' que
sai de N. Afirmamos que t & Npyin(u). Pois suponha que t € Npyin(u). Como J e p satisfazem
a condigao (3.13)(iii) por hipétese, temos p(t) > p(u) e, pela maximalidade de p(w) = p(u),
temos p(t) = p(u). Mas entao, pela minimalidade de i, o arco ut € A, viola a hipétese (3.15).
Assim, ¢t € Npin(u), de modo que o arco st sai de N’ = N U Npin(u), completando a prova
de (3.19).

Podemos agora provar a afirmacao (3.18). A prova é por indugio em d,(N). Se do(N) = 0,
a afirmacdo vale trivialmente. Suponha entio que d,(N) > 0. Defina o vértice u e o niicleo N’
como no paragrafo anterior. Por (3.17), temos

f(N) = f(N)+ f(Nmin(u)) > f(N N Nuin(w)) + f(N') > 1+ f(N'), (3.20)

onde usamos a relagdo N N Npyin(u) € Npin(u) para concluirmos que N N Nyyin (u) néo é justo,
ou seja, f(IN N Npin(u)) > 1. Por (3.19), podemos aplicar a hipdtese de inducao a N’ para
obtermos f(N) > f(N') +1 > do(N') +1 = du(N), concluindo a prova de (3.18).

Finalmente podemos provar o teorema. Basta mostrarmos que d,,(N) > x(N) para todo
nicleo N. Usando (3.16) e (3.18), temos

dy(N) = d;(N) + da(N) = da(N) = £(N) + f(N) + da(N) = do(N) > £(N) + da(N),

como queriamos. 0

3.4 A iteracao primal-dual

Podemos finalmente descrever o algoritmo primal-dual de FRANK [1981a], que é uma
especializagao do algoritmo de FRANK [1982] para um caso particular de fluxos submodulares.

O algoritmo mantém uma jungéo J e um potencial p. A cada iteracao, eles sao alterados
de modo a se aproximarem das condicoes de otimalidade dadas por (3.13). Mais precisamente,
J e p sempre satisfazem as condicoes (3.13)(ii) e (3.13)(iii) e, a cada itera¢@o, o nimero de
arcos de J que violam (3.13)(i) diminui.

Uma iteracao tipica comeca com uma juncao J e um potencial p satisfazendo as condi-
¢oes (3.13)(ii) e (3.13)(iii) e um arco b € J que viola (3.13)(i). Ao fim da iteragao, teremos
uma jungao J' e um potencial p’ que satisfazem as condigoes (3.13)(ii) e (3.13)(iii), tal que
o arco b nado viola (3.13)(i) com relagao a J' e p’ e, se um arco a viola (3.13)(i) com relagao
a J' e p/, entdao a viola (3.13)(i) com relacao a J e p.

Na primeira iteragdo, podemos tomar como J qualquer conjunto de arcos B C A tal que
o grafo subjacente a (V, B) é uma arvore. Note que podemos obviamente supor que o grafo
orientado de entrada é fracamente conexo. Podemos escolher ainda o potencial p := 0. Assim,
apds no maximo |V|—1 iteragdes, teremos obtido uma jungao J e um potencial p satisfazendo
as condicoes de otimalidade (3.13).



42 Capitulo 3. O algoritmo de Frank

Vamos descrever agora uma iteragao tipica. Seja J uma jungdo e p um potencial que
satisfazem (3.13)(ii) e (3.13)(iii). Seja b = xy € J um arco que viola (3.13)(i). Defina o grafo
residual de D relativo a J e p como D'(J,p) := (V, A'(J,p)), onde A'(J,p) := A", U A’ju Al
e

Al i={uv € J: ep(uv) >0},
AL = {vu e (AN J): ep(wv) <07,
Al = {uv: v € Nyin(u) e p(v) = p(u) }.

Note que D’'(J,p) é um subgrafo do grafo auxiliar D(J,p) e que Al, = A,.
Nosso objetivo é encontrar em D’(J,p) um caminho de y a x. Seja R o conjunto dos
vértices de V' acessiveis a partir de y em D’(J,p). Temos duas possibilidades.
CASO 1: nao existe um caminho de y a x em D'(J, p), ou seja, = € R.
Defina
e :=min{ep, £,,65, €4},

onde
ep 1= cp(zy),
g, :=min{ —¢p(uv): w € J e uv sai de R },
ey :=min { ¢,(uwv): vu € (A\ J)~! e vu sai de R },
€q :=min { p(v) — p(u): v € Nyin(u) e uv sai de R }.
Entao

e>0. (3.21)

Demonstragao. Como o arco b viola (3.13)(i) por hipétese, entao g, > 0. Se um arco uv € J
sai de R, ent@o cp(uv) < 0, pois caso contrério terfamos uv € A}, e portanto v € R. Logo,
g, > 0. Se um arco vu € (A\ J)~! sai de R, entdo c,(uv) > 0, pois caso contrdrio terfamos
vu € A’j, e portanto u € R. Logo, e; > 0. Finalmente, se p(v) —p(u) < 0 para certos u,v € V
com u € Rev € Npin(u) \ R, entdo obtemos de (3.13)(iii) que p(u) = p(v), de modo de
terfamos uv € A/, e portanto v € R. Logo, g, > 0. O

Construa um novo potencial p’ tomando
v)+¢e, sevéER,
() = PO (3.22)
p(v), se v &€ R.
Conseqiientemente, para todo arco uv € A, temos

cp(uv) + ¢, se uv sai de R,
ey (uv) = ¢ ¢p(uv) — e, se uv entra em R, (3.23)

cp(uv), caso contrario.
Por construgao,

as condigoes (3.13)(ii) e (3.13)(iii) continuam satisfeitas com relagao a p'. (3.24)
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Demonstragao. Seja uv € A\ J. Como a condicao (3.13)(ii) é satisfeita com relacao a J e p,
entdo cp(uv) > 0. Se ¢y (uv) < 0, concluimos de (3.23) que uv entra em R. Mas entao temos
e < g5 < ¢p(uv) e obtemos de (3.23) que ¢y (uv) > 0, uma contradigao.

Sejam u,v € V com v € Nyin(u). Como a condi¢ao (3.13)(iii) vale com relagao a J e p,
temos p(v) > p(u). Se p'(v) < p'(u), concluimos de (3.22) que u € R e v € Nyin(u) \ R. Mas
entdo p'(v) = p(v) e p'(u) = p(u) + &, de modo que € > p(v) — p(u), contradizendo o fato de
que € < g, < p(v) — p(u). O

Além disso,

se um arco wv € J satisfaz (3.13)(i) com relagao a J e p, entdo também  (3.25)
satisfaz (3.13)(i) com relagao a J e p'.

Demonstragdo. Seja uv € J com cy(uv) < 0. Se ¢y(uv) > 0, concluimos de (3.23) que
wv sai de R. Porém, como € < e, < —cp(uv), obtemos de (3.23) que ¢y (uv) < 0, uma
contradigao. O

Observe que, se € = &, entao ja cumprimos a nossa missao, pois o arco b nao viola a
condicao (3.13)(i) com relagdo a p’. Prosseguimos para a iteragdo seguinte com p’ no lugar
de p.

Por outro lado, se ¢ # &3, repetimos o procedimento com p’ no lugar de p. Observe
que o conjunto de arcos induzido por R é idéntico nos grafos D'(J,p’) e D'(J,p). Ademais,
como € € {e,,e5,€4}, 0 conjunto dos vértices acessiveis a partir de y em D'(J,p’) contém
R propriamente. Assim, apds no méximo |V| repetigoes do procedimento acima, teremos ou
€ = €y, ou entdo x € R, isto é, aplicaremos o caso 2 descrito a seguir.

CASO 2: existe um caminho de y a x em D’'(J, p), ou seja, x € R.

Seja P um caminho de y a £ com o menor nimero possivel de arcos. Note que P é um
caminho no grafo auxiliar D(J,p) e satisfaz a condi¢ao (3.15). Assim, tomando o circuito
axial C':= P + b e aplicando o teorema 3.1, obtemos uma juncao .J'.

Como b ¢ J', entdao b nao viola (3.13)(i) com relacdo a J' e p. Observe também que
os arcos de J'\ J satisfazem a condigdo (3.13)(i) com relagdo a J' e a p, pois todos os
arcos de A’; tém custo reduzido nao-negativo. Além disso, os arcos de J \ J’ satisfazem a
condicao (3.13)(ii) com relagdo a J' e a p, j4 que todos os arcos de A/j tém custo reduzido
nao-positivo. Finalmente, notamos que

a condicao (3.13)(iii) é satisfeita por J' e p. (3.26)
Demonstracao. Sejam py, ..., pr os valores distintos assumidos por p, com pg < --- < pg.
Pela afirmagao (3.14), basta mostrarmos que N; := {v: p(v) > p; } é um nicleo fechado com
relacdo a J', parai = 1,..., k. Defina dq(N) e do(NN) como na demonstracdo do teorema 3.1.
Pela definicdo de A’ temos d(N;) = da(N;) = 0 para cada i. Assim, por (3.16), temos que
d,/(N;) = d,(N;) para todo i. Agora basta invocar as afirmacdes (3.10) e (3.14). O

Prosseguimos entao para a iteragao seguinte, com J’ no lugar de .J.

Isso finaliza a descricao da iteragao primal-dual.
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Observe que, sempre que o caso 2 ocorre, temos ¢(J') < ¢(J). Para ver isso, defina uma
fungao custo ¢: A'(J,p) — Z da seguinte forma:

—c(a), seac A,
d(a) =< cla™t), seac A'j, (3.27)
0, sea€ Al

Temos assim que ¢(J') = ¢(J) + ¢/(C), onde C' é o circuito axial em torno do qual giramos J
para obter J'.

Vamos mostrar que ¢/(C) < 0. Suponha que o caminho P de y a = usado no caso 2 foi
P = (vg,a1,v1,...,ax,vg), ou seja, vg = y e vy = x. Tome também vg1q := y € agyq1 := b.
Note que ¢(C) = Zfﬂl d(a;). Se a; € AY;, entao ¢p(a;) > 0 e portanto d(a;) = —c(a;) <
p(vi-1) — p(v;). Se a; € A, entdo cp(a; 1) <0 e portanto ¢(a;) = c(a; ) < p(vi—1) — p(vi).

Se a; € Al, entao (a;) = () < p(vi— 1) p(vi). Finalmente, se a; = b, entao cp(a;) > 0 e
portanto ¢(a;) = —c(a;) < p(vi—1) — p(v;). Concluimos que
k+1 k+1
c’(C’) Z (a;) < Z (vi—1) (vz)) =0,
=1

de modo que ¢(J') < ¢(J).

Assim, podemos enxergar o circuito C' acima como uma estrutura analoga aos circuitos de
custo negativo usados em algoritmos para circulacao de custo minimo. Sob essa perspectiva,
é facil ver que as condigbes de otimalidade (3.13) sao necessarias e suficientes para que um
certo supergrafo do grafo auxiliar D(J,p) nao tenha circuitos de custo negativo sob uma
determinada func@o custo semelhante a dada por (3.27).

3.5 Menores niicleos justos

Os resultados das secOes anteriores e os arcaboucgos apresentados no capitulo 2 sobre
fluxos submodulares fornecem duas provas independentes da seguinte versao capacitada do
teorema 2.3.1 de Lucchesi-Younger:

Teorema 3.2 (Teorema capacitado de Lucchesi-Younger)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e ¢: A — Z-, uma fun¢ao custo. Entao o custo minimo
de uma juncao é igual ao tamanho méaximo de uma familia de nucleos tal que cada arco a
entra em no maximo c(a) desses nucleos.

Exceto pelo computo de Ny (v) para cada v € V, é facil ver que todos os demais passos
do algoritmo de Frank podem ser implementados em tempo polinomial em |V|. Nesta secao,
vamos mostrar como encontrar os conjuntos Npyin(v) em tempo polinomial em |V|. Teremos
assim um algoritmo fortemente polinomial para ambos os problemas de otimizagao do teorema
capacitado de Lucchesi-Younger.

Seja D = (V, A) um grafo orientado fracamente conexo, J uma jungao e u € V. Vamos
mostrar como encontrar Npyin ().
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Comegamos observando o seguinte fato, que segue facilmente da afirmacao (3.5):
um ntcleo é justo se, e somente se, é uma interseccao de nicleos perigosos. (3.28)

Para cada a € J, denote D, := (V,AUJa_l), onde J, := J \ {a}. Note que, para
obter D, a partir de D, adicionamos o reverso de cada arco de J, exceto o de a. Abrevie
Ry :={v € V:wvéacessivel a partir de u em D, } e tome R :=[),.; Ra. Entao

Npin(u) = R. (3.29)

Demonstracao. E facil ver que, para cada a € J, ou temos R, =V, ou entao R, é um ntcleo
perigoso. Como o conjunto R ¢é interseccao de ntcleos perigosos contendo u, obtemos da
afirmacgao (3.28) que R é justo e contém u, de modo que Npyn(u) C R.

Seja v € V' \ Npin(u). Vamos mostrar que v € V' \ R. Seja K o componente fraco de
D — Npin(u) que contém v e tome N := V \ K. E claro que N é um nticleo perigoso com
u € N evd N. Seja a o Unico arco de J que entra em N. E claro que v € R,, de modo que
v € R, como queriamos. O

Concluimos que todos os passos do algoritmo descrito podem ser implementados em tempo
polinomial em n := |V|. Uma andlise simples mostra que seu consumo de tempo é O(n’).

Observamos ainda que o célculo dos conjuntos Npin(v) equivale, nos algoritmos para
fluxos submodulares, & minimizagdo de uma funcao submodular. Assim, esse passo pode ser
considerado como a parte dificil do algoritmo.

3.6 Conectores fortes de custo minimo

SCHRIJVER [1982] introduziu um arcabougo que fornece uma reducao algoritmica de todas
as relagoes min-max obtidas no capitulo 2 para o teorema capacitado de Lucchesi-Younger
(exceto pelo teorema de interseccao de matrdides de Edmonds). Nesta segao, apresentamos
esse arcabouco que, junto com o algoritmo de Frank exposto neste capitulo, fornece um
algoritmo fortemente polinomial para cada uma dessas relacoes min-max.

Sejam Dy = (V, Ag) e D = (V, A) grafos orientados. Dizemos que B C A é um conector
forte para Dy se o grafo orientado (V, AgUB) é fortemente conexo. Dizemos que B C A é um
Do-corte em D se B = §,(S) para algum subconjunto nio-vazio S C V tal que &0(5’) =o.
E claro que um subconjunto de A é um conector forte para Dg se, e somente se, intersecta
todos os Dg-cortes em D.

Seja c¢: A — Z, uma fungao custo. E f4cil ver que o problema de encontrar um conector
forte de custo minimo para Dy é NP-dificil. Vamos ver agora uma condigao suficiente para
que esse problema seja solivel em tempo fortemente polinomial. Suponha que

para qualquer arco uv € A, existem vértices u’/,v" € V tais que, em Dy,  (3.30)
o vértice u’ é acessivel a partir de u e de v/, e v é acessivel a partir de v'.

Nao ¢ dificil ver que essa condigao ¢ satisfeita sempre que A é um subconjunto de Ay L ou que
Dy é fonte-sorvedouro-conexo.
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Teorema 3.3 (Teorema do conector forte 6timo de Schrijver)

Sejam Dy = (V,Ag) e D = (V, A) grafos orientados satisfazendo a condigao (3.30) e seja
c: A — Z-, uma fungao custo. Entao o custo minimo de um conector forte para Dy em D é
igual ao tamanho méximo de uma familia c-disjunta de Dg-cortes em D.

Demonstracdo. Podemos supor que, se u,v € V e v é acessivel a partir de u em Dy, entao
uv € Ag. De fato, a adigao desses arcos transitivos nao altera nem os conectores fortes para Dy
em D e nem os Dy-cortes em D.

Nossa prova é por indugao em |A\ Ay 1. Para a base da inducéo, suponha que A C Ay L
E facil ver que, nesse caso, este teorema se reduz ao teorema capacitado de Lucchesi- Younger

Suponha entdo que uv € A\ Ay'. Como Dy e D satisfazem a condigao (3.30), existem
vértices u', v’ € V tais que uu/,v'u/,v'v € AO Tome V' := V U {u”,v"}, onde v e v" sdo
vértices novos, Af) := AgU {uwu”,v"u v"u" v"v, 00"} e A= (A \ {uv})U{u"v"}, sendo que

u"v” tem o mesmo custo que uv. Defina Df := (V', Aj)) e D' := (V' A).
E claro que [A"\ A)7!| < |A\ Agl|. Afirmamos que

B C A é um conector forte para Dy se, e somente se, B C A’ é um (3.31)
conector forte para DJ,

onde B’ := (B \ {uv}) U{u"v"} se uv € B e B’ := B caso contrario. Isso é suficiente para
provarmos o teorema. De fato, seja B’ um conector forte de custo minimo para D, em D’ e F’
uma familia de Dj-cortes como no enunciado. Entdo F := {4,(SN V) 5A,(S) € F} é uma
familia de Dy-cortes satisfazendo a condlgao do enunmado j4 que, se §. /(S) é um D{-corte e
S contém v mas nao u, entao S contém v” mas nao u”, de modo que o arco u”v”, que tem
o mesmo custo que uv, estd em §,,(S). Assim, se provarmos a afirmacio (3.31), o teorema
seguird por indugao.

Seja B C A um conector forte para Dy. Se uv € B, entao é evidente que B’ = B é um
conector forte para Dy, ji que o grafo orientado (V', Aj; U B") ¢ obtido do grafo fortemente
conexo (V, AgUB) através da adigao de dois caminhos com extremidades em V e do arco v"u”.
Se uv € B, entdao B’ = (B \ {uv}) U {u"v"} também é um conector forte para Dj, pois todo
caminho entre dois vértices de V no grafo orientado (V’, AgU B) que passa pelo arco uv pode
ser transformado num caminho no grafo (V', Aj U B’) com as mesmas extremidades através
do atalho wu”v"v entre u e v.

Seja B’ C A’ um conector forte para Dj. Se uv"v" ¢ B’, entao é claro que B = B’ é um
conector forte para Dy, ja que qualquer caminho entre dois vértices de V' no grafo orientado
(V', A U B’) que passa por um vértice fora de V pode ser transformado num caminho no
grafo (V, ApU B) com as mesmas extremidades e que evita os vértices u” e v”. Se v"v" € B,
entdio B = (B’ \ {u"v"}) U {uv} também é um conector forte para Dy, j& que qualquer
caminho entre dois vértices de V no grafo (V’, A U B’) que passa pelo arco v”v” também
passa, necessariamente, pelos arcos uu” e v"v, de modo que esse trecho do caminho pode ser
substituido pelo arco uv € B para obtermos um caminho em (V, Ag U B) com as mesmas
extremidades.

Concluimos assim a prova da afirmacao (3.31), e portanto do teorema. ]
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E claro da prova acima que qualquer algoritmo fortemente polinomial para o teorema
capacitado de Lucchesi-Younger fornece um algoritmo fortemente polinomial para o teorema
do conector forte 6timo de Schrijver.

Vamos ver agora alguns casos especiais desse arcabouco.

Se D = (V,A) é um grafo orientado, entdo, tomando Ay := A~!, obtemos o teorema
capacitado de Lucchesi-Younger.

Se G é um grafo (U, W)-bipartido, entao, tomando como D a orientacdo de G na qual
todas as arestas sao orientadas de U para W e Ay := {wu: u € U,w € W }, obtemos uma
versao capacitada do teorema 2.4.1 de cobertura por arestas de Kénig-Rado.

Se D = (V, A) é um grafo orientado e r € V', ent@o, tomando Ay := {vr: v € V' }, obtemos
o teorema 2.4.2 da arborescéncia étima de Fulkerson.

Se D = (V,A) é um grafo orientado e {R,S} é uma particio de V, entao, tomando
Ag:={sr:r € R,s € S}, obtemos o teorema 2.4.3 da bi-ramificagdo 6tima de Schrijver.

Finalmente, se D = (V,A) e r,s € V, entao, tomando Ay := {uwv:u=souv=r},
obtemos o seguinte resultado:

Corolério 3.3.1 (Teorema do potencial maximo e esforco minimo)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e ¢: A — Z-, uma fungao custo. Sejam r,s € V. Entao
o custo minimo de um (7, s)-caminho é igual ao tamanho maximo de uma familia c-disjunta
de (r, s)-cortes.

Resultados relacionados

LuccHESI [1976] apresentou um algoritmo polinomial para a versd@o ndo-capacitada do
teorema 2.3.1 de Lucchesi-Younger, bem como um algoritmo fracamente polinomial para a
versao capacitada.

FRANK [1981c] descreveu um algoritmo para interseccdo de matrdides com pesos que,
como o algoritmo apresentado neste capitulo, é uma especializacao de seu algoritmo para
fluxos submodulares (veja FRANK [1982]).

FRANK E TARDOS [1984] mostraram que o problema da jungao de custo minimo pode ser
reduzido ao problema de interseccao de matréides com pesos. A reducao fornece também um
empacotamento maximo de cortes orientados. Veja SCHRIJVER [2003, capitulo 55].






Capitulo 4

Empacotamento de
transversais de cortes

Nos capitulos 2 e 3, derivamos diversas relacoes min-max que envolvem o empacotamento
maximo de um certo tipo de corte e uma transversal de custo minimo dos cortes desse tipo.
Ou seja, o problema de maximizagao envolve o empacotamento de objetos do tipo corte e
o de minimizacao envolve um objeto do tipo conector com custo minimo. Neste capitulo,
estudaremos relacdes min-max que sao, num certo sentido, polares as anteriores: o problema
de maximizacao envolve o empacotamento de objetos do tipo conector e o de minimizacao
envolve um objeto do tipo corte de custo minimo. Vamos ver que varias das relagoes derivadas
anteriormente continuam valendo ao trocarmos de posicao os termos referentes a objetos do
tipo conector e corte.

As demonstracoes que vamos apresentar sao consideravelmente mais dificeis que as vistas
no capitulo 2. Além disso, vamos seguir um caminho bastante diferente: em vez de provarmos
um arcabouco geral e derivarmos deste certas relagoes min-max, vamos construir uma torre
de resultados, na qual cada teorema se apdia no anterior. A base dessa torre é um celebrado
teorema de Edmonds sobre o empacotamento de ramificagbes. Apds erguermos essa torre,
poderemos expor o arcabouco dos conectores fortes disjuntos de Schrijver, que contém como
casos especiais todas as relacoes min-max da torre.

Todas as demonstragoes que veremos fornecem algoritmos polinomiais para os respectivos
problemas de minimizagao e maximizacao, contanto que tenhamos acesso a um algoritmo
polinomial que encontra um (r, s)-corte minimo. Um tal algoritmo pode ser visto em diversos
livros bésicos sobre algoritmos ou otimizacao combinatéria.

O restante do capitulo estd organizado da seguinte forma: na se¢do 4.1, provamos o
teorema das ramificacoes disjuntas de Edmonds e derivamos algumas de suas conseqiiéncias;
na secao 4.2, desviamos brevemente da construgao da torre de resultados para derivar o
teorema das arvores geradoras disjuntas de Tutte e Nash-Williams e o teorema de particao em
florestas de Nash-Williams; na sec¢éo 4.3, retomamos nosso caminho e provamos o teorema das
bi-ramificagoes disjuntas de Schrijver; na secao 4.4, provamos o teorema das juncoes disjuntas
de Feofiloff-Younger e Schrijver; finalmente, na secao 4.5, expomos o teorema dos conectores
fortes disjuntos de Schrijver.
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4.1 O teorema das ramificacoes disjuntas de Edmonds

Vamos comecar com o seguinte lema:

Lema 4.1«

Seja V um conjunto. Seja R uma familia de subconjuntos nao-vazios de V. Defina as funcoes
v:P(V) = Reg:P(V) — Rcomo v(S):={ReR: RNS=a} e g(S) := |y(5)| para
todo S C V. Entao a fungao g(.5) é supermodular, isto é, para quaisquer U, W C V|

gUNW)+gUUW) = gU) + g(W). (4.1)
Ademais, vale a igualdade em (4.1) se, e somente se, y(UNW) =~(U) U~y(W).
Demonstragio. Sejam U, W C V. E facil ver que YU UW) =~(U)N~vy(W) e que
YU NW) 24(U) Uy(W). (4.2)
Entao

gUNW)+g(UUW UnW)|+ yUuw)|

) = |(
> |y (U) U ()] + [1(T) 170
= (O] + [y(W)| = g(U) + g(W).

E evidente que essa relagao vale com igualdade se, e somente se, vale a igualdade em (4.2). [

Estamos prontos para provar o teorema das ramificagoes disjuntas de EDMONDS [1973].
Seguimos a prova de LovAsz [1976].

Teorema 4.1 (Teorema das ramificagoes disjuntas de Edmonds)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam Ry, ..., R subconjuntos nao-vazios de V. Entao
existem ramificagoes disjuntas By, ..., By tais que B; é uma R;-ramificacao para todo i se,
e somente se,

dS)>|{i: RinS =0} (4.3)
para todo subconjunto nao-vazio S C V.

Demonstragao. A condicao (4.3) é obviamente necessaria. Vamos mostrar que ela também é
suficiente. Para tanto, vamos construir uma ramificacao de cada vez. Cada ramificacao serd
construida arco por arco.

A prova é por inducao em |V \ Ry|+---+ |V \ Rg|, tomando como base o caso trivial em
que Ry = -+ = R = V. Suponha que R; # V para algum i. Podemos supor que Ry # V.
Vamos mostrar que existe um arco 2y € §(R1) que pode ser usado para a construcio de Bj.
Isto é, se substituirmos Ry por Ry U {y} e D por D — zy, a condi¢do (4.3) continua valida,
de modo que podemos aplicar a hipétese de inducao para construir as ramificagoes e adicionar
o arco zy a Bj.
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Suponha entao que Ry # V. Tome a familia R := { Ry, ..., Rx} e defina, para todo S C V,
Yr(S):={RER:RNS =02}

e gr(S) := |yr(S)|. Observe que a condi¢io (4.3) é equivalente a d,(S) > gr(S) para todo
subconjunto nao-vazio S C V.
Dentre todos os conjuntos S C V' satisfazendo

(i) SN Ry # 2, (4.4)
(i) S\Ri#2 e
(iii) dp(S) = gr(S),

seja W um conjunto minimal. Note que um tal conjunto existe, pois V satisfaz as condi-
coes (4.4).

E evidente que gr(W’) > gr(W) para todo W’ C W. Como temos Ry € yr(W \ Ry1) e
Ry & vr(W), entao

dp(W\ R1) > gr(W \ R1) > gr(W) = dp(W).

Logo, existe um arco a = 2y € A com x € WN Ry ey € W\ Ry. Agora basta mostrarmos
que a condigao (4.3) continua valendo ao trocarmos D por D — a e Ry por Ry U {y}, pois
nesse caso podemos aplicar a hipétese de inducao e incluir o arco a em Bj.

Tome D' := D — a. Tome ainda R} := Ry U{y} e R, := R; para i = 2,...,k. Abrevie
R' = {R),...,R}} e defina yg/(S) :={R e R": RnNS =02} e gr/(S) := |yr/(9)| para
todo subconjunto nao-vazio S C V.

Suponha que a condicdo (4.3) nao vale para o grafo D' e para os conjuntos R}, ..., R},
isto é, suponha que existe um subconjunto nao-vazio U C V tal que

dy (U) < gr:(U).

Neste caso, é claro que d,,(U) = d,,(U) — 1 e gr/(U) = gr(U). Concluimos que zy € §,,(U)
e d,(U) = gr(U). Como y € U, entdo R| ¢ yr/(U), e portanto Ry & yr(U).

Vamos mostrar agora que U N W satisfaz as condigoes (4.4). Isso concluird a prova do
teorema, ja que U NW C W \ {z}, contradizendo a minimalidade de W.

Usando a submodularidade da fungdo d,,(S) e a supermodularidade da funcio gr(S),
provada no lema 4.1ca, obtemos que

d,(UNW) (U) +dp,(W) — dp,(UUW)

Lz (4.5)
gr(U) + gr(W) —gr(UUW) < gr(UNW). '

<
<

Como, por hipétese, d,(U N W) > gr(U NW), segue que todas as desigualdades em (4.5)
valem com igualdade, ou seja, U N W satisfaz (4.4)(iii). Ademais, o lema 4.1a nos garante
que YR(UNW) = yx(U) Uyr(W). Como R; & yr(U) Uyr(W) = y»(U N W), entao
(UNW)N Ry # @, ou seja, UNW satisfaz (4.4)(i). Finalmente, como y € U N W, entao
(UNW)\ Ry # @, ou seja, UNW satisfaz (4.4)(ii). O
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Para a relagdo min-max a seguir, lembramos que, se D = (V, A) é um grafo orientado
er € V é um vértice, entdo dizemos que B C A é um r-corte se B = §(S) para algum
subconjunto nao-vazio S C V' \ {r}.

Corolério 4.1.1 (Teorema das arborescéncias disjuntas de Edmonds)
Seja D um grafo orientado e r € Vp. Entdo o tamanho minimo de um r-corte é igual ao
nimero maximo de r-arborescéncias disjuntas.

Demonstracao. Imediato do teorema 4.1 das ramificacoes disjuntas de Edmonds, tomando
como k o tamanho minimo de um r-corte e R; := {r} parai=1,...,k. ]

Vale também a seguinte versao capacitada:

Corolario 4.1.2
Seja D = (V, A) um grafo orientado, ¢: A — Z-, uma fungao capacidade e r € V. Entao a
capacidade minima de um r-corte é igual ao tamanho maximo de uma familia c-disjunta de
r-arborescéncias.

Demonstragdo. Segue diretamente do teorema 4.1.1 das arborescéncias disjuntas de Edmonds,
substituindo cada arco a por ¢(a) cépias paralelas do arco a. ]

Podemos derivar também uma das versoes do teorema de MENGER [1927]:

Corolario 4.1.3 (Teorema de Menger)
Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam r,s € V. Entao o tamanho minimo de um
(r, s)-corte é igual ao niimero méximo de (r, s)-caminhos disjuntos nos arcos.

Demonstracao. Seja k o tamanho minimo de um (r, s)-corte. Para cada vértice v € V'\ {r, s},
adicione k arcos paralelos sv. Chame o grafo orientado resultante de D’. E claro que o
tamanho minimo de um r-corte de D’ é k. Pelo teorema 4.1.1 das arborescéncias disjuntas de
Edmonds, existem k r-arborescéncias disjuntas em D’. Em cada uma dessas r-arborescéncias,
os arcos de um (7, s)-caminho estdo todos contidos em A. Obtemos assim k (r, s)-caminhos
disjuntos nos arcos. ]

Vale também a seguinte versao capacitada, obtida por DANTZIG E FULKERSON [1956]:

Corolario 4.1.4 (Teorema do fluxo maximo e corte minimo)

Seja D = (V, A) um grafo orientado, ¢: A — Z-, uma funcao capacidade e sejam r,s € V.
Entao a capacidade minima de um (r, s)-corte é igual ao tamanho méximo de uma familia
c-disjunta de (r, s)-caminhos.

Demonstragao. Segue imediatamente do teorema 4.1.3 de Menger, substituindo cada arco a
por c(a) cépias paralelas do arco a. O

Veja as notas no final do capitulo para referéncias sobre algoritmos fortemente polinomiais
para encontrar um (r, s)-corte de capacidade minima. Tais algoritmos sao necessarios para
transformar as provas dos teoremas desse capitulo em algoritmos eficientes para as respectivas
relagoes min-max.
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4.2 O teorema das arvores geradoras disjuntas
de Tutte e Nash-Williams

Nosso objetivo nesta secao é derivar o famoso teorema de Tutte e Nash-Williams sobre
empacotamento de arvores geradoras. Para isso, usaremos o teorema 4.1.1 das arborescéncias
disjuntas de Edmonds e um teorema de orientacao de Frank.

Comegamos provando o teorema de FRANK [1993]. A seguinte notagao sera conveniente.
Se G = (V, E) é um grafo e P é uma particao de V, entao d;(P) denota o conjunto de arestas
de GG que tém suas pontas em partes diferentes de P. Quando o grafo G esta claro no contexto,
abreviamos §(P) := d4(P).

Teorema 4.2
Seja G = (V, E) um grafo, r € V e k € Z~,. Entao existe uma orientacdo D de G tal que

d(S) >k (4.6)
para todo subconjunto nao-vazio S C V' \ {r} se, e somente se,
[6(P) = k(P| - 1) (4.7)
para toda particao P de V.

Demonstragao. Primeiro provamos a necessidade da condigao (4.7). Seja D uma orientagao
de G satisfazendo (4.6) e P uma partigdo de V. Para cada parte S de P que nao contém 7,
temos d(S) > k. Assim, |§(P)] = Y gep d(S) > k(|P] - 1).

Agora vamos provar a suficiéncia de (4.7). Seja G um grafo que satisfaz (4.7). Dada
qualquer orientagao D de GG, podemos adicionar arcos artificiais da forma rv, com v € V,
possivelmente com varias cépias do arco rv para um mesmo v, de modo que o grafo resultante
satisfaca a condicao (4.6). Seja v(D) o nimero minimo de arcos artificiais que precisam ser
adicionados a D para que o grafo resultante satisfaga (4.6).

Seja D uma orientagao de G que minimiza (D). Vamos mostrar que v(D) = 0, ou seja,
que D satisfaz (4.6). Suponha entao que v(D) > 0. Chame de D’ o grafo obtido apés a adigao
dos arcos artificiais. Evidentemente podemos supor que CTD’ (r) =0.

Dizemos que um subconjunto nao-vazio S C V' \ {r} é justo se d,(S) = k.

Seja rw um arco artificial de D’ e W o conjunto dos vértices acessiveis a partir de w em D’.
Suponha que existe um vértice u € W que nao esta em nenhum conjunto justo. E claro que
u # w, pois caso contrério terfamos que D’ —rw satisfaz (4.6), contradizendo a minimalidade
de v(D). Seja P um caminho que liga w a u em D’. Inverta a orientagdo dos arcos de P e
remova o arco artificial rw. E facil ver que o grafo resultante satisfaz (4.6), o que contradiz
a escolha de D, pois o numero de arcos artificiais diminuiu. Concluimos entao que

todo vértice u € W estd em algum conjunto justo. (4.8)

Nosso objetivo agora serd encontrar uma partigao de V' que viola a condigao (4.7). Essa
contradi¢ao finalizard a prova. Antes, vamos mostrar que,

se U é um conjunto justoe UNW # @, entao U C W. (4.9)



54 Capitulo 4. Empacotamento de transversais de cortes

Suponha que U \ W # @& e vamos ver que isso é impossivel. Tome Z := V \ W. Entao o
conjunto UN Z C V' \ {r} é nio-vazio e d,,(Z) = 0, de modo que

—

k=d,(U)+dy(Z)=d,(UNZ)+d,(UUZ)+dp(U,Z) >k, (4.10)

onde d,/ (U, Z) denota o nimero de arcos de D’ com uma ponta em U \ Z e outra em Z \ U.
Segue que a tltima relacao de (4.10) vale com igualdade, de modo que U N Z é justo, e
d,(UUZ)edy(U,Z) sao ambos nulos. Como d,,(UUZ) =0, entdo d,,(W \U) = 0. Logo,
temos que w € U, pois UNW # &. Mas agora temos r € Z\U e w € U \ Z, de modo que o
arco artificial rw contradiz o fato de que d,/(U, Z) = 0. Isso conclui a prova de (4.9).

Seja Py a colecao dos conjuntos justos maximais contidos em W. Pelas afirmagoes (4.8)
e (4.9), temos | JPw = W. Afirmamos que Py é uma particao de W. De fato, suponha que
XY € Py com X NY # &. Entao

k+k=d (X)+d,(Y)>dy(XNY)+d, (XUY)>k+k, (4.11)

de modo que todas as relagoes em (4.11) valem com igualdade. Em particular, X UY é justo,
e portanto X =Y = X UY. Segue que Py é uma particao de W.

Tome P := Py U{V \ W}. Para toda parte S € Py, temos d,,,(S) = k, pois cada um
desses conjuntos é justo. Como o arco artificial rw entra em exatamente uma parte de Py,
entdo d,(S) < CTD,(S) para pelo menos uma parte S de Py,. Ademais, pela definicao de W,
temos d_,(V \ W) = 0. Concluimos assim que

5(P) =D dp(S) < D diy(S) = k(IP| ~ 1),

SeP SeP

ou seja, a particao P viola a condigao (4.7). Essa contradigao finaliza a prova. ]

Podemos agora derivar facilmente a seguinte relagdo min-max, obtida independentemente
por TUTTE [1961a] e NASH-WILLIAMS [1961]:

Corolario 4.2.1

(Teorema das arvores geradoras disjuntas de Tutte e Nash-Williams)

Seja G um grafo e k € Z-,. Entao G possui k arvores geradoras disjuntas nas arestas se,
e somente se, para toda partigao P de V, vale a condigao (4.7).

Demonstracao. A necessidade de (4.7) é 6bvia. Para provar sua suficiéncia, suponha que
ela é valida. Fixe um vértice arbitrario r € Viz. Pelo teorema 4.2, existe uma orientacao D
de G tal que o tamanho minimo de um r-corte em D ¢é pelo menos k. Pelo teorema 4.1.1 das
arborescéncias disjuntas de Edmonds, D possui k r-arborescéncias disjuntas, que fornecem
k arvores geradoras disjuntas nas arestas em G. O
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Podemos também derivar a seguinte relagdo min-max de NASH-WILLIAMS [1964], que
é um caso particular do teorema de EDMONDS [1965d] sobre parti¢ao do conjunto-base de um
matréide em conjuntos independentes:

Corolario 4.2.2 (Teorema de particao em florestas de Nash-Williams)
Seja G = (V,E) um grafo e k € Z-,. Entao E pode ser particionado em k florestas se,
e somente se,

|E[S]| < k(S| —1) (4.12)
para todo subconjunto nao-vazio S C V.

Demonstragao. A necessidade da condigao (4.12) segue facilmente do fato de que, se F' C E
¢ uma floresta, entao F[S] < |S| — 1 para todo subconjunto nao-vazio S C V.

Vamos provar a suficiéncia de (4.12). Chame um subconjunto nao-vazio S C V de justo
(em G) se S satisfaz (4.12) com igualdade. Note que todo conjunto unitério é justo.

Suponha que V nao é justo. Seja u € V. Seja U um conjunto justo maximal contendo u.
Entao U # V. Seja w € V \ U. Afirmamos que nenhum conjunto justo contém ambos w
e u. Pois suponha que um tal conjunto existe. Chame-o de W. Pela submodularidade da
funcao d(S), temos

k(U= 1) + k(W[ —=1) = |E[U]]| + |[EW]| = §(9(U) — d(U) + g(W) — d(W))
F(gUNW) —dUNW) +g(UUW) —d(UUW))
= |E[UNW]|+|E[UUW]|
E(JUNW|=1)+k([UUW| 1)

k(U= 1) + k(W] = 1),

IN

IN

de modo que U U W também é justo, contradizendo a maximalidade de U. Concluimos
que nenhum conjunto justo contém ambos w e u, de modo que o grafo G + uw também
satisfaz (4.12).

Repetindo o procedimento acima, podemos construir um supergrafo H = (V, Eg) de G
tal que V' é justo em H. Vamos provar agora que H satisfaz a condigao (4.7). Seja P uma
particao de V. Entdo |64(P)| = |En| — X gep |EIS]] = k(V] = 1) = kX gep(|S| - 1) =
k(lV|—1) —k(JV| = |P|) = k(|P| — 1). Portanto, pelo teorema 4.2.1 das drvores geradoras
disjuntas de Tutte e Nash-Williams, H possui k arvores geradoras disjuntas nas arestas. Como
o conjunto V' é justo em H, entao toda aresta de H estd em alguma dessas arvores. Assim,
ao restringirmos essas arvores ao conjunto de arestas do grafo original G, obtemos k florestas
que particionam FE, como queriamos. ]

O teorema de particao em florestas de Nash-Williams é a tnica relagao min-max desse
capitulo para a qual a demonstracao nao fornece imediatamente um algoritmo polinomial.
Indicamos o livro de SCHRIJVER [2003, capitulo 51] ao leitor interessado num tal algoritmo.
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4.3 O teorema das bi-ramificacoes disjuntas de Schrijver

Nesta secao, provamos uma relacdo min-max polar ao teorema 2.4.3 da bi-ramificagao
6tima de Schrijver.

Um passo fundamental na prova serd o de “colar” duas ramificagoes ao longo de um corte.
Para isso, vamos mostrar uma propriedade de troca para ramificagoes.

Lema 4.3 (Propriedade de troca para ramificagoes)

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Suponha que A pode ser particionado em {Bj, Ba},
onde B; é uma R;-ramificacdo para i = 1,2. Sejam R}, R, C V subconjuntos tais que
RYUR, = R URs e RN Ry, =Ry N R2. Entdo A pode ser particionado em { B, B5}, onde
B! é uma R!-ramificagao para i = 1,2, se, e somente se, cada componente forte K de D com
d(K) = 0 intersecta ambos R} e R).

Demonstragdo. Para ver que a condicao é necessdaria, basta notar que toda ramificagdo tem
pelo menos uma raiz em cada componente forte K com d(K) = 0.
Para a suficiéncia da condigao, basta provarmos que

dS)>{ie{1,2}: RiNS# 2} (4.13)

para todo subconjunto nao-vazio S C V. De fato, se vale a condigao (4.13), entao pelo
teorema 4.1 das ramificacoes disjuntas de Edmonds, existem ramificagoes disjuntas B] e B
tais que B! é uma R)-ramificacdo para ¢ = 1,2. Além disso, como |R}|+ |RS| = |R1| + |R2],
entdo |B| + |BS| = |Bi| + |Bz|, de modo que {B], B} é de fato uma particao de A.
Suponha entao que (4.13) é violada por um subconjunto nao-vazio U C V. Entao o lado
direito de (4.13) vale 1 ou 2. Se for 2, entdo U é disjunto de R} U Ry, = Ry U Ry, ou seja,
U ¢ disjunto de Ry e de Ry. Mas entdo temos que d(U) > 2, uma contradicio. Portanto,
o lado direito de (4.13) é 1 e d(U) = 0. Se escolhermos um tal U minimal, entdo U é um
componente forte de D tal que (U) = 0. Mas entdo, por hipétese, o lado direito de (4.13)
vale 0. Essa contradi¢do garante a validade da condigao (4.13), e portanto, do lema. O

Vamos relembrar as definigdes de (R, S)-bi-ramificacao e (R, S)-bicorte.

Seja D = (V, A) um grafo orientado e {R, S} uma biparti¢gdo de V. Dizemos que B C A é
uma (R, S)-bi-ramificagao se, no grafo orientado (V, B), cada vértice de S é acessivel a partir
algum vértice de R e cada vértice de R acessa algum vértice de S. Dizemos que B C A é
um (R, S)-bicorte se B = §(U) para algum subconjunto nao-vazio U C V tal que U C S ou
UDS.

Podemos provar agora a seguinte relacdo min-max, obtida por SCHRIJVER [1982]:

Teorema 4.3 (Teorema das bi-ramificagoes disjuntas de Schrijver)
Seja D = (V, A) um grafo orientado e {R, S} uma biparti¢cdo de V. Entao o tamanho minimo
de um (R, S)-bicorte é igual ao nimero maximo de (R, S)-bi-ramificagdes disjuntas.

Demonstragao. Dizemos que B C A é uma co-ramificacdo se B~! é uma ramificacdo no
grafo orientado (V, A~1). Nesse caso, se B~! é uma R-ramificacio em (V, A~1), dizemos que
B é uma R-co-ramificagao.
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Seja k o tamanho minimo de um (R, S)-bicorte. Pelo teorema 4.1 das ramificacoes
disjuntas de Edmonds, o grafo orientado D possui k R-ramificagbes disjuntas, digamos,

Bi,...,By, e k S-co-ramificagoes disjuntas, digamos, Bj,...,B;. Escolha Bi,...,By e
1»--., B}, de modo a minimizar a soma
E ok
> ) IBin Bj. (4.14)
i=1j=1
J#i

Vamos mostrar que a soma (4.14) vale 0. Note que isso conclui a prova do teorema, ji que,
nesse caso, By U B, ..., By UB; sao k (R, S)-bi-ramificacoes disjuntas.

Suponha entdo que a soma (4.14) é positiva. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que B1 N Bl # @. Defina os conjuntos

X := (B U By) N A[S], Y := (B1UBy)N4§(S),
X' := (B} UB}) N A[R], Y':= (B, UBy)N§(S).

Observe que Y NY’ # &. Nosso objetivo agora serd reorganizar as (R, S)-bi-ramificacoes
B1UB] e BoUB) de modo a torné-las disjuntas. Para isso, vamos primeiro redistribuir os arcos
de Y UY”. Depois, temos que redistribuir os arcos de X U X’ para encaixa-los corretamente
nos arcos redistribuidos de Y UY”, formando duas (R, S)-bi-ramificagoes disjuntas.

Comecamos reorganizando Y UY”’. Seja K o conjunto de componentes fortes K do grafo
orientado (S, X) tais que dy (K) = 0. E claro que d, (K) = jBlUBQ(K) > 2 para cada K € K.
Seja K’ o conjunto de componentes fortes K’ do grafo orientado (R, X') tais que d,,(K') = 0.
E claro que dy(K') = HBiUBé(K’) > 2 para cada K’ € K'.

Construa um grafo H sobre Y UY’ com conjunto de arestas M U M’, onde M e M’ sao
definidos a seguir. Para cada K € K, escolha dois arcos a,a’ € §,(K) e adicione a aresta
aa’ a M; para cada K’ € K, escolha dois arcos a,da’ € §,.,(K’) e adicione a aresta aa’ a M.
Note que M e M’ sao emparelhamentos, de modo que os componentes de H sao caminhos e
circuitos pares. Portanto, o grafo H é bipartido. Seja {V1,V2} uma biparticao de H. Tome
Yi:=YNVieY :=Y' NV, parai = 1,2. Obtemos assim uma biparticao {Y¥7,Y2} de Y ¢
uma bipartigao {Y{,Y;} de Y’ tais que

(1) CTYZ(K) > 1paratodo K € Kei=1,2, (4.15)
(ii) d,.(K’) > 1 para todo K' € K' e i = 1,2,
(iii) YlﬂYQIZQGYQQY{:Q.

Agora vamos redistribuir os arcos de X de modo a formar R-ramificacoes B e By tais que
B;N§(S) =Y, parai = 1,2. Para cada A’ C A, defina f(A’) := {v: uv € A’ }. Vamos aplicar
o lema 4.3a da propriedade de troca para ramificagoes sobre o grafo orientado (S, X) com
conjuntos de raizes f(Y1) e f(Y2). A relagdo (4.15)(i) nos garante que a condi¢ao do lema é
satisfeita. Obtemos entao uma bipartigao { X1, X2} de X tal que X; é uma f(Y;)-ramificagao
para ¢ = 1,2. Defina Bi =Y, UX,; para i = 1,2. Observe que B~1 e Bg sao R-ramificagoes
disjuntas tais que Bl U Bg = By U Bs.
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De forma absolutamente andloga, podemos construir S-co-ramificagoes disjuntas B~i e B~§
tais que BSZ’O(?(S) — Y/ parai=1,2e B, UB, =B, UB),.

Por (4.15)(iii), temos que B; N Bé =@ e ByN Bi = @. Portanto, se substituirmos as
(R, S)-bi-ramificacdes B; U B} e By U B} por By U B/ e By U B}, a soma (4.14) diminui. Essa
contradicao conclui a prova do teorema. O

Essa relacao min-max também vale em sua versao capacitada:

Corolario 4.3.1

Seja D = (V, A) um grafo orientado, ¢: A — Z-, uma funcdo capacidade e {R, S} uma
biparticao de V. Entdo a capacidade minima de um (R, S)-bicorte é igual ao tamanho
méaximo de uma familia c-disjunta de (R, S)-bi-ramificagdes.

Demonstragdo. Segue diretamente do teorema 4.3 das bi-ramificagoes disjuntas de Schrijver,
substituindo cada arco a por ¢(a) cépias paralelas do arco a. O

4.4 O teorema das juncoes disjuntas

Nosso objetivo nesta secao é provar uma relacdo min-max polar a do teorema capacitado
de Lucchesi-Younger (teorema 3.2), porém restrita a grafos fonte-sorvedouro-conexos. Este é
um caso particular da conjectura de Edmonds-Giles, que estudaremos melhor no capitulo 5.

Como aquecimento, vamos usar o teorema 4.1.1 das arborescéncias disjuntas de Edmonds
para provar o seguinte teorema de FRANK [1979D]:

Teorema 4.4

Seja D = (V, A) um grafo orientado e ¢: A — Z-, uma funcdo capacidade. Se D possui uma
arborescéncia, entao a capacidade minima de um corte orientado € igual ao tamanho maximo
de uma familia c-disjunta de juncoes.

Demonstra¢do. Suponha que D possui uma r-arborescéncia para um certo 7 € V. A prova
se baseia no fato de que todo corte orientado é um r-corte.

Seja k a capacidade minima de um corte orientado. Para cada arco a € A, crie um arco a™
com capacidade k. Chame o grafo resultante de D' = (V, A’) e a fungao capacidade resultante
de ¢’. Note agora que a capacidade minima de um r-corte de D’ (com relagao a ¢’) é k. Logo,
pela versao capacitada do teorema das arborescéncias disjuntas de Edmonds (corolario 4.1.2),
D’ possui r-arborescéncias ¢’-disjuntas B, ..., By,

Tome J; :== B/ N A para i =1,..., k. Afirmamos que J; é uma juncdo de D para cada i.
De fato, seja §,(S) um corte orientado de D. Abrevie J := J; e B’ := B! para algum i.
Entdo §,(S) = §,/(9), pois 6,(S) = @. Logo, 4,(S) = 6,(9) # @. Assim, cada J; é uma
juncao. Ademais, cada arco a € A estd em no méximo ¢ (a) = c(a) das jungoes Ji, ..., Ji,
como queriamos. O

1

A seguir, vamos mostrar que a relacado min-max do teorema 4.4 também vale para grafos
fonte-sorvedouro-conexos. Esse resultado foi provado independentemente por FEOFILOFF E
YOUNGER [1987] ¢ SCHRIJVER [1982].
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Seja D = (V, A) um grafo orientado e k € Z-,. Dizemos que B C A é uma k-juncao
de D se d,(S) > k para todo subconjunto nao-vazio S C V tal que §,(5) = @.

O resultado que vamos provar se refere a particao de uma k-juncao em k jungoes, de onde
a relagdo min-max seguird facilmente. Seguimos a prova de SCHRIJVER [2003], que pode ser
vista como uma extrapolacao da prova do teorema 4.4 acima.

Teorema 4.5
Num grafo orientado fonte-sorvedouro-conexo, qualquer k-juncao pode ser particionada em
k juncoes.

Demonstragao. Escolha como contra-exemplo um grafo orientado D = (V, A) e uma k-jungao
B de D tal que |V|+|B| seja o menor possivel. Note que D é aciclico, j& que cada componente
forte pode ser contraido para um unico vértice. E claro que podemos supor que, se u,v € V
sao vértices distintos e v é acessivel a partir de u, entao uv € A.

Nossa prova prossegue da seguinte maneira. Primeiro derivamos diversas propriedades do
contra-exemplo minimal. Apds isso, vamos particionar o conjunto de vértices em { R, S} como
um preparativo para a aplicacao do teorema 4.3 das bi-ramificacoes disjuntas de Schrijver.
Concluimos aplicando esse teorema e transformando as k bi-ramificagoes obtidas em k juncoes.
Ou seja, seguimos a mesma abordagem da prova do teorema 4.4, substituindo o teorema 4.1.1
das arborescéncias disjuntas de Edmonds pelo teorema 4.3 das bi-ramificacoes disjuntas de
Schrijver.

Comegamos mostrando que,

se §(U) é um corte orientado com d(U) = k, entdo |U| € {1, |V| —1}. (4.16)

Pois suponha o contrario. Defina D’ := D/U e D" := D/U, onde U := V \ U. Observe que
D’ e D" também sao fonte-sorvedouro-conexos. Seja B’ o conjunto de arcos de B que tém
ponta inicial em U e B” o conjunto de arcos de B que tém ponta final em U.

Como cada corte orientado €’ de D’ é um corte orientado em D e §(U) = @, entdo é facil
ver que |[B'NC’| > k. Assim, B’ é uma k-jungdo de D’. Pela minimalidade de |V|+ |B],
temos que B’ pode ser particionado em k jungoes de D', digamos, Ji,...,J;. Ademais,
como dy(U) = k, entdo d,(U) = 1 para cada J' € {Jj,...,J}}. Similarmente, podemos
particionar B” em jungdes J7,...,J} tais que d,,(U) = 1 para todo J” € {J7,...,J/}.
Podemos supor que, para cada i, os conjuntos J! e J! tém exatamente um arco em comum:
o arco que entra em U. Logo, os conjuntos J; U J{, ..., J; U J} sao disjuntos.

Afirmamos que J/ U J! é uma jungdo para D, parai = 1,..., k. Pois suponha que §,,(W)
é um corte orientado disjunto de J; U J/". Entao UNW # @ e U € W, pois caso contrario
5 (W) seria um corte orientado em D’, de modo que um arco de J! entraria em W. Aplicando
o mesmo argumento anterior para o grafo D", concluimos que UNW # @ e U € W, ou seja,
W ZUeUUW #V. Concluimos assim que U e W se cruzam.

Como 0 = d,(U) + dp,(W) > d,(UNW) + d,(UU W) > 0, concluimos que §,(U NW)
e 6, (UUW) também sdo cortes orientados de D. Mas §,,(UUW) é um corte orientado de D',
de modo que algum arco de J{ entra em U UW. Além disso, §,,(U N W) é um corte orientado
de D", de modo que algum arco de J;" entra em UNW. Como exatamente um arco de J;NJ/
entra em U, entdo algum arco de J/ U J! entra em W, uma contradicao.
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Segue entao que J{ UJY, ..., J; UJ} sdo juncoes disjuntas que particionam B. Mas isso é
uma contradicao, pois D e B formam um contra-exemplo. Essa contradigao conclui a prova
da afirmagao (4.16).

Seja X o conjunto de fontes de D e Y o conjunto de sorvedouros de D. Vamos mostrar
agora que,

seuv € B, entaou € X ouv €Y. (4.17)

Pois suponha o contrério. Seja §,(U) um corte orientado de D contendo o arco uv. Pela
afirmacio (4.16), é impossivel que d,(U) = k. Logo, dy(U) > k. Mas entdo B’ := B\ {uv}
é uma k-jungao de D com tamanho menor que |B|. Como |V|+ |B| é minimo, a k-jungdo B’
pode ser particionada em k jungoes de D, e portanto B também o pode. Essa contradicao
finaliza a prova da afirmacao (4.17).

Agora vamos provar que

se uwv,u'v’ € B e v é acessivel a partir de v/, entdo v’ € X ouv €Y. (4.18)

Suponha o contririo e abrevie a := uv e a’ := w/v'. Pela afirmacao (4.17), temos u € X e
v' €Y. Como D é fonte-sorvedouro-conexo, entao uv’ € A. Ademais, comou € X e v/ € X,
entdo a # d’. Seja a” := wv' um arco novo e tome D' := D +d” e B := (B\ {a,d'}) U{a"}.

Afirmamos que B’ é uma k-juncio de D'. De fato, seja 6,,,(U) um corte orientado de D'.
Se |U| € {1,|V| =1}, entdao U = {y} para algum sorvedouro y ou U = V' \ {} para alguma
fonte z. Nesse caso, é facil ver que d,(U) = dy(U) > k. Jase 1 < |U| < |V| -1, entdo a
afirmagdo (4.16) nos garante que d,(U) > k. Mas entdo temos que d,,(U) > d,(U) — 1 > k,
ja que, se ambos a e @’ entram em U, entao u € U e v' € U, de modo que a” entra em U.
Logo, B’ é uma k-juncao de D’.

Como |B'| < |B|, entao B’ pode ser particionado em k juncdes, digamos, Ji,...,J}.
Suponha que a” € Jj. Afirmamos agora que J; := (J] \ {a"}) U{a,d’} ¢ uma juncdo de D.
Para provar isto, basta notarmos que, se um corte orientado §,(U) contém a”, entao &, (U)
também contém a ou a’. Pois suponha o contrario. Entao u,v € U e u/,v' € U. Segue que
u' # v, de modo que o arco u'v € A sai de U, o que é uma contradicao, ja que §,(U) é um
corte orientado.

Mas entao {Ji,J5,...,J.} é uma particdo de B em k junces de D. Essa contradicao
conclui a prova da afirmagao (4.18).

Estamos quase prontos para aplicar o teorema das bi-ramificacoes disjuntas de Schrijver
de forma andloga & prova do teorema 4.4. Antes, precisamos particionar V em {R, S}. Defina

B':'={weB:ug XouvgY},

Dp:= (V,AUB™),

R:={v € V: X é acessivel a partir de v em Dp },
S:=V\R.

E evidente que X C R e §,(R) = @. E claro também que, se uv € §,(R), entdo u € X
e v €Y, pois do contrario terfamos v € R.
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Vamos mostrar agora que Y C S. Suponha que Dp tem um caminho de Y para X. Seja P
um tal caminho com o menor nimero possivel de arcos. Pela definicao de B’, é claro que P
tem pelo menos dois arcos. Sejam v’/ e vu o primeiro e o ultimo arco de P, respectivamente.
E claro que v'u/,vu € B!, ja que v’ € Y e u € X. Pela afirmacio (4.17) e pela minimalidade
de P, o caminho P — v —u nao usa nenhum arco de B'~!, de modo que v é acessivel a partir
de v’ em D. Aplicando a afirmacao (4.18), obtemos que ou v’ € X ou v € Y. Mas entdo ou

v/ ¢ B'! ou vu & B'~!. Essa contradicdo conclui a prova de que Y C S.

Resumindo, temos que

(i) X CR, (4.19)
(ii) Y cs,

(iii) 5,(R) = @, e

(iv) se uv € 4, (R), entaou € X eveY.

Para cada arco a € A, substitua a por k cépias paralelas do arco a~!. Chame o grafo
orientado resultante de D’ = (V, A’). Note que d,,,(U) > k para cada subconjunto nio-vazio
U C V. Entao, pelo teorema 4.3 das bi-ramificagoes disjuntas de Schrijver, o conjunto A’U B
pode ser particionado em k (R, S)-bi-ramificagoes, digamos, By, ..., B;. Tome J; := B; N B
parat=1,..., k. Vamos mostrar que cada J; é uma juncao de D. Essa contradicao concluird
a prova do teorema.

Suponha que J := .J; ndo é uma juncio de D. Seja §,(U) um corte orientado de D disjunto
de J. Como D é fonte-sorvedouro-conexo, se U contém alguma fonte, entao U contém todos
os sorvedouros. Assim, ou U nao contém fontes ou entdo U contém todos os sorvedouros.

Suponha que U nao contém fontes. Como U contém algum sorvedouro, entdo U ¢ R.
Além disso, como A’ U J é uma (R, S)-bi-ramificacdo e U NS # @, entdo §,,,(UNS) # @.
Por outro lado, temos que 0 = d,(U) + d,(S) > d,(UNS) + d,(U U S) > 0, de modo que
d,(UNS) = 0. Isso implica que d,,(UNS) = 0. Mas entdo algum arco uv de J entra em UNS.
Como estamos supondo que §,(U) = @, entdo devemos ter u ¢ U\SC ReveUNSC S,
ou seja, uv € §,(R). Pela afirmacio (4.19)(iv), temos u € X. Mas isso é uma contradicao,
pois estamos supondo que U nao contém fontes.

Suponha, finalmente, que U contém todos os sorvedouros e pelo menos uma fonte. E claro
que X \U # @. Logo, UUS # V. Como A’UJ é uma (R, S)-bi-ramificagio e S CUUS # V,
entdo 4, ,(UUS) # @. Por outro lado, 0 = d,(U) + d,(S) > d,(UNS) + d,(UUS) >0,
de modo que d,(U U S) = 0. Isso implica que d,,(U US) = 0. Mas entdo algum arco uv
de J entra em U U S. Como estamos supondo que §,(U) = @, entdo devemos ter u € R e
veS\UCS\Y, ouseja, uv € §,(R). Pela afirmacio (4.19)(iv), temos v € Y. Mas isso é
uma contradicao, pois estamos supondo que U contém todos os sorvedouros. 0
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Obtemos assim a seguinte relagdo min-max, provada independentemente por FEOFILOFF
E YOUNGER [1987] e SCHRIJVER [1982]:

Corolario 4.5.1 (Teorema das jungoes disjuntas de Feofiloff-Younger e Schrijver)
Num grafo orientado fonte-sorvedouro-conexo, o tamanho minimo de um corte orientado é
igual ao nimero maximo de jungoes disjuntas.

Demonstragdo. Segue diretamente do teorema 4.5, tomando como k£ o tamanho minimo de
um corte orientado e como k-jungao o conjunto de arcos do grafo orientado. O

Vale também a versao capacitada:

Corolario 4.5.2

Seja D = (V,A) um grafo orientado e ¢: A — Z-, uma funcdo capacidade. Se o grafo
D é fonte-sorvedouro-conexo, entao a capacidade minima de um corte orientado é igual ao
tamanho maximo de uma familia c-disjunta de juncgées.

Demonstragao. Adicione c(a) cépias paralelas de cada arco a € A e aplique o teorema 4.5,
tomando como k a capacidade minima de um corte orientado e a k-juncao formada pelo
conjunto de arcos novos. O

4.5 O teorema dos conectores fortes disjuntos de Schrijver

Vamos relembrar algumas definigdes. Sejam Dy = (V, Ag) e D = (V, A) grafos orientados.
Dizemos que B C A é um conector forte para Dy se o grafo orientado (V, AgUB) é fortemente
conexo. Dizemos que B C A é um Dy-corte em D se B = §,(S) para algum subconjunto
nao-vazio S C V tal que (il()(S) =g.

SCHRIJVER [1982] derivou o seguinte arcabougo do teorema 4.5.1 das jungodes disjuntas:

Teorema 4.6 (Teorema dos conectores fortes disjuntos de Schrijver)

Sejam Dy = (V, Ag) e D = (V, A) grafos orientados. Se Dy é fonte-sorvedouro-conexo, entao
o tamanho minimo de um Dg-corte em D é igual ao nimero méaximo de conectores fortes
disjuntos para Dy em D.

Omitimos a prova desse teorema, pois ela é absolutamente andloga & prova do teorema 3.3
do conector forte 6timo de Schrijver, sendo que usamos o teorema 4.5.1 das jungoes disjuntas
no lugar do teorema capacitado de Lucchesi-Younger para a base da indugao.

Vamos ver agora que esse arcabougo contém quase todos os resultados provados neste
capitulo.

No que se segue, seja D = (V, A) um grafo orientado.

Se r,s € V, entao, tomando Ay := {uv: u=souwv =r}, obtemos o teorema 4.1.3 de
Menger.

Se r € V, entao, tomando Ay := {vr: v € V' }, obtemos o teorema 4.1.1 das arborescéncias
disjuntas de Edmonds.
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Se {R, S} ¢é uma particdo de V, entao, tomando Ay := {sr:r € R,s € S}, obtemos o
teorema 4.3 das bi-ramificacoes disjuntas de Schrijver.

Se Dy = (V, Ap) é um grafo orientado fonte-sorvedouro-conexo e A C Ay L obtemos o
teorema 4.5.

Lembramos que, se G = (V, E) é um grafo, entdo F' C F é uma cobertura por arestas
se cada vértice de G é ponta de alguma aresta de F. GUPTA [1967, 1978] provou a seguinte

relagdo min-max.

Corolario 4.6.1
Num grafo bipartido, o grau minimo ¢é igual ao nimero maximo de coberturas por arestas
disjuntas.

Demonstragao. Seja G um grafo (U, W)-bipartido. Oriente todas as arestas de U para W,
obtendo o grafo orientado D. Tome Dy := (U U W, Ap), onde Ag :={wu:ueUeweW}.
Agora basta aplicar o teorema 4.6 dos conectores fortes disjuntos de Schrijver. O

Resultados relacionados

Como foi mencionado no comego do capitulo, as demonstragoes de todos os teoremas,
com uma Unica excecao, fornecem algoritmos polinomiais para os respectivos problemas de
minimizacao e maximizacao, contanto que tenhamos acesso a um algoritmo polinomial que
encontra um (r, s)-corte minimo. Existem diversos algoritmos fortemente polinomiais que
encontram um (7, s)-corte de capacidade minima, dentre os quais destacamos as variantes de
EDpMONDS E KARP [1972] e DINITS [1970] para o algoritmo de caminhos aumentadores de
FORD E FULKERSON [1957] e o algoritmo push-relabel de GOLDBERG [1987] e GOLDBERG E
TARJAN [1988]. Esses algoritmos podem ser vistos em varios livros classicos de otimizacao
combinatéria e até mesmo em livros bésicos sobre algoritmos, como por exemplo o livro de
CORMEN, LEISERSON, RIVEST E STEIN [2001].

Notamos que os algoritmos fornecidos pelas provas dos teoremas sao polinomiais para as
versoes nao-capacitadas das relagoes min-max, mas nao é trivial transforma-los em algoritmos
polinomiais para as versoes capacitadas. Para ver como isso pode ser feito, indicamos o livro
de SCHRIJVER [2003, capitulos 53 e 57]. Veja também a secao 5.5.

A técnica da elegante prova de LOVASz [1976] do teorema 4.1 das ramificagoes disjuntas
de Edmonds j4 foi usada com sucesso na resolucao de outros problemas. Veja, por exemplo,
OKAMURA E SEYMOUR [1981] e FRIEDMAN E PIPPENGER [1987].

Na secao 4.1, derivamos do teorema 4.1.1 das arborescéncias disjuntas de Edmonds uma
relagdo min-max para o nimero maximo de r-arborescéncias. FRANK [1979a, 1981b] mostrou
como derivar do teorema 4.1.1 das arborescéncias disjuntas de Edmonds relagoes min-max
para o empacotamento de arborescéncias sem uma escolha prévia de raizes e para a particao
do conjunto de arcos em ramificagoes.

FEOFILOFF [1983] também forneceu um algoritmo polinomial para o teorema 4.5.1 das
juncoes disjuntas de Feofiloff-Younger e Schrijver.
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Descrevemos a seguir um arcabougo bastante geral obtido por SCHRIJVER [1983b]. Seja
D = (V, A) um grafo orientado e S uma familia de subconjuntos de V. Dizemos que B C A
é um corte induzido por S se B = §(S) para algum S € S. Uma cobertura para S é
um conjunto de arcos que intersecta todos os cortes induzidos por S.

Teorema 4.7
Seja V um conjunto e § uma colegao de subconjuntos de V fechada sob cruzamentos. As
seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Para todo grafo orientado D = (V, A), o tamanho minimo de um corte  (4.20)
induzido por S é igual ao niimero maximo de coberturas disjuntas para S.
(ii) Para todo grafo orientado D = (V, A) e para toda fungao comprimento
{: A — Zs,, o comprimento minimo de uma cobertura para S é igual ao
tamanho maximo de uma familia ¢-disjunta de cortes induzidos por S.
(ili) @ € S ou V € S ou nao existem conjuntos Vi,...,Vs € S tais que
VicVanVs, VouUVs=V, V3UVsCVseVanNVy=0.

Esse arcabougo contém todas as relagoes min-max contidas no teorema 4.6 dos conectores
fortes disjuntos de Schrijver, inclusive este. A prova desse resultado ndo é muito dificil.
Porém, é bastante longa e técnica. Ela segue, de certa forma, uma estratégia semelhante a
que adotamos neste capitulo.

SCHRIJVER [1985] obteve ainda um outro arcabougo, relativo a coloragoes supermodulares,
a partir do qual é ficil derivar o teorema 4.3 das bi-ramificacoes disjuntas de Schrijver e alguns
outros resultados.



Capitulo 5

A conjectura de Edmonds-Giles

Em 1977, Edmonds e Giles conjecturaram que, dada uma funcdo custo nos arcos de
um grafo orientado, o custo minimo de um corte orientado é igual ao tamanho maximo de
um empacotamento de jungoes. Essa afirmacao pode ser vista como polar a uma versao
capacitada do célebre teorema de Lucchesi-Younger.

Schrijver publicou um contra-exemplo para a conjectura em 1980. Porém, na década de 80,
Feofiloff, Younger e Schrijver mostraram que a conjectura vale para certas classes de grafos.
Ap6s esses resultados, a conjectura permaneceu em estado dormente por quase 20 anos,
quando Cornuéjols e Guenin encontraram dois novos contra-exemplos, retomando a discussao
da conjectura. Desde entao, novos resultados foram encontrados.

Mesmo com os contra-exemplos conhecidos e com as provas de validade para certas classes
de grafos, a conjectura de Edmonds-Giles nao é considerada fechada de forma satisfatoria.
Uma tal forma seria caracterizar exatamente para quais grafos a conjectura é vélida.

Uma questao relacionada é a conjectura de Woodall, que é a versao nao-capacitada da
conjectura de Edmonds-Giles: num grafo orientado, o tamanho minimo de um corte orientado
é igual ao nimero méximo de jungoes disjuntas. Sobre essa conjectura sabemos menos ainda.
Nenhum contra-exemplo é conhecido e, essencialmente para todas as classes de grafos para as
quais sabemos que ela é valida, também vale a conjectura de Edmonds-Giles, que é mais
geral. Isso contrasta com as outras relacdes min-max que vimos até agora, nas quais os casos
capacitado e nao-capacitado sao claramente equivalentes.

Neste capitulo, vamos estudar melhor essas conjecturas, os contra-exemplos conhecidos,
0s casos especiais em que elas valem, bem como certos problemas relacionados. Tentaremos
seguir os desenvolvimentos em sua ordem cronoldgica.

O restante do capitulo estd organizado da seguinte forma: na segao 5.1, fornecemos uma
breve visao geral sobre a conjectura de Edmonds-Giles; na secao 5.2, mostramos alguns casos
especiais nos quais a conjectura é valida; na secao 5.3, discutimos uma versao da conjectura
obtida por dualidade planar; na se¢ao 5.4, mencionamos desenvolvimentos recentes devidos
a Cornuéjols, Guenin e Williams relacionados a uma conjectura envolvendo subestruturas
proibidas; na secao 5.5, tratamos do empacotamento fracionario de juncgoes; finalmente, na
secao 5.6, provamos um resultado recente de Lee e Williams sobre a validade da conjectura
para grafos orientados livres do envelope como menor.
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5.1 Uma visao geral

Seja D = (V, A) um grafo orientado e ¢: A — Z-, uma fungao custo. Segundo a versao
capacitada do teorema de Lucchesi-Younger, vista no capitulo 3, o custo minimo de uma
juncao é igual ao tamanho maximo de uma familia c-disjunta de cortes orientados. Vimos
ainda no capitulo 4 que diversas relacoes min-max envolvendo conector de custo minimo e
empacotamento maximo de cortes continua valendo apds trocarmos esses termos de posicao.
EDMONDS E GILES [1977] conjecturaram o seguinte:

Conjectura 5.1 (Conjectura de Edmonds-Giles)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e ¢: A — Z-, uma funcao capacidade. Entao a capacidade
minima de um corte orientado é igual ao tamanho maximo de uma familia c-disjunta de
juncoes.

Sabemos que a conjectura de Edmonds-Giles ¢ falsa: SCHRIJVER [1980] construiu um
contra-exemplo, que descrevemos a seguir. Seja D = (V, A) o grafo orientado da figura 5.1.
Defina uma funcao capacidade c: A — Z-, na qual cada arco fino tem capacidade 0 e cada
arco grosso tem capacidade 1. Denote o conjunto de arcos grossos por B.

Figura 5.1: O contra-exemplo de Schrijver.

Afirmamos que a capacidade minima de um corte orientado é 2. Para ver isso, comece
verificando que B\ {a} é uma juncio para qualquer arco a € B. Seja §(S) um corte orientado
de D. Entéao existe um arco a em §(S) N B. Como B\ {a} é uma juncdo, existe um arco b
em §(S) N (B\ {a}). Assim, ¢(5(S)) > 2. Ademais, d,(s) = 2 para todo sorvedouro s de D.
Portanto, a capacidade minima de um corte orientado é 2.

Suponha que a conjectura de Edmonds-Giles vale para o grafo orientado D com a fungao
capacidade c. Entao existem duas jungoes disjuntas contidas em B, digamos, J; e Jo. Observe
que (V,B) consiste de trés pseudocaminhos de comprimento 3 e que cada vértice interno
desses pseudocaminhos é uma fonte ou um sorvedouro. Portanto, arcos consecutivos de cada
pseudocaminho devem estar em jungoes diferentes.
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Seja P o pseudocaminho que passa pelo arco grosso mais inferior da figura 5.1. Suponha,
sem perda de generalidade, que o arco do meio de P estd em J; e os arcos das pontas de P
estao em Jy. Agora existem 4 formas de distribuir os arcos dos outros dois pseudocaminhos
entre as juncoes Ji e Jo. Como pode ser visto na figura 5.2, em cada uma delas, existe um
corte orientado disjunto de J; ou de Jo. Essa contradi¢ao nos permite concluir que esse grafo
¢é de fato um contra-exemplo para a conjectura de Edmonds-Giles.

Figura 5.2: Cortes orientados nao cobertos por Ji ou Js.

Na verdade, esse contra-exemplo de Schrijver faz parte de uma familia infinita de contra-
exemplos, nos quais os pseudocircuitos interno e externo tém comprimento 2(2k + 1), com
k > 1. Os contra-exemplos dessa familia com k = 2 e k = 3 estao ilustrados na figura 5.3.

Vamos ver que todo membro dessa familia é um contra-exemplo para a conjectura de
Edmonds-Giles. Chame de B o conjunto de arcos grossos. Da mesma forma como antes,
é facil ver que a capacidade minima de um corte orientado é 2. Suponha entao que existem
juncoes disjuntas Ji, Jo C B. Entao os arcos de cada um dos pseudocaminhos formados pelos
arcos de B devem ser distribuidos entre J; e Jo de modo que arcos consecutivos estejam em
juncoes diferentes.
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Figura 5.3: O segundo e terceiro membro da familia infinita de contra-exemplos de Schrijver.

Seguindo a figura 5.4, vamos estabelecer um pouco de terminologia. Dois arcos de B
sao chamados de correspondentes se formam lados correspondentes dos poligonos interno e
externo, como é o caso dos arcos a e a’. Um arco de B é um arco de transferéncia se vai do
poligono externo para o interno, como o arco b. Dois pseudocaminhos de (V, B) sdo chamados
de consecutivos se possuem arcos correspondentes. Para i = 1,2, um pseudocaminho de
(V,B) é do tipo i se seu arco de transferéncia estd em J;.

Figura 5.4: Terminologia para os contra-exemplos.

Suponha que dois pseudocaminhos consecutivos sejam do mesmo tipo, digamos, do tipo 1.
Entao eles possuem dois arcos correspondentes em Jy. Neste caso, é facil encontrar cortes
orientados que forcem todos os arcos de transferéncia a estarem em J;. Mas entao o corte
orientado que separa o circuito externo do interno é disjunto de Jo, uma contradi¢ao. Logo,
pseudocaminhos consecutivos sao de tipos diferentes. Mas isso é impossivel, ja que existe
um numero impar de pseudocaminhos organizados de forma ciclica. Concluimos que cada
membro dessa familia infinita é um contra-exemplo para a conjectura de Edmonds-Giles.
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Note que essa prova também serve para o contra-exemplo com k = 1. Porém, a primeira
prova que mostramos também serve para outros contra-exemplos, que veremos mais adiante.

De uma perspectiva algoritmica, é facil encontrar em tempo fortemente polinomial um
corte orientado de capacidade minima num grafo orientado: basta adicionar o reverso de
cada arco, atribuindo-lhe capacidade infinita, e aplicar no grafo resultante um algoritmo de
(r, s)-corte de capacidade minima para cada par de vértices r e s.

Nao se sabe como encontrar um empacotamento méaximo de jungoes em tempo polinomial,
mesmo no caso nao-capacitado. E possivel que esse problema seja NP-dificil, mas nao ha
evidéncias nessa direcao.

Passemos agora ao caso nao-capacitado. WOODALL [1978] propos a seguinte conjectura:

Conjectura 5.2 (Conjectura de Woodall)
Num grafo orientado, o tamanho minimo de um corte orientado é igual ao niimero maximo
de juncoes disjuntas.

Como em quase todas as relagoes min-max que vimos anteriormente o caso capacitado
e o nao-capacitado sdo equivalentes, é natural pensar que a conjectura de Woodall é falsa
ja que a conjectura de Edmonds-Giles é falsa. Em muitas relagdoes min-max, uma construgao
elementar serve para provar a versao capacitada a partir da nao-capacitada. Por exemplo,
podemos substituir um arco de capacidade positiva por varias copias paralelas do mesmo arco
ou por um caminho, e remover ou contrair arcos de capacidade nula. Vamos tentar seguir uma
abordagem semelhante para tentar mostrar que a conjectura de Woodall implica a conjectura
de Edmonds-Giles.

Para cada arco a com capacidade c(a) > 1, substitua o arco a por c(a) cépias paralelas
desse arco. A intencao dessa construcgao é fazer com que a capacidade de cada corte orientado
do grafo original seja igual ao tamanho do corte orientado equivalente no grafo derivado e
permitir que um arco a aparega em c(a) juncoes diferentes. O problema é: o que fazer com
os arcos de capacidade 07 As duas opgoes Gbvias sao contrair ou remover tais arcos. Porém,
se contrairmos um arco, podemos destruir alguns cortes orientados, ou seja, pode ser que um
corte orientado do grafo original nao corresponda a nenhum corte orientado do grafo derivado.
Por outro lado, se removermos um arco, podemos introduzir novos cortes orientados, ou seja,
pode ser que um corte orientado do grafo obtido nao corresponda a nenhum corte orientado
do grafo original. Na verdade, é facil provar que a remocao de um arco nao cria novos cortes
orientados se, e somente se, o arco é transitivo.

Assim, essa tentativa ingénua de mostrar que a conjectura de Woodall implica a conjectura
de Edmonds-Giles esté fadada ao fracasso. Nao sabemos entdo se as duas conjecturas sao
equivalentes. Na verdade, a conjectura de Woodall continua em aberto.

Isso descarta a possibilidade de usarmos o seguinte argumento indutivo. Encontre uma
juncao J que “deixe espaco suficiente” para que existam k& — 1 jungoes disjuntas nos arcos
restantes, onde k é o tamanho minimo de um corte orientado. Agora “proiba” que os arcos
de J estejam nas outras k—1 jungoes (o que equivale a atribuir capacidade 0 a eles) e encontre
indutivamente k—1 juncoes disjuntas que, com J, formarao um empacotamento de tamanho k.
E claro que, se um argumento desse tipo funcionasse, valeria a conjectura de Edmonds-Giles.
Para abordarmos a conjectura de Woodall, entao, parece ser necessario encontrarmos todas
as k juncoes disjuntas de uma vez s6, uma tarefa extremamente dificil.
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5.2 Alguns casos especiais

No capitulo 4, provamos o teorema das jungoes disjuntas de Feofiloff-Younger e Schrijver,
que mostra que a conjectura de Edmonds-Giles vale para grafos fonte-sorvedouro-conexos.
Nesta secao, vamos ver mais alguns casos especiais em que as conjecturas sao validas.

Comegamos com um resultado de SCHRIJVER [1982]. Seja Dy um grafo orientado. Dize-
mos que um grafo orientado é uma extensao transitiva de Dy se pode ser obtido a partir
de Dy através da adicao de arcos transitivos em Dy.

Teorema 5.3

Seja D = (V, A) uma extensao transitiva de uma arvore orientada e ¢: A — Z, uma funcao
capacidade. Entao a capacidade minima de um corte orientado ¢é igual ao tamanho méximo
de uma familia c-disjunta de juncoes.

Demonstragdo. Vamos seguir a estratégia sugerida no fim da secao 5.1: queremos encontrar
uma juncao que “deixe espago suficiente” para encontrarmos as outras jungoes indutivamente.
Seja k a capacidade minima de um corte orientado. Prosseguimos por indugdo em k, tomando
como base o caso trivial em que k = 0.

Chame uma juncéo J de admissivel se y/ < ¢, isto é, se J nao usa arcos de capacidade 0.
Chame J de adequada se (¢ — x”)(§(S)) > k—1 para todo corte orientado §(5). Essa tltima
condicao exige que a juncao J deixe espago suficiente para as outras jungoes. Observe que,
se encontrarmos uma jungao admissivel e adequada, poderemos aplicar a hipétese de inducao
usando a funcdo capacidade ¢ — x” e com isso concluir a prova.

Seja T uma arvore orientada da qual D é uma extensdo transitiva. Seja N a matriz de
rede gerada por T e D. Nao é dificil ver que as linhas de N s&o exatamente os vetores de
incidéncia dos cortes orientados minimais de D.

Considere o sistema de inequagdes lineares 0 < z < ¢, Nz > 1, N(c — z) > (k — 1)1.
Escreva esse sistema como Ax < b. Se existe um vetor integral = satisfazendo esse sistema,
entdo existe uma juncao J satisfazendo y/ < z < ¢, de modo que J é admissivel e adequada.
Entéo é suficiente encontrarmos um vetor integral = tal que Ax < b. Mas como N é totalmente
unimodular (teorema 2.1), entao A também o é, e portanto basta que exista algum vetor z
tal que Az < b. Mas tal vetor existe: tome z := (1/k)c. Como Nc > k1, entao Nx > 1 e
N(c—z)=(k—1)(1/k)Nec > (k — 1)1. O

Vamos ver agora um caso em que a conjectura de Woodall vale. Antes precisamos de
algumas definicoes e resultados auxiliares.

Seja G = (V, E) um grafo. Uma orelha de G é um caminho P = vy --- vy tal que k > 1
e VN Vp = {vg, v}, ou entdo um circuito C' = vy - - - vy, tal que VN Ve = {wp}.

Um grafo G possui uma decomposicao em orelhas se existem grafos Gy, ..., G tais
que Gg é um circuito, Gy = G e, para i =0,...,k — 1, temos que G;+1 = G; UO;, onde O; é
uma orelha de Gj.
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Lema 5.4a (Decomposicao em orelhas de grafos 2-aresta-conexos)
Um grafo admite uma decomposicao em orelhas se, e somente se, é 2-aresta-conexo.

Demonstracao. E evidente que qualquer grafo que admite uma decomposicao em orelhas é
2-aresta-conexo. Seja G = (V, E) um grafo 2-aresta-conexo. Seja H um subgrafo maximal
de G que admite uma decomposicao em orelhas. Note que tal subgrafo estd bem definido,
ja que G obviamente possui um circuito. Afirmamos que H = G. Pois suponha que H # G.
Claramente, H nao pode ser gerador, pois cada aresta de Eg \ Fy dé origem a uma orelha
de H. Entao seja v um vértice de Vi \ Vi que é vizinho de algum vértice de H, digamos, w.
Como G é 2-aresta-conexo, existe um caminho P de v para qualquer vértice de H em G —vw.
Escolha um tal P com o menor niimero possivel de arestas. Mas entao P 4+ vw é uma orelha
de H, contradizendo a maximalidade de H. ]

Agora ¢ facil derivar o seguinte resultado de ROBBINS [1939]:

Lema 5.40
Um grafo admite uma orientacao fortemente conexa se, e somente se, é 2-aresta-conexo.

Demonstra¢do. A necessidade da condicao é evidente. A suficiéncia segue imediatamente do
lema 5.4, orientando o circuito inicial e cada orelha da forma dbvia. O

O seguinte resultado é considerado parte do folclore (SCHRIJVER [2003] o atribui a Frank).

Teorema 5.4
Existem 2 jungoes disjuntas em todo grafo orientado em que o tamanho minimo de um corte
orientado é 2.

Demonstra¢ao. Suponha que, num grafo orientado D = (V, A), o tamanho minimo de um
corte orientado é 2. Seja G o grafo subjacente a D. E ébvio que G é 2-aresta-conexo.
Pelo lema 5.403, existe uma orientagao fortemente conexa D’ de G. Defina J_ := AN Ap
e J,:= A\ J_, ou seja, particionamos os arcos de D em {J_, J.}, sendo que um arco fica

em J_ exatamente quando tem a mesma orientagao em D e em D’.

Seja 6,,(S) um corte orientado de D. Como D’ é fortemente conexo, entdo §,,(S) # @,
de modo que algum arco de J_ entra em S. Além disso, ED,(S) # &, de modo que algum arco
de J, entra em S. Segue que J_ e J sao juncoes. O

Este é o tnico resultado que sabemos sobre a conjectura de Woodall que nao se aplica
também a conjectura de Edmonds-Giles.
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5.3 A conjectura dual planar

Uma elegante teoria sobre dualidade no plano nos fornece novas perspectivas sobre diversos
resultados. Vamos ver um exemplo usando o teorema de Lucchesi-Younger.

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Dizemos que @ C A é um quebra-circuitos se
D — @ ¢ aciclico.

Teorema 5.5 (Teorema planar de Lucchesi-Younger)
Num grafo orientado planar, o tamanho minimo de um quebra-circuitos é igual ao nimero
maximo de circuitos disjuntos nos arcos.

Demonstragdo. Segue imediatamente do teorema 2.3.1 de Lucchesi-Younger, ja que circuitos
e cortes orientados minimais sdo trocados no grafo orientado dual (proposicao 1.1). O

Essa relacao min-max também vale em sua versao capacitada, que omitimos.

Uma tentativa natural de extensao desse resultado seria remover a hipdtese de planaridade.
Porém, essa hipétese nao pode ser removida, como mostra a seguinte orientacao do K3 3:
oriente todos os arcos de uma classe de cores para a outra, e depois inverta a orientacao de
um conjunto de arcos que forma um emparelhamento perfeito. Nesse grafo, é facil ver que o
tamanho minimo de um quebra-circuitos é 2 e que nao ha 2 circuitos disjuntos nos arcos.

Voltando a conjectura de Edmonds-Giles, a dualidade no plano nos fornece a seguinte
conjectura:

Conjectura 5.6 (Conjectura planar de Edmonds-Giles)

Seja D = (V, A) um grafo orientado planar e w: A — Z-, uma func¢do peso. Entdo o peso
minimo de um circuito é igual ao tamanho maximo de uma familia w-disjunta de quebra-
circuitos.

Como o contra-exemplo de Schrijver é planar, entao seu dual fornece um contra-exemplo
para essa conjectura. Porém, se dualizarmos a conjectura de Woodall, o contra-exemplo de
Schrijver nao se aplica:

Conjectura 5.7 (Conjectura planar de Woodall)
Num grafo orientado planar, o comprimento minimo de um circuito é igual ao nimero maximo
de quebra-circuitos disjuntos.

A hipétese de planaridade nao pode ser removida dessa conjectura: segundo DONADELLI E
KonAYAKAWA [2002], Thomassen construiu um contra-exemplo nao-planar para a afirmagao
da conjectura planar de Woodall. O contra-exemplo é o torneio T descrito a seguir. Tome
Vr=XUYUZ, onde X :={x1,...,25}, Y :={y1,...,y5} € Z := 21, ..., z5 sdo disjuntos.
O subgrafo induzido por X tem os seguintes arcos:

Tr1x2, T2X3, T3X1,
T1T4, T4X5, L5271,

T2T5, T5L3, T3L4, L4L2-
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Os arcos induzidos por Y e Z sao analogos. Resta descrevermos os arcos entre os conjuntos
X,Y eZ Parai=1,...,5, crie arcos y;z;, x;zi, z;y;. Para i,j € {1,...,5} distintos, crie
arcos T;Yj, Yizj, %iTj. E claro que o comprimento minimo de um circuito em 7' é 3, mas nao
existem 3 quebra-circuitos disjuntos. Para provar isso, Donadelli e Kohayakawa afirmam que
“uma andlise tediosa de casos mostra que, para destruir todos os circuitos de T', precisamos
remover no minimo 204+5+5+3+43+3 = 39 > 35 = 105/3 arcos, de um total de 105 arcos”.
Logo, todo quebra-circuitos de T' tem mais de um terco do total de arcos de T', de modo que
nao pode haver 3 quebra-circuitos disjuntos. Infelizmente, nao conseguimos reproduzir tal
andlise de casos, nem encontrar outro argumento para provar essa afirmagcao.

DONADELLI E KOHAYAKAWA [2002], usando uma versao esparsa do lema de regularidade
de SZEMEREDI [1978] (veja os livros de BOLLOBAS [1998] e DIESTEL [2005]), descoberta inde-
pendentemente por Kohayakawa e Rodl (veja, por exemplo, KOHAYAKAWA [1997]), provaram
0 seguinte teorema:

Teorema 5.8

Seja £ > 3 um inteiro e § > 0 um real. Entao para qualquer inteiro n suficientemente
grande, existe um grafo orientado simples D com n vértices e O(n'tV/(¢=1) arcos tal que
o comprimento minimo de um circuito é £ e qualquer conjunto de arcos B C Ap tal que
|B| > (1/2 + 3)|Ap| induz um circuito de comprimento ¢.

Como conseqiiéncia, eles provaram que existem infinitos grafos orientados, com densidade
arbitrariamente pequena, que mostram que a hipotese de planaridade nao pode ser removida
da conjectura planar de Woodall:

Corolario 5.8.1

Para qualquer inteiro £ > 3, existem infinitos grafos orientados simples com densidade arbi-
trariamente pequena tais que o comprimento minimo de um circuito é £ e o nimero maximo
de quebra-circuitos disjuntos é estritamente menor que £.

Demonstragao. Seja € > 0. Tome (3 := 1/2 — 1/¢. Escolha n suficientemente grande para
que o grafo orientado D devolvido pelo teorema 5.8 tenha densidade no maximo . Abrevie
m = |Ap|.

Suponha que existem ¢ quebra-circuitos disjuntos. Entao existe um quebra-circuitos @)
com |Q| < m/¢. Tome D' := D — Q. Entao |[Ap/| > (1 —1/¢)m = (1/2+ 3)m de modo que,
pelo teorema 5.8, o grafo orientado D’ possui um circuito, o que contradiz nossa suposi¢ao
de que ) é um quebra-circuitos. ]

A conjectura planar de Edmonds-Giles nos fornece uma nova perspectiva para a conjectura
de Edmonds-Giles restrita a grafos planares, pois podemos usar propriedades de circuitos para
abordar o problema. Na secao 5.6, vamos provar a conjectura planar de Edmonds-Giles para
grafos orientados planares livres de K5 — e como menor, onde K5 — e denota o grafo obtido
do K5 apés a remogao de uma aresta. Com isso, obteremos via dualidade no plano que a
conjectura de Edmonds-Giles vale para grafos orientados planares livres do envelope como
menor.



74 Capitulo 5. A conjectura de Edmonds-Giles

5.4 Uma conjectura envolvendo subestruturas proibidas
CORNUEJOLS E GUENIN [2002] encontraram dois novos contra-exemplos para a conjectura
de Edmonds-Giles, retomando a discussao sobre essa conjectura apds quase duas décadas sem

publicacoes a respeito. Os contra-exemplos estao ilustrados na figura 5.5. Como nas figuras
anteriores, arcos finos tém capacidade 0 e arcos grossos tém capacidade 1.

(a) (b)

Figura 5.5: Os contra-exemplos de Cornuéjols e Guenin.

'y

Figura 5.6: Uma nova imersao do segundo contra-exemplo de Cornuéjols e Guenin.

A prova de que esses grafos sao de fato contra-exemplos pode ser feita de maneira idéntica
a nossa primeira prova sobre o contra-exemplo de Schrijver: basta mostrar que, para toda
forma de particionar os arcos dos pseudocaminhos formados por arcos grossos em 2 juncoes,
sempre resta um corte orientado que nao é coberto por uma das jungoes.
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O grafo orientado da figura 5.5(a) nao é planar: é facil encontrar um K33 como menor
nesse grafo. J4 o grafo orientado da figura 5.5(b) é bastante similar ao contra-exemplo de
Schrijver, como mostra uma segunda imersao planar desse grafo ilustrada na figura 5.6, obtida
por WILLIAMS [2004].

Vamos considerar agora o problema de determinar quais grafos orientados satisfazem a
conjectura de Edmonds-Giles para qualquer funcao capacidade. Chame o grafo orientado do
contra-exemplo de Schrijver de D; e os grafos orientados dos contra-exemplos de Cornuéjols
e Guenin de D5 e Ds. E fécil ver que, se um grafo orientado D pode ser contraido a uma ex-
tensao transitiva de D1, Do ou D3, entao existe uma funcao capacidade sobre seus arcos com
relagdo a qual D é um contra-exemplo para a conjectura de Edmonds-Giles: basta atribuir
uma capacidade suficientemente grande aos arcos contraidos, as capacidades do contra-
exemplo apropriado aos arcos de D;, e capacidade 0 aos arcos transitivos. CORNUEJOLS
E GUENIN [2002] conjecturaram que também vale a afirmacao reciproca:

Conjectura 5.9
Seja D = (V, A) um grafo orientado. Se existe uma funcdo capacidade c¢: A — Z-, tal que
a capacidade minima de um corte orientado é estritamente maior que o tamanho maximo
de uma familia c-disjunta de jungoes, entao D pode ser contraido a uma extensao transitiva
de Dl, D2 ou D3.

WILLIAMS [2004] forneceu diversos contra-exemplos para essa conjectura modificando os
grafos orientados D1, Do e Ds3. Poderiamos tentar consertar a assercao da conjectura 5.9
adicionando os novos grafos orientados encontrados por Williams. Porém, isso aumentaria
demais o numero de subestruturas proibidas na conjectura. Para contornar essa dificuldade,
Williams propds o uso de varias outras operagoes de reducao além da contragao de arcos.
Com isso, ele modificou a assercao da conjectura 5.9 da seguinte maneira:

Conjectura 5.10

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Se existe uma func@o capacidade c¢: A — Zs, tal que
a capacidade minima de um corte orientado é estritamente maior que o tamanho maximo
de uma familia c-disjunta de juncoes, entao D pode ser reduzido a algum grafo orientado de
D1 U Dy U Ds.

Nessa afirmacao, D; := {Di} e, para i = 2,3, D; é uma familia de oito grafos orien-
tados obtidos a partir de D;, e as operagoes de reducao sao as introduzidas por Williams.
Na verdade, as operagoes de redugao de Williams se aplicam a pares (D, c), onde ¢ é uma
funcao capacidade sobre os arcos do grafo orientado D, e as subestruturas proibidas de
Dy U Dy U D3 também sdo pares da forma (D, c). Decidimos, porém, omitir esse detalhe
técnico.

WiLLIAMS [2004] estudou propriedades dos contra-exemplos minimais para a conjectura
de Edmonds-Giles, onde a minimalidade é com relagao as suas operacoes de redugao. FEle
provou que, se a capacidade minima de um corte orientado é 2, entao as capacidades dos
arcos sao 0 ou 1 e os arcos de capacidade 1 formam pseudocaminhos disjuntos da mesma
forma que nos contra-exemplos de Schrijver e Cornuéjols e Guenin, isto €, os vértices internos
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sao fontes ou sorvedouros que induzem cortes orientados de capacidade minima e os arcos
de cada pseudocaminho sao alternadamente diretos e reversos. Ele mostrou ainda que o
numero desses pseudocaminhos é pelo menos 3 e que os Unicos contra-exemplos minimais
com exatamente 3 desses pseudocaminhos sdo os grafos orientados de Dy U Dy U D3. Além
disso, ele provou que nao existe nenhum contra-exemplo minimal com exatamente 4 desses
pseudocaminhos.

Ressaltamos que os contra-exemplos em que a capacidade minima de um corte orientado
é 2 parecem ser muito importantes. CORNUEJOLS, GUENIN E MARGOT [2000] conjecturaram,
no contexto muito mais geral de clutters, que a capacidade minima de um corte orientado é 2
para todo contra-exemplo minimal para a conjectura de Edmonds-Giles.

WILLIAMS [2004] conjecturou ainda que todo grafo aciclico que possui uma super-fonte e
um super-sorvedouro satisfaz a conjectura de Edmonds-Giles, onde uma super-fonte é uma
fonte que acessa todos os sorvedouros e um super-sorvedouro ¢ um sorvedouro acessivel a
partir de todas as fontes. Note que, se provada, essa afirmacao generalizaria o teorema 4.5.1
das jungoes disjuntas de Feofiloff-Younger e Schrijver.

5.5 Empacotamento fracionario de juncoes

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Denote por J o conjunto das juncoes de D.
A versao capacitada do teorema de Lucchesi-Younger (teorema 3.2) pode ser reformulada
em termos de total dual integralidade da seguinte maneira: o sistema de inequagoes lineares

Ty >0 para todo a € A,

z(5(8)) >1 para todo corte orientado §(.5), (5-1)

¢é totalmente dual integral. Pelo teorema 1.7, o poliedro determinado por esse sistema é
integral. Como o clutter dos cortes orientados minimais é o bloqueador do clutter das jungoes
minimais, segue da teoria de poliedros bloqueadores e anti-bloqueadores (teorema 1.2) que o
poliedro determinado por

zg >0 para todo a € A,

x#(J)>1  paratodo J € J, (5.2)

também ¢é integral. Portanto, é 6bvio que os vértices desse poliedro sao vetores de incidéncia
de cortes orientados. Assim, pelo teorema 1.3 de dualidade, temos que, para qualquer fungao
capacidade c: A — R, a capacidade minima de um corte orientado ¢é igual a

max{)\(j):)\ZO, ZJEJ)‘JXJSC}’ (5.3)

Motivados por essa relagao, definimos um empacotamento fracionario de jungoes,
ou simplesmente empacotamento fracionario, como um vetor A\ indexado por J tal que
A>0eY  c7Ax7 <c. Definimos o valor de um empacotamento fracionério A como A(J).
Um empacotamento fraciondrio A é semi-integral se 2\ ¢ integral.
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Uma possibilidade de pesquisa para a conjectura de Edmonds-Giles seria descobrir se
o sistema (5.2) é totalmente dual semi-integral, ou seja, se para qualquer fungao capacidade
c: A — Zs,, existe um empacotamento fraciondrio de valor maximo que é semi-integral.
Se isso fosse provado, teriamos a seguinte relagdo min-max: a capacidade minima de um
corte orientado é igual a metade do niimero maximo de jungoes tais que cada arco a aparece
em no maximo 2¢(a) dessas jungoes. Nessa diregdo, SHEPHERD E VETTA [2005] provaram o
seguinte resultado:

Teorema 5.11
Seja D = (V, A) um grafo orientado e ¢: A — Z-, uma funcdo capacidade. Entao existe um
empacotamento fracionario semi-integral cujo valor é metade da capacidade minima de um
corte orientado.

Demonstragdo. Seja k a capacidade minima de um corte orientado. Fixe um vértice r € V.
Para cada arco do grafo, crie um arco reverso com capacidade k. Chame o grafo orientado
resultante de D’ e a nova funcao capacidade de ¢'. E claro que a capacidade minima de um
r-corte em D’ (com relagdo a ¢) é pelo menos k. Pelo coroldrio 4.1.2, existe uma familia
d-disjunta de k r-arborescéncias, digamos, {Bj,..., B} }. Tome B; := B/ N A para cada i e
observe que {Bjy,..., B} forma uma familia c-disjunta. Ademais, para todo corte orientado
5, (U) de D tal que € U, temos que B; N 6, (U) # @ para todo i.

Aplicando o argumento acima ao grafo D!, obtemos uma familia c-disjunta {Bl, cen Bk}
satisfazendo a seguinte propriedade: para todo corte orientado §,(U) tal que r € U, vale que
B;N gD(U) # & para todo i. Tome J; := B; U B; parai=1,...,k Entao J; é uma juncao
para cada i. Para obter um empacotamento fracionario A como prometido pelo enunciado,
basta tomar \; :=1/2se J € {Ji,...,J i} e A; := 0 para as demais juncoes J. O

Vamos descrever agora um algoritmo combinatorio fortemente polinomial que constréi um
empacotamento fracionédrio de valor méximo. Esse algoritmo é devido a SCHRIJVER [2003,
capitulo 57].

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Para qualquer funcdo capacidade c¢: A — Ry,
denote por 7(c) a capacidade minima de um corte orientado, e por v*(c) o valor maximo de
um empacotamento fracionario, ambos com relagao a c¢. Nosso algoritmo recebe uma funcao
capacidade c: A — R, e encontra um empacotamento fracionario de valor v*(c).

A idéia bésica do algoritmo é a seguinte. Se 7(¢) = 0, devolvemos o vetor 0. Ja se 7(c) > 0,
tentamos encontrar uma juncao J e um real positivo A; tal que

c—Ax’ >0 (5.4)
e
J
T(c=A;x7) =7(c) = Ay (5.5)
Se conseguirmos encontrar tais J e \;, podemos aplicar indutivamente o algoritmo sobre
di=c—\ JXJ para obter um empacotamento fraciondrio X' (com relagdo a ¢') de valor

V() =71(d) =7(c) — ;. Assim, A := X + ;X7 serd um empacotamento fraciondrio com
relagao a ¢ de valor 7(c) = v*(c¢), como queremos.
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Seja J uma juncao e A; um real nao-negativo. Dizemos que A; é admissivel para J se
J e A, satisfazem (5.4) e é redutor para J se J e \; satisfazem (5.5). Dizemos que J é
admissivel se existe um real positivo que é admissivel para J. Dizemos que J é redutora
se existe um real positivo que é redutor para J.

O algoritmo € iterativo. A cada iteragdo construimos uma juncao admissivel J que sera
candidata a redutora. Depois calculamos o maior real A\’ que é admissivel e redutor para J.
Se A% > 0, prosseguimos para a iteracao seguinte com c¢ — jx‘] no lugar de c. A dificuldade
surge quando A% = 0. Se isso ocorre, precisamos garantir que a juncao construida na iteragao
seguinte sera, de alguma forma, melhor que a juncao J. Para tanto, vamos manter uma lista U/
de subconjuntos de V' tal que, a cada iteragao, c(g(U)) = 7(c) para todo U € U. Vamos usar
a lista U para construir a jungao J a cada iteracao e, sempre que J nao for redutora, vamos
aumentar a lista U para que as jungoes seguintes sejam “melhores”.

Observe que, se J é uma juncdo, A\; é um real e § (S) é um corte orientado, entao
(c = 2sx7)(6(S)) = ¢(6(S)) —Asd,(S). Logo, a jungdo J é redutora exatamente se d, (S) = 1

para todo corte orientado §(S) tal que ¢(§(S)) = 7(c). Por essa razao, a juncao admissivel
construida a cada iteragdo serd tal que d,(U) = 1 para todo U € U.

Prosseguimos a descricao do algoritmo da seguinte forma. Primeiro vamos mostrar como
construir uma jungao admissivel J tal que d,(U) = 1 para todo U € U. Depois descrevemos
como calcular o maior real A\’; que é admissivel e redutor para J. Finalmente, vamos provar
que o algoritmo descrito é fortemente polinomial.

Para construir uma jungao admissivel J tal que d,(U) = 1 para todo U € U, basta usar
o algoritmo de Frank (descrito no capitulo 3) para encontrar uma jungao de comprimento
minimo com relacao & funcao comprimento ¢ definida da seguinte forma. Comece tomando
0= ey x°W). Agora tome ¢'(a) := £(a) se c(a) > 0 e £'(a) := oo se c(a) = 0. Para fins
de implementagao, podemos substituir co por ||+ 1. Vamos mostrar que tal juncao satisfaz
as propriedades desejadas.

Primeiro vamos mostrar que

U é uma familia de nicleos que atinge o maximo no teorema capacitado (5.6)
de Lucchesi-Younger (teorema 3.2), com relacao a fun¢ao comprimento ¢'.

Basta encontrarmos uma juncao J que satisfaz com U as condi¢oes de otimalidade (3.12).
Seja A um empacotamento fracionério de valor maximo (com relagéo a ¢). Como 7(c) > 0,
entao \’; > 0 para alguma juncao J. Pelas condi¢oes de folgas complementares do programa
linear (5.3) e seu dual (teorema 1.4), temos que d,(S) = 1 para todo corte orientado §(S)
de capacidade minima. Em particular, temos que J}(U) = 1 para todo U € U. Portanto,
a condicao (3.12)(iii) é satisfeita. Como A, > 0, nenhum arco de J tem capacidade nula,
de modo que ¢(a) = ¢'(a) para todo arco a € J. Note que qualquer arco a entra em exatamente
¢(a) dos nicleos de U. Mas entao as condigoes (3.12)(i) e (3.12)(ii) também sao satisfeitas.
Isso conclui a prova da afirmacéo (5.6).
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Seja J uma juncao de comprimento minimo com relagao a ¢'. Pela afirmacao (5.6), temos
que J e U satisfazem as condigoes de otimalidade (3.12). Vamos mostrar que J é admissivel
e satisfaz d,(U) = 1 para todo U € U. Esta iiltima propriedade é imediata de (3.12)(iii).
Como |U| é finito, é claro da condic¢ao (3.12)(i) que 4(a) = ¢'(a) para todo a € J, de modo
que c(a) > 0 para todo a € J. Portanto, J é admissivel.

Agora vamos mostrar como encontrar o maior real A% que ¢ admissivel e redutor para
uma juncao admissivel J. Considere a funcao de A; definida como f(A;) := T(C —A JXJ )
Note que

f(A;) = min { c(6(9)) = Ayd,(S): 6(S) é um corte orientado }

Segue que f(A;) é uma funcao concava e linear por partes. Para encontrar o valor desejado
de XY, prosseguimos da seguinte maneira. Comegamos tomando A% := min{c(a): a € J } > 0.
Se f(X%) = 7(c) — A%, j& cumprimos a nossa missdo. Caso contrario, encontramos um corte
orientado de capacidade minima com relagao a c—\*%x”’, digamos, §(U). Note que d,(U) > 1.
Agora modificamos A% da seguinte maneira: o novo valor de A% é a abscissa do ponto de
intersecgdo das retas 7(c) — A, e ¢(6(U)) — A;d,(U), ou seja, o novo valor de A% é

(5(0)) ~ ()

L)1 (51)

Agora repetimos o processo até encontrarmos X% tal que f(A%) = 7(c) — A%. Chamamos as
iteracoes desse processo de iteracgoes internas para distingui-las das iteragoes externas,
que sao as que constroem J, executam as iteracoes internas e atualizam a funcao capacidade.

Vamos mostrar mais adiante que esse processo de obtengao de A% é fortemente polinomial,
e portanto termina. Ao fim do processo, se o valor inicial de A% foi modificado alguma vez,
adicione  lista & o conjunto U tal que §(U) foi o corte orientado usado na tltima modificacio
de X%. Note que, com relagao a ¢ — )\*JXJ , o corte orientado §(U) tem capacidade minima,
e portanto pode ser adicionado a U.

Agora vamos provar que o algoritmo descrito é fortemente polinomial. Vejamos primeiro
que, fixada uma jungao J, podemos encontrar o valor desejado de A% apés no maximo |J|
iteragoes internas. Suponha que, numa iteracao interna e na seguinte, o valor de A% foi
modificado. Chame os objetos A% e U de A\; e U numa iteragao e de X; e U’ na iteracao
seguinte. Como §(U) tem capacidade minima com relacio ¢ — A JXJ , entao

(e =An) (5(0)) < (e = Ax") (3(U")).-

Além disso, como na iteracao interna seguinte o valor de \’; foi modificado usando (5.7), entao

—

(e = Xpx) (6(U") < 7(e) = Ay = (e = Xjx!) (5(0)).

Mas entao

—

Ny (d,(U) = d;(U")) < e(§(U)) = e(6(U)) < Ay (d,)(U) = dy(U")).

Como 7(c—A;x7) < 7(c) = A, entdo X, < A, e portanto d,(U’) < d,(U). Segue que o
nimero maximo de iteracoes internas para o calculo de A% é |J|.
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Antes de limitarmos o nimero de iteracdes externas, precisamos de algumas definigoes.
Uma colecao R de subconjuntos de V' é um reticulado se é fechada sob uniao e intersecgao,
isto é, se UNW, U UW € R sempre que U,W € R. Nao é dificil ver que todo reticulado
nao-vazio é completamente determinado pelo seu conjunto minimal L, pelo seu conjunto
maximal M e pela pré-ordem = definida a seguir (uma pré-ordem ¢é uma relacao reflexiva e
transitiva). Dados u,v € V, escrevemos u = v se todo conjunto de R que contém v também
contém u. Nao é dificil ver que S C V estd em R se, e somente se, L C .S C M e S é fechada
sob =<, ou seja, para todo v € S e para todo u =X v, vale que u € S.

Seja R’ outro reticulado. Seja L’ o conjunto minimal de R/, M’ o conjunto maximal de R’
e =’ a pré-ordem associada a R'. Lembramos que uma relagao sobre V' é um subconjunto
do produto cartesiano V' x V', de modo que o tamanho de uma pré-ordem estd bem definido.
Se R € R/, entao ou L' C L, ou M’ 2 M, ou entdo o tamanho da pré-ordem <’ é estritamente
maior que o da pré-ordem <. Portanto, se temos um reticulado R e queremos aumentar a
colecao R, sempre preservando a propriedade de que R é um reticulado, podemos aumentar R
no maximo |V||V x V| = |V |2 vezes.

Lembramos que uma colecao C de subconjuntos de V é fechada sob cruzamentos se
UNW,UUW €C sempre que U, W € C se cruzam. Seja S uma cole¢do de subconjuntos
de V. A colegao fechada sob cruzamentos gerada por S é a intersecgao de todas as colegoes
fechadas sob cruzamentos e que contém S.

Voltemos a andalise do algoritmo. Precisamos limitar o niimero de iteracoes externas.
Considere uma iteracao externa qualquer. Ocorre exatamente um dentre os seguintes casos:
ou o valor encontrado pelas iteragoes internas foi \; = min{c(a): a € J }, ou entao o valor
inicial de A% foi modificado pelo menos uma vez, de modo que um certo conjunto U sera
adicionado a lista . Se A} = min{c(a): a € J }, entao na iteracdo seguinte, o nimero de
arcos com capacidade positiva é estritamente menor. Logo, esse caso ocorre em no maximo |A|
das iteragoes externas.

Suponha entdao que um conjunto U serd adicionado a lista /. Vimos que tal U satisfaz
d,(U) > 1. Seja U* a colecio fechada sob cruzamentos gerada por . Pela submodularidade
da funcio d,(S), temos que d,(U) = 1 para todo U € U*. Logo, U ¢ U*. Observe que,
para cada par de vértices distintos x,y € V', a colegao Z/l;g ={UeceU*:zeU,y¢U}éum
reticulado. Logo, ao adicionarmos U a lista U, pelo menos um dos reticulados UIX@ aumenta.
Pelas observagoes anteriores, cada reticulado nao-vazio pode aumentar no maximo |V|? vezes.
Logo, no méximo |V 2|V > + |V|? das iteragdes externas sdo desse tipo (a parcela |V |? leva
em conta os reticulados que passam de vazios a nao-vazios).

Concluimos que o nimero total de iteragdes (externas e internas) é limitado por um
polinémio em |V| e |A|. Como todos os demais passos podem ser executados em tempo
fortemente polinomial, segue que o nosso algoritmo é fortemente polinomial.

Nao é dificil combinar esse algoritmo com o teorema 4.5.1 das jungoes disjuntas de
Feofiloff-Younger e Schrijver para obter um algoritmo semi-fortemente polinomial (ou seja,
fortemente polinomial exceto por certas operagoes de arredondamento) para a versao capaci-
tada do problema do empacotamento maximo de jungoes em grafos fonte-sorvedouro-conexos.
Veja SCHRIJVER [2003, capitulos 51, 56 e 57].
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5.6 O teorema de Lee e Williams

LEE E WILLIAMS [2006] provaram recentemente que a conjectura planar de Edmonds-Giles
vale para todo grafo orientado planar livre de K5 — e como menor, usando uma caracterizagao
de tais grafos obtida por WAGNER [1960]. Lembramos que K5 —e é o grafo obtido do K5 apds
a remocao de uma aresta. Segue por dualidade no plano que a conjectura de Edmonds-Giles
vale para todo grafo orientado planar livre do envelope como menor, onde o envelope, também
conhecido como prisma ou prisma triangular, é o grafo ilustrado na figura 5.7. Nesta secao,
vamos provar esse resultado.

Figura 5.7: O envelope. O dual planar é K5 — e.

Comegamos com um teorema de decomposicao de WAGNER [1960]. Uma roda é um grafo
da forma C' x Kj para algum circuito C' de comprimento pelo menos 3.

Teorema 5.12
Os tnicos grafos simples que sao planares, 3-conexos e nao tém K5 — e como menor sao as
rodas e o envelope.

Nao provaremos este teorema neste texto. Notamos, porém, que ele pode ser facilmente
provado usando o seguinte teorema de TUTTE [1961b]:

Teorema 5.13

Um grafo simples G é 3-conexo se, e somente se, existem grafos simples G, ..., G tais que
Go = Ky, Gy, = G e, parait = 0,...,k — 1, o grafo G;41 possui uma aresta xy tal que
G; = Git1/zy e ambos x e y tém grau pelo menos 3 em Gjt1.

Uma prova curta desse resultado foi obtida por THOMASSEN [1980] e também pode ser
vista no livro de DIESTEL [2005].

Para provar o teorema 5.12 de Wagner usando o teorema 5.13, proceda da seguinte forma.
Seja G um grafo 3-conexo planar e livre de K5 — e como menor. Sejam Gy, ..., G grafos
como no teorema de Tutte. Entao cada G; é planar e livre de K5 — e como menor. Note
ainda que G é uma roda. Agora uma simples andlise de casos mostra que, se G; é uma roda,
entdo G;+1 ou é uma roda, ou é o envelope, ou entdo contém K5 — e como menor. Ademais,
se G; é o envelope e i < k, entdo G4+ contém K5 — e como menor.

Antes de provarmos o teorema de Lee e Williams, precisamos introduzir um pouco de
terminologia e notagao. Precisamos também provar alguns lemas.

Seja D um grafo orientado e w: Ap — Z-, uma funcao peso. Denotamos o peso minimo
de um circuito de D por 7(D,w) e o tamanho maximo de uma familia w-disjunta de quebra-
circuitos de D por v(D,w).
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Lema 5.14«
Seja D = (V, A) um grafo orientado e w: A — Z-, uma funcdo peso. Suponha que existem
vértices x,y € V tais que D' := D — z — y nao ¢é fracamente conexo. Seja U o conjunto

de vértices de um dos componentes fracamente conexos de D’. Tome D} := D[U U {z,y}] e

b :=D—-U—A[{z,y}]. Parai= 1,2, seja w} a fungao w restrita a A(D}) e o; 0 peso minimo
de um caminho de z para y em D} com relacdo a w,. Tome o := min{7(D,w), a1, ag}. Sejam
a := zy e b := yx arcos novos. Para i = 1,2, tome D; := D} + a + b e defina uma funcao
peso w; sobre A(D;) a partir de w) atribuindo peso a ao arco a e 7(D,w) — o ao arco b.
Se 7(D;,w;) = v(D;,w;) para i = 1,2, entdao 7(D,w) = v(D,w).

Demonstragao. Abrevie 7 := 7(D,w) e v := v(D,w). Abrevie também 7; := 7(D;,w;) e
v; = v(D;,w;) para i = 1,2. Comegamos mostrando que

7, =7, parai=1,2. (5.8)

E claro que 7; < 7 devido aos arcos novos a e b. Suponha que existe um circuito C' em D;
com w;i(C) < 7. E claro entdo que C' passa por a ou por b. Suponha primeiro que C' passa
por b. Entao C' — b é um caminho de z para y em D) e w,(C —b) < a < a;, 0 que contradiz
a escolha de «;. Concluimos que C' deve passar por a. Entdao C' — a é um caminho de y
para  em D} com w,(C —a) < T — ;. Seja Py, um caminho de = para y em D) tal que
w;(Pyy) = ;. Entao (C — a) U Py, contém um circuito C’ tal que w(C') < 7 — o + a; = 7.
Essa contradigao conclui a prova de (5.8).

Para ¢ = 1,2, como 7 = 7; e 7; = 1; por hipdtese, entao existem 7 quebra-circuitos de D;
que sdo w;-disjuntos, digamos, Q¢, ..., Q.. Como o circuito formado pelos arcos a e b tem
peso 7, podemos supor que Q;- N{a,b} = {a} paratodo j € {1,...,a} e que Q;- N{a,b} = {b}
para todo j € {a+1,...,7}.

Tome Q; := (Q]l U Q?) \ {a,b} para j =1,...,7. Afirmamos que

@j ¢ um quebra-circuitos de D para todo j =1,...,7. (5.9)

De fato, seja C' um circuito de D. Se C' é um circuito de D} ou de D5, entdo ¢ evidente que
Qj N C # @. Suponha entao que C passa pelos vértices x e y e que C = P, U Py, onde
P,, ¢ um caminho de x para y e Py, ¢ um caminho de y para x. Vamos supor que P, ¢ um
caminho em D] e que Py, é um caminho em D). O outro caso ¢ andlogo.

Suponha que j € {1,...,a}. Como P, + b é um circuito em D; e b ¢ Q}, temos que
Q; N Py # @. Suponha entao que j € {a+1,...,7}. Como Py, + a é um circuito em D5 e
a ¢ QJZ, temos que @Q; N Py, # @. Em ambos os casos, Q; N C # &. Isso conclui a prova da
afirmacao (5.9).

Como {A(D}), A(D%)} é uma particao de A, entdo Q1, . .., Q- sdo obviamente w-disjuntos,
como queriamos. ]
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Com esse lema, j& podemos derivar o seguinte resultado de LEE E WAKABAYASHI [2001]:

Teorema 5.14

Seja D = (V, A) um grafo orientado e w: A — Zs, uma fungao peso. Se D é livre de K,
como menor, entao o peso minimo de um circuito é igual ao tamanho maximo de uma familia
w-disjunta de quebra-circuitos.

Demonstragao. Seja D um contra-exemplo com o menor niimero de vértices.

Uma simples andlise de casos mostra que a afirmacao do teorema é valida se D possui no
maximo 3 vértices. Logo, podemos supor que D tem pelo menos 4 vértices.

Seja G' o grafo subjacente a D. Pela minimalidade de |Vp|, é 6bvio que G é 2-conexo.
Se existem z,y € V distintos tais que G — x — y é desconexo, entao 7(D,w) = v(D,w) pela
minimalidade de |Vp| e pelo lema 5.14c. Concluimos que G é 3-conexo. Mas é facil ver que
todo grafo 3-conexo possui K4 como menor. Portanto, D nao é livre de K4 como menor.
Essa contradicao conclui a prova. O

Precisamos introduzir agora mais notacao e terminologia.

Seguindo as mesmas idéias da prova do teorema 5.3, dizemos que um quebra-circuitos )
de D ¢é admissivel (para w) se x? < w e é adequado (em (D, w)) se 7(D,w — x%) >
7(D,w) — 1. Por conveniéncia, se @) é um quebra-circuitos admissivel para w e adequado em
(D, w), dizemos que @) é admissivel e adequado para (D, w).

Observe que, se Q1,...,Q, é uma familia w-disjunta de quebra-circuitos de D tal que
7 = 7(D,w), entao Q; é um quebra-circuitos admissivel e adequado para (D, w), para todo j.

Vamos usar ainda uma operagao que altera os pesos nos arcos de um corte. Seja U C V
um subconjunto nao-vazio. O deslocamento de w para dentro de U é a operagdo que
transforma w na funcao peso

0w, U) = w + x* @) — 3O,

Suponha que w’ := o(w,U) > 0. E evidente que w(C) = w'(C) para todo circuito C' de D.
Logo,
7(D,w) = 7(D, o(w,U)). (5.10)

Além disso, é claro que

um quebra-circuitos é adequado em (D, w) se, e somente se,

5.11
¢é adequado em (D, o(w, U)) ( )

Sera conveniente realizarmos sucessivos deslocamentos para dentro de U até que algum

arco que sai de U obtenha peso 0. Para cada i > 0, denote
w, se i =0,
g(giil(w, U), U), caso contrario.

s = |

Denote ainda _ _
min{ w(a): a € §(U) }, se §(U) # &,
(D, w), caso contrario.

Winin (U) := {

Finalmente, denote o*(w, U) := ¢° (w,U), onde i* := wmin(U).
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Lema 5.15a¢ (Lema fraco da remocao)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e w: A — Z, uma fungao peso. Suponha que existe um
arco a € A com w(a) > 7(D,w). Seja D' := D —a e w' a fun¢do peso w restrita aos arcos
de D'. Se 7(D',w'") = v(D',w'), entao 7(D,w) = v(D,w).

Demonstragao. Abrevie 7 := 7(D,w). E evidente que T(D',w') > 7. Sejam Qq,...,Q-
quebra-circuitos w’-disjuntos de D’. Entao @ U {a},...,Q; U {a} sdo quebra-circuitos
w-disjuntos de D. O

Lema 5.153 (Lema forte da remocgao)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e w: A — Z, uma fungao peso. Suponha que existe um
subconjunto ndo-vazio U C V bem como um arco a € §(U) tais que w(a)+Wmin(U) > 7(D, w)
e Win(U) - CTAO(U) < 7(D,w), onde Ay := {a € A: w(a) =0}. Seja D' := D —aew' a
fungao peso o*(w,U) restrita aos arcos de D’. Se 7(D',w') = v(D’,w'), entdo existe um
quebra-circuitos admissivel e adequado para (D, w).

Demonstragao. Abrevie 7 := 7(D,w) e w” := o*(w,U). Suponha que 7(D’,w') = v(D',w’).
Pela equagao (5.10), temos que 7 = 7(D,w”). Como w(a) + Win(U) > 7, entao w”(a) > 7.
Logo, pelo lema fraco da remocao, existem 7 quebra-circuitos w”-disjuntos de D, digamos,
Q1,-..,Qr. Pela afirmacdo (5.11), como @Q; ¢é adequado em (D, w"), entdo Q; é adequado
em (D, w). Resta encontrarmos, dentre os quebra-circuitos @1, ..., Q,, um quebra-circuitos
que ¢é admissivel para w. Observe que um quebra-circuitos ); pode nao ser admissivel para w,
j4 que Q; pode conter um arco b € §(U) tal que w(b) = 0 e w”(b) > 0. Porém, como

> Aw'0):0€8,(U)} = wmin(U) - d,, (U) <7,

entao pelo menos um dos 7 quebra-circuitos Q1,...,Q, nao tem nenhum arco de § AO(U ),
e portanto é admissivel.

Lema 5.15v

Seja D um grafo orientado. Seja C' um pseudocircuito de D que nao é um circuito. Se () é um
quebra-circuitos minimal que inclui todos os arcos diretos de C', entao () inclui pelo menos
um arco reverso de C.

Demonstra¢do. Como ) é minimal, para todo arco a € @, existe um circuito C, tal que
C, N Q = {a}. Denote o conjunto dos arcos direto de C' por C~ e tome C~ := C'\ C~.
E fécil ver que, no grafo C* := (CUU{Ca: a € C7})\C, todo vértice é ponta inicial de
algum arco e todo vértice é ponta final de algum arco. Mas entao existe um circuito em C*
que s6 pode intersectar @ em C. O

Podemos finalmente provar o teorema de LEE E WILLIAMS [2006]:

Teorema 5.15 (Teorema de Lee e Williams)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e w: A — Z-, uma fungao peso. Suponha que D é planar
e livre de K5—e como menor. Entao o peso minimo de um circuito é igual ao tamanho méximo
de uma familia w-disjunta de quebra-circuitos de D.
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Demonstragao. Dentre todos os contra-exemplos (D, w), escolha os que minimizam 7(D, w).
Dentre esses, escolha os que minimizam |Vp|. Finalmente, dentre esses, escolha um que
minimiza |Ap|. Seja (D, w) o contra-exemplo escolhido.

Comegamos observando algumas propriedades de D e w. Abrevie 7 := 7(D, w).

Observe que

nao existe nenhum quebra-circuitos admissivel e adequado para (D, w). (5.12)

De fato, suponha que @ é um quebra-circuitos admissivel e adequado para (D, w). Tome a
funcio peso w’' := w — x%. Entdo 7(D,w’) = 7 — 1. Pela minimalidade de 7(D,w), temos
que 7(D,w’") = v(D,w’). Assim, combinando v(D,w’) = 7 — 1 quebra-circuitos w’-disjuntos
com @, obtemos 7 quebra-circuitos w-disjuntos em D, o que contradiz o fato de que (D, w)
é um contra-exemplo para o teorema.

Chame um arco de critico se ele estd em algum circuito de peso 7. Podemos supor que

todo arco com peso positivo é critico. (5.13)

De fato, suponha que um arco a com w(a) > 0 nao estd em nenhum circuito de peso 7.
Diminua o peso de a de modo que 7(D,w) seja preservado e que ou a passe a estar em
algum circuito de peso minimo ou entao seu novo peso seja 0. Por exemplo, se a = xy, tome
w'(a) := max{0,7 — a}, onde a denota o peso minimo de um caminho de y para x. Repita
isso para cada arco de D. Chame de w’ a funcao peso obtida ao fim desse procedimento
e note que v’ < w e 7(D,w’) = 7. Entdo, com relagao & fungdo peso w’, cada arco de D
com peso positivo é critico. Ademais, (D, w’) é um contra-exemplo pois, se Q1,..., Q- sdo
quebra-circuitos w’-disjuntos, entao eles também sao w-disjuntos. Isso conclui a prova de que
podemos supor a validade de (5.13).
E f4cil ver ainda que, pela escolha do contra-exemplo,

D nao possui lagos nem arcos paralelos. (5.14)
Além disso, é ébvio que
todo arco estd em algum circuito; em particular, D nao tem cortes orientados. (5.15)
Finalmente, notamos que,
se dois arcos a e b formam um circuito, entao w(a), w(b) > 0. (5.16)

De fato, se w(a) = 0, entao w(b) > 7. Pela minimalidade de |Ap| e pelo lema fraco da
remocao, existem 7 quebra-circuitos w-disjuntos em D, contradizendo o fato de que (D, w) é
um contra-exemplo.

Seja GG o grafo simples subjacente a D. Como na prova do teorema 5.14, G é 3-conexo.
Pelo teorema 5.12 de Wagner, temos que G é uma roda ou um envelope. Em ambos os casos,
G possui um vértice de grau 3. Seja u um tal vértice e sejam x, y, z seus vizinhos em G. Pela
afirmacdo (5.15), temos que §(u) # @ e §(u) # @. Assim, pela afirmacio (5.14), as tnicas
configuragoes possiveis para os arcos incidentes em u sao as que estao listadas na figura 5.8.
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(1) (2) (3) (4)
zky z Y z Y z Y
(5) (6) (7) (8)

Figura 5.8: As configuragoes possiveis para os arcos incidentes em wu.

Vamos mostrar que nenhuma das configuracoes de (3) a (8) é possivel. Comegamos elimi-
nando as configuracoes (6) a (8). Em todas essas configuragoes, existe no méximo um arco
que nao forma um circuito de comprimento 2. Pela afirmacao (5.16), esse é o unico arco
que pode ter peso 0. Assim, escolhendo apropriadamente um conjunto U como U := {u}
ou U =V \ {u}, teremos que CTAO(U) = 0, de modo que podemos aplicar o lema forte da
remocao sobre U e algum arco apropriado de §(U) para obter um quebra-circuitos admissivel
e adequado em (D, w). Mas isso contradiz a afirmacao (5.12).

Vamos eliminar agora as configuracoes (4) e (5). Por simetria, basta eliminarmos a con-
figuragao (4). Chame de C o circuito formado pelos arcos ux e xu. Note que C' é o tnico
circuito de D que passa por zu. Tome D' := D — xu e seja w’ a restricao de w aos arcos
de D’. Vamos mostrar que

r=71(D,w'). (5.17)

E evidente que 7(D',w') > 7. Pela afirmacdo (5.16), temos que w(zu) > 0. Assim,
obtemos da afirmagao (5.13) que 7 = w(ux) + w(zu). Pela afirmacao (5.15), o arco zu esta
em algum circuito de D, digamos (', e tal circuito certamente passa pelo arco uz. Observe
que pelo menos um arco de ¢’ — uz tem peso positivo, pois caso contrario, terfamos que
w(C") = wluz) < w(uz) + w(zu) = 7. Seja a um tal arco. E evidente que nenhum circuito
de D que passa por a também passa por xu. Agora a equagao (5.17) segue da afirmagao (5.13).

Pela minimalidade de |Ap|, temos que 7(D’,w') = v(D’,w’). Portanto, existem 7 quebra-
circuitos w’-disjuntos em D’. Agora adicione o arco zu a cada um dos quebra-circuitos que
nao contém ux para obter 7 quebra-circuitos w-disjuntos de D. Mas entao 7 = v(D,w),
contradizendo o fato de que (D, w) é um contra-exemplo.



Secdo 5.6. O teorema de Lee e Williams 87

Resta eliminarmos a configuracao (3). Se w(yu) > w(zu) ou w(uz) > w(uzx), entdo
podemos eliminar a configuragdo (3) com um argumento semelhante ao que usamos para
eliminar as configuragoes (6)—(8). Suponha entao que

w(yu) < w(zu) e  w(uz) < w(ux). (5.18)

Remova o vértice u e adicione arcos entre os vértices x, y e z como na figura 5.9, atribuindo
os pesos w(yu) + w(uz) ao arco yz, w(yu) + w(uz) ao arco yz e w(zu) + w(uz) ao arco xz.
Chame o grafo resultante de D’ e a funcao peso resultante de w'.

T xT

z Y z )
Figura 5.9: Modificando a configuracao 3.

Note que, com essa alteragao, todos os circuitos de D tém um circuito correspondente
em D’ e com o0 mesmo peso, exceto pelo circuito formado pelos arcos uz e xu, que obviamente
nao aparece em D’. Afirmamos que

T = w(ux) + w(zuw). (5.19)

Pois suponha que 7 < w(uz) + w(zru). Por (5.18), sabemos que w(ux) > 0 e w(zxu) > 0.
Pela afirmagao (5.13), o arco ux estd num circuito Cy,, de peso minimo e o arco zu estd num
circuito C,, de peso minimo. Mas entao o grafo orientado D possui um circuito C' tal que
C C (Cypy—zu)U(Cyg —uz) e com peso w(C) < 7—w(zu)+7—w(ux) < 7. Essa contradicao
conclui a prova de (5.19).

Usando um argumento semelhante ao usado na prova de (5.17), podemos mostrar que o
circuito formado pelos arcos ux e zu nao é o Unico circuito de peso minimo de D, de modo
que 7(D';w') = 7. Pela minimalidade de |Vp|, temos que 7(D’,w’') = v(D’,w’). Sejam

Yy..., Q. quebra-circuitos w’-disjuntos de D’. Vamos mostrar que pelo menos um desses
quebra-circuitos pode ser modificado para um quebra-circuitos admissivel e adequado para
(D,w).

Seja @ um dos quebra-circuitos de D’ e C’ o pseudocircuito de D’ formado pelos arcos yz,
yz e xz. Pelo lema 5.157, as Unicas possibilidades para o conjunto @, N C’ sdo as ilustradas
na figura 5.10, onde os arcos de @, N C” sdo exatamente os arcos pontilhados.

Pelas relagoes (5.18) e (5.19), sabemos que o arco yz aparece em no maximo w'(yz) =
w(yu) + w(uz) < w(uzr) + w(xu) = 7 dos quebra-circuitos @, ..., Q~. Logo, pelo menos um
dos quebra-circuitos @} é do tipo (a), (b) ou (c) na figura 5.10. Se Q) é do tipo (a) ou (b),
entdo ¢ facil ver que Q;U{ux} é um quebra-circuitos admissivel e adequado para (D, w). J4 se
Q) é do tipo (c), entdo é facil ver que @, U {zu} é um quebra-circuitos admissivel e adequado
para (D,w). Em ambos os casos, obtemos um quebra-circuitos admissivel e adequado para
(D, w), contradizendo a afirmagao (5.12).
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Figura 5.10: As possibilidades para Q; N C".

Logo, as tinicas configuracoes possiveis para os arcos incidentes em vértices de grau 3 em GG
sao as configuracoes (1) e (2) da figura 5.8. Como o envelope é ciibico e na roda existe no
maximo um vértice de grau diferente de 3, segue que o grafo orientado D nao tem circuitos
de comprimento 2.

Vamos arrematar a prova usando o teorema das jungoes disjuntas de Feofiloff-Younger e
Schrijver. Notamos, entretanto, que nao precisamos de um resultado tao poderoso: LEE [2006]
observou que, com um pouco mais de trabalho, podemos terminar esta prova sem apelarmos
para esse teorema.

Seja D* o dual planar de D. Suponha que G é o envelope. Entao o dual planar de G é
K5 — e e, pela afirmacao (5.15), o grafo orientado D* é uma orientagao aciclica de K5 — e.
E facil ver que qualquer orientagao aciclica de K5 — e é fonte-sorvedouro-conexo. De fato, se
um dos 3 vértices de grau 4 de K5 — e é uma fonte ou um sorvedouro em D*, é claro que
D* é fonte-sorvedouro-conexo. Caso contrario, um dos vértices de grau 3 é uma fonte e é
facil ver que a D* é fonte-sorvedouro-conexo. Logo, pelo teorema das jungoes disjuntas de
Feofiloff-Younger e Schrijver e por dualidade no plano, existem 7 quebra-circuitos w-disjuntos
de D, uma contradigao.

Suponha entao que G é uma roda. Entao o dual planar de G também ¢é uma roda.
E f4cil ver que qualquer orientacao aciclica de uma roda é fonte-sorvedouro-conexa. Assim,
obtemos uma contradicao exatamente como no paragrafo anterior.

Concluimos que nao existe nenhum contra-exemplo para o teorema. ]

Corolario 5.15.1

Seja D = (V, A) um grafo orientado planar e ¢: A — Z-, uma funcdo capacidade. Se D é
livre do envelope como menor, entdao a capacidade minima de um corte orientado é igual ao
tamanho maximo de uma familia c-disjunta de jungées.

Demonstracao. Imediato do teorema 5.15 de Lee e Williams via dualidade no plano. O
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Resultados relacionados

BARAHONA, FONLUPT E MAHJOUB [1994] mostraram que a mesma rela¢do min-max do
teorema 5.5 planar de Lucchesi-Younger vale para todo grafo orientado livre de K33 como
menor. Eles se basearam num teorema de WAGNER [1937b] sobre a decomposicao de grafos
livres de K33 como menor em grafo planares e copias do K5. SEYMOUR [1996] mostrou que
a relacdo min-max também vale para todo grafo orientado euleriano cujo grafo subjacente
é linklessly embeddable, isto é, que pode ser imerso em R? evitando que quaisquer dois
circuitos disjuntos nos vértices estejam ligados da mesma forma que duas argolas de uma
corrente. Seymour se baseou na caracterizagao de tais grafos por menores proibidos obtida
por ROBERTSON, SEYMOUR E THOMAS [1995].






Capitulo 6

T-juncoes e emparelhamentos

A teoria de emparelhamentos é muito rica e elegante e permeia as areas de otimizacao
combinatéria e teoria dos grafos. O problema do emparelhamento maximo, por exemplo,
¢ um dos modelos bem-resolvidos mais fundamentais da otimizagao combinatéria. O teorema
de emparelhamentos de Koénig, que resolve esse problema em grafos bipartidos, foi uma das
primeiras relagdes min-max descobertas. Posteriormente, as contribuigoes pioneiras de Tutte
e Edmonds resolveram o problema em grafos nao-bipartidos. Os artigos seminais de Edmonds
publicados em 1965 merecem destaque especial, pois abriram areas que antes eram inacessiveis
pelos métodos classicos baseados em fluxos e unimodularidade total.

Diversas extensoes de emparelhamentos foram propostas. Uma delas envolve o conceito de
T-juncao e estd intimamente relacionado com o problema chinés do carteiro: dado um grafo
com custos nas arestas, encontre um passeio que percorre cada aresta pelo menos uma vez e
que tem o menor custo possivel. Esse conceito também esta surpreendentemente relacionado
com o problema do corte maximo e de multifluxos em grafos planares, bem como outros
problemas importantes em otimizagao combinatéria.

Diversas relagoes min-max para o tamanho minimo de uma 7T-juncdo ja foram provadas.
A maioria delas envolve o empacotamento de T-cortes. Frank e Szigeti observaram que um
teorema de Frank, Tardos e Sebd implica todas essas relacées min-max de forma relativamente
simples e que esse proprio teorema pode ser provado facilmente usando uma técnica de Sebd.

Dentre as conseqiiéncias desse teorema de Frank, Tardos e Seb6 estd uma caracterizagao
de Seymour dos grafos que satisfazem uma certa relacio min-max envolvendo o tamanho
minimo de uma 7T-juncao. Essa caracterizagao é um caso especial de um dificil teorema de
Seymour sobre matréides bindrios com a propriedade fluxo-méximo corte-minimo.

Neste capitulo, vamos apresentar o teorema de Frank, Tardos e Sebé e derivar dele diversas
relagbes min-max para o tamanho minimo de uma 7T-jungao. Vamos provar também alguns
resultados classicos sobre emparelhamentos.

O restante do capitulo esta organizado da seguinte maneira: na segao 6.1, introduzimos os
conceitos de T-juncao e T-corte e provamos o teorema de Frank, Tardos e Sebd; na segao 6.2,
derivamos diversas relagoes min-max cléssicas para emparelhamentos; na secao 6.3, derivamos
varias relag0es min-max para o tamanho minimo de uma 7T-jung¢ao; finalmente, na secao 6.4,
apresentamos uma prova curta para a caracterizacao de Seymour.
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6.1 O teorema de Frank, Tardos e Sebo

Seja G = (V,E) um grafo e T C V. Dizemos que J C E é uma T-jungao se T é o
conjunto dos vértices de grau impar do grafo (V, J).

Por exemplo, um subconjunto de arestas é uma @-juncao se, e somente se, € uma uniao
de circuitos disjuntos nas arestas. Se r,s € V sao distintos, entdo um subconjunto de arestas
é uma {r, s}-jungao minimal se, e somente se, é um caminho que liga r a s.

Chame um conjunto T' C V' de compativel se G possui uma 7T-juncao. E evidente que
T C V é compativel se, e somente se, |T'N K| é par para cada componente K de G.

Sejam T e T’ conjuntos compativeis. Observe que,

se J é uma T-jungao e J' é uma T’-juncao, entao J A J' é uma (T A T')-juncao.  (6.1)
De fato, temos que

9yny ) = g0, W) +29, ,(v)  (mod2)
= g,(v)+g,() (mod 2),

ou seja, g,, »(v) é impar se, e somente se, precisamente um dentre g,(v) e g, (v) é impar.
Usando essas propriedades, é ficil ver que

toda T-juncao é uma unido de circuitos e |T'|/2 caminhos disjuntos nas (6.2)
arestas, onde os caminhos ligam pares disjuntos de vértices de T'.

Uma T-juncao é minima se tem tamanho minimo dentre todas as T-juncgoes. O seguinte
fato foi observado por GUAN [1960]:

Lema 6.1a (Lema de Guan)
Seja G um grafo e T' um conjunto compativel. Entao uma T-juncao J é minima se, e so-
mente se, |C' N J| <|C\ J| para todo circuito C de G.

Demonstracao. Seja J uma T-jungao minima e C' um circuito de G. Pela afirmagao (6.1),
o conjunto de arestas J' := J A C é uma T-juncao. Como |J| < |J/|, entdo é Sbvio que
|cCnJ|<|C\J|.

Seja J uma T-jungdo e suponha que existe uma T-jungao J' satisfazendo |J'| < |J|.
Pela afirmacao (6.1), o conjunto J A J' é uma @-juncdo, ou seja, é uma uniao de circuitos
disjuntos nas arestas. E claro que, para pelo menos um desses circuitos, digamos, C', vale que
|C'NJ| > |C\ J|, pois caso contrario terfamos |J'| > |J|. O

Uma funcao w: E — {41, —1} é conservativa se w(C) > 0 para todo circuito C' de G.
Dado um conjunto compativel T' e uma T-juncéo J, defina uma funcio peso w’: E — Z da
seguinte maneira: para cada e € F/, tome

wJ(e) :_{—1, see€J,

+1, caso contrario.
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E 6bvio que a seguinte afirmacao é equivalente ao lema 6.1a de Guan:

J

uma 7T-juncao J é minima se, e somente se, w”’ é conservativa. (6.3)

Dizemos que S C V' é T-par se |[SNT| é par e é T-impar se |SNT| é impar. Dizemos
que F' C E é um T-corte se F' = §(5) para algum subconjunto T-impar S. Note que

d,(S) é impar se, e somente se, S é T-impar. (6.4)

Isso segue imediatamente da seguinte equagao:

>~ 9,(0) = d,(8) +2[BIS) N J|.

vES

Em particular, toda T-juncao intersecta todo T-corte, e portanto o tamanho minimo de uma
T-jungao nunca é menor que o nimero maximo de T-cortes disjuntos.

Seja H um subgrafo de G. Dizemos que H é T-par se Vi é T-par e é T-impar se Vi é
T-impar. Denote por ¢,(H) o nimero de componentes T-impares de H.

Estamos prontos para provar o teorema de FRANK, TARDOS E SEBO [1984]. Seguimos a
prova apresentada no artigo de FRANK E SZIGETI [1994], que usa uma técnica de SEBO [1987].

Teorema 6.1 (Teorema de Frank, Tardos e Sebd)

Seja G = (V, E) um grafo (U, W)-bipartido e T' um conjunto compativel. Entao o tamanho
minimo de uma 7T-juncao é igual a

max { Sgey a,(G — )}, (6.5)

onde o maximo é tomado sobre todas as particoes U de U.

Demonstragdo. Primeiro mostramos que min > max. Seja J uma T-jungdo e U uma partigao
de U. Como G é (U, W)-bipartido, temos que

|J| = ZZ{dJ(K): K é um componente de G — S }

Seu

> Z Z{ 1: K é um componente T-impar de G — S } (6.6)
Seu

= Z qT(G - 5)7
Seu

ja que, se K é um componente T-impar de G — S, entdao §(K) é um T-corte, e portanto
d,(K)>1.
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Vamos mostrar agora que existem uma 7T'-jungao J e uma particdo U de U que satisfazem
a inequacao (6.6) com igualdade. Para tanto, basta mostrarmos que

existem uma T-juncao J e uma particao U de U tais que, para cada parte (6.7)
S € U e cada componente K de G— S, existe no maximo uma aresta de J
com uma ponta em S e outra em K.

Observe que isso faz com que a tnica inequagao de (6.6) valha com igualdade.

Seja J uma T-juncdo minima. Pela afirmacdo (6.3), a funcio peso w’ é conservativa.

Chame uma aresta de negativa se seu peso é negativo. Para provarmos (6.7), é suficiente
provarmos que,

se w é uma fungao conservativa, entao existe uma partigdo U de U tal que, (6.8)
para cada parte S € U e cada componente K de GG — .S, existe no maximo
uma aresta negativa com uma ponta em S e outra em K.

Seja J o conjunto das arestas negativas. Nossa prova é por indugao em |J|. Se J = &,
basta tomarmos U := {U}. Suponha entao que J # &.

Nossa estratégia serd encontrar um vértice apropriado s que incida numa tnica aresta
negativa. Depois vamos contrair as arestas do corte d(s) para obter um novo grafo bipartido.
Se tomarmos cuidado na escolha de s, a funcao w restrita as arestas do grafo resultante ainda
serd conservativa e poderemos usar indu¢do. No fim, incluimos o conjunto {s} na partigao
encontrada de acordo com a conveniéncia.

Seja r um vértice incidente em alguma aresta negativa. Dentre todos os caminhos P de G
que comecam em r, escolha os que minimizam w(P). Dentre esses, escolha um que tem o
menor numero de arestas. Seja P o caminho escolhido. Seja s a outra extremidade de P e
xs a aresta de P incidente em s.

Pela escolha de r, é evidente que w(P) < 0. Para cada vértice v de P distinto de s, denote
por P,s o subcaminho de P que vai de v até s. Como P tem o menor nimero possivel de
arestas, é claro que

w(Pys) < 0 para todo vértice v de P distinto de s. (6.9)

Afirmamos que

xs é a Unica aresta negativa incidente em s. (6.10)

De fato, suponha que sy é outra aresta negativa. Se P passa por y, entao por (6.9) o circuito
P,s + sy tem peso negativo, uma contradigao. Logo, P nao passa por y. Mas entao P + sy ¢é
um caminho de peso menor que o de P, contradizendo a escolha de P. Isso conclui a prova
de (6.10).
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Tome G’ := G/(s). Seja w': E(G") — {+1,—1} a funcao peso correspondente a w.
Queremos mostrar que
w’ é conservativa. (6.11)

Para tanto, basta mostrarmos que,
em GG — s, ndo existe nenhum caminho de peso negativo ligando vizinhos de s. (6.12)

Pois suponha que @ é um caminho em G — s com extremidades y, z € N(s) e com peso
negativo. E claro que y e z sao distintos de x, pois caso contrario Q)+ zs+ sy seria um circuito
de peso negativo.

Para cada vértice v de @, denote por @, o subcaminho de @ que liga y a v e por Q. o
subcaminho de @ que liga v a z. Note que, como w(Q) < 0, entdo, para cada vértice v de @,
temos que w(Qyy) < 0 ou w(Qy:) < 0.

Suponha que P e ) possuem um vértice em comum. Dentre todos os vértices v comuns
a P e (@, escolha o que minimiza o comprimento de P,;. Podemos supor que w(Qy,) < 0.
Mas entao (Qy, U Pys) + sy é um circuito de peso negativo, por (6.9). Isso é uma contradigao.
Logo, P e Q nao tém vértices em comum.

Como G é bipartido e as extremidades de () estdo na mesma classe de cor, entdao () tem
comprimento par. Logo, w(Q) < —2. Mas entao (P + sy)U(Q é um caminho que comega em r
e que tem peso menor que w(P), contradizendo a escolha de P. Essa contradi¢ao conclui a
prova de (6.12), e portanto a de (6.11).

Estamos prontos para aplicar a hipétese de indugao. Seja s € V(G’) o vértice contraido.
Suponha que s € U. Tome U’ := U \ {s} e W’ := (W \ Ng(s)) U{s'}. Observe que G’ ¢
(U', W')-bipartido. Pela hipétese de indugéo, existe uma particao U’ de U’ tal que, para cada
parte S’ € U' e cada componente K’ de G’ — §’, existe no maximo uma aresta negativa com
uma ponta em S e outra em K’. Entdo U’ U {{s}} satisfaz (6.8).

Suponha agora que s € W. Tome U’ := (U \ Ng(s)) U{s'} e W' := W\ {s}. Note
que G’ é (U',W')-bipartido. Pela hipétese de indugao, existe uma particao U’ de U’ tal que,
para cada parte S’ € U’ e cada componente K’ de G’ — S’, existe no mdximo uma aresta
negativa com uma ponta em S’ e outra em K’. Seja S’ a parte de U’ que contém s’. Tome
S = (S"\{}) UNg(s) e :== U\ {S"}) U{S} e note que U satisfaz (6.8). O

Corolario 6.1.1
Seja G = (V, E) um grafo e T um conjunto compativel. Entdo o tamanho minimo de uma
T-juncao é igual a

max{%ZSevqT(G—S)}, (6.13)

onde o maximo ¢é tomado sobre todas as particoes V de V.

Demonstragdo. Subdivida cada aresta de G, isto é, substitua cada aresta e = xy € E por
um caminho zw.y, onde w, é um vértice novo para cada e € E. Seja G’ o grafo resultante.
Tome W := {w,: e € E'}. Agora o coroldrio segue do teorema 6.1 de Frank, Tardos e Seb6
aplicado ao grafo (V, W)-bipartido G’, tomando particoes de V. O



96 Capitulo 6. T-juncdes e emparelhamentos

6.2 Emparelhamentos

Nesta secao, vamos derivar alguns resultados classicos sobre emparelhamentos. Como
algumas das provas sao bem conhecidas, nao vamos nos deter em muitos detalhes.

Seja G = (V,E) um grafo. Lembramos que M C E é um emparelhamento se cada
vértice de G é ponta de no maximo uma aresta de M. Se uv € M, dizemos que u esta
emparelhado com v. Dizemos que M satura um vértice v se v é ponta de alguma aresta
de M e que M satura S C V se M satura cada vértice de S. Um emparelhamento é perfeito
se satura V. Note que um emparelhamento perfeito é uma V-jungao minima.

Comecamos com a famosa caracterizagao de TUTTE [1947] de grafos que admitem um
emparelhamento perfeito:

Coroldrio 6.1.2 (Teorema de emparelhamentos perfeitos de Tutte)
Um grafo G = (V, E) possui um emparelhamento perfeito se, e somente se,

q,(G—=8) <|S| (6.14)
para todo S C V.

Demonstracao. E fécil ver que a condigao (6.14) é necessaria, ja que cada componente impar
de G — S possui pelo menos um vértice emparelhado com um vértice de S.

Suponha que G nao possui um emparelhamento perfeito. Se V nao é compativel, entao a
condigao (6.14) é violada por S := @. Suponha entao que V' é compativel. Entdo o tamanho
minimo de uma V-juncdo é estritamente maior que |V|/2. Pelo corolario 6.1.1, existe uma
particao V de V tal que

D (G=8) > vI2=5>"18].

Sev Sev
Entéo existe uma parte S de V tal que ¢, (G — S) > |S], como queriamos. O

Derivamos agora a férmula de Tutte-Berge, uma relagdo min-max obtida por BERGE [1958]
que caracteriza o tamanho méximo de um emparelhamento:

Corolério 6.1.3 (Férmula de Tutte-Berge)
Num grafo G = (V, E) o tamanho maximo de um emparelhamento ¢ igual a

min {5([V] +15] —4,(G - 9)) . (6.15)

Demonstra¢do. Assim como na prova do teorema de emparelhamentos perfeitos de Tutte,
é facil ver que o maximo nunca excede o minimo. Seja k := max{ ¢, (G—5)—|S[: SCV }.
Seja X um conjunto de k vértices novos. E facil verificar que o grafo G’ := G x Kx satisfaz
a condigao (6.14). Pelo teorema 6.1.2 de emparelhamentos perfeitos de Tutte, o grafo G’
possui um emparelhamento perfeito M’. Agora M := M’ N E é um emparelhamento em G
de tamanho (6.15), como querfamos. O
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Passemos agora para grafos bipartidos. Comegamos com o teorema do casamento de
HaLL [1935]:

Corolério 6.1.4 (Teorema do casamento de Hall)
Um grafo (U, W)-bipartido possui um emparelhamento que satura U se, e somente se,

IN(S)[ = |S] (6.16)
para todo S C U.

Demonstragao. Claramente a condigdo (6.16) é necessaria. Para ver que ela é suficiente,
considere um grafo G que satisfaz (6.16). Se |V| é impar, acrescente um vértice novo a W
e chame o conjunto resultante de W’; se |V| é par, tome W' := W. Nao é dificil ver que o
grafo G' := GU Ky satisfaz a condicao (6.14). Logo, pelo teorema 6.1.2 de emparelhamentos
perfeitos de Tutte, o grafo G’ possui um emparelhamento perfeito M’. E claro que M :=
M' N E é um emparelhamento em G que satura U, como queriamos. O

Provamos a seguir o teorema de emparelhamentos de KON1G [1931].
Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que K C V é uma cobertura por vértices se G — K
nao possui arestas.

Corolério 6.1.5 (Teorema de emparelhamentos de Kénig)
Num grafo bipartido, o tamanho minimo de uma cobertura por vértices é igual ao tamanho
maximo de um emparelhamento.

Demonstragdo. Seja K uma cobertura por vértices de tamanho minimo. Abrevie Ug := KNU
e Wk := KNW. O grafo Gy := G[Ug UW’']|, onde W' := W \ Wk, é (Ug, W’)-bipartido e
é facil ver que ele satisfaz a condigao (6.16), pois caso contrario poderfamos encontrar uma
cobertura por vértices de tamanho menor que |K|. Logo, pelo teorema 6.1.4 do casamento
de Hall, o grafo Gy possui um emparelhamento My que satura Ugx. Analogamente, o grafo
subgrafo de G induzido por Wi U (U \ Uk) possui um emparelhamento My, que satura Wy
E claro que My U My é um emparelhamento em G de tamanho | K|, como querfamos. [

O tltimo coroldrio desta se¢ao foi provado por KONIG [1916]. Uma coloragao de arestas
de um grafo G é uma particdo de Eg em emparelhamentos.

Corolério 6.1.6 (Teorema de coloragao de arestas de Konig)
Num grafo bipartido, o tamanho minimo de uma coloragao de arestas é igual ao grau maximo.

Demonstragdao. Seja G um grafo bipartido. Tome A := A(G). E fécil ver que existe um
supergrafo G’ de G que é A-regular. Também & fAcil ver que todo grafo bipartido regular
satisfaz a condicao (6.16). Logo, pelo teorema 6.1.4 do casamento de Hall, o grafo G’ possui
um emparelhamento perfeito M’. E claro que M := M’'NE é um emparelhamento em G que
satura todos os vértices de grau A. Mas entdao A(G — M) = A — 1 e o teorema segue por
indugao. O

Discutimos aspectos algoritmicos de emparelhamentos nas notas no final do capitulo.
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6.3 T-juncoes, T-cortes e T-fronteiras

Nesta secao, veremos algumas relagoes min-max para o tamanho minimo de uma 7T-juncgao.
Comegamos com um resultado de SEYMOUR [1981]:

Corolario 6.1.7
Num grafo bipartido, se T" é um conjunto compativel, entdo o tamanho minimo de uma
T-juncao é igual ao nimero maximo de T-cortes disjuntos.

Demonstragdo. Imediata do teorema 6.1 de Frank, Tardos e Sebd, tomando o conjunto de
T-cortes { §(K): K é um componente T-impar de G — S para algum S € U }. O

Essa relagdo min-max em geral nao vale para grafos nao-bipartidos. Note, por exemplo,
que ela nao vale se tomarmos G := Ky e T := V.

Seja G = (V,E) um grafo e T um conjunto compativel. Uma familia de T-cortes é
bidisjunta se cada aresta de G estd em no méaximo 2 desses T-cortes. O valor de uma familia
bidisjunta de T-cortes é a metade do tamanho dessa familia.

O seguinte resultado foi provado por LovAsz [1975]:

Corolario 6.1.8
Num grafo, se 7' é um conjunto compativel, entdo o tamanho minimo de uma T-juncao é
igual ao valor maximo de uma familia bidisjunta de T-cortes.

Demonstracao. Imediato do corolario 6.1.7, subdividindo cada aresta. ]

Seja G = (V, E) um grafo conexo e T' um conjunto compativel. Uma particao P de V'
é uma T-particao se, para toda parte S de P, o subgrafo induzido G[S] é conexo e S é
T-impar. Se P é uma T-particdo, entdao o conjunto de arestas d(P) é uma T-fronteira.
Lembramos que d,(P) denota o conjunto das arestas de G que tém suas pontas em partes
diferentes de P.

Seja P uma T-particao. E claro que |P| é par. Definimos o valor da T-particao P como
|P|/2 e o valor da T-fronteira §(P) como o valor de P. Observe que isso estd bem definido:
se F' C E é uma T-fronteira, entdo existe uma tnica T-particao P de V tal que F = §(P),
a saber, a partigado P = { K: K é um componente de G — F }.

Observe que §(S) é um T-corte para cada parte S da T-particdo P. Logo, se J é uma
T-jungao, entao ‘J nao (73)‘ é pelo menos o valor da T-fronteira 6(P). O valor de uma familia
disjunta de T-fronteiras é a soma dos valores das T-fronteiras da familia. E claro que o valor
de qualquer familia disjunta de T-fronteiras é um limitante inferior para o tamanho minimo
de uma 7-juncgao.

Vamos derivar agora uma rela¢do min-max provada por SEBO [1988]. Seguimos a prova
de FRANK E SZIGETI [1994]. Lembre-se que, na prova do corolério 6.1.1, subdividimos cada
aresta do grafo original e aplicamos o teorema 6.1 de Frank, Tardos e Seb& tomando partigoes
do conjunto original de vértices. Desta vez, vamos tomar particoes do conjunto de vértices
resultantes das subdivisoes.
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Corolario 6.1.9
Num grafo conexo, se T' é um conjunto compativel, entao o tamanho minimo de uma 7T-jungao
é igual ao valor maximo de uma familia disjunta de T-fronteiras.

Demonstracao. Subdivida cada aresta do grafo G, isto é, substitua cada aresta e = zy € F
por um caminho xu.y, onde u, é um vértice novo para cada aresta e € E. Chame o grafo
resultante de G’. Tome U := {u.: e € E } e note que G’ é (U, V)-bipartido.

Pelo teorema 6.1 de Frank, Tardos e Sebd, existem uma T-juncao J' C E(G’) e uma
particao U de U tais que

7= Y 0@ - 9). (6.17)
Seu

Escolha uma tal parti¢ao U que maximiza |U|.

Seja S € U tal que ¢, (S) > 0. Vamos mostrar que

Eq(S):={e€ E: ue. € S} é uma T-fronteira em G de valor ¢..(G' — S)/2. (6.18)

Basta mostrarmos que P := { K’ NV: K é um componente de G’ — S } é uma T-partigdo e
que Eg(S) = ds(P).

Seja K € P e K’ o componente de G’ — S tal que K = K'NV. Como K’ é um componente
de G' — S, é claro que G[K] é conexo. Suponha que K é T-par. Entao K’ também é T-par.
Observe agora que G’ — S tem no méximo |S|+ 1 componentes. Como ¢,(G' —S) > 0, entdo
G’ — S possui pelo menos 2 componentes T-impares. Logo, |S| > 2. Seja e € Eg(S) uma
aresta com uma tnica ponta em K. Entdo U’ := (U \ {S}) U{S\ {ue}, {ue}} satisfaz (6.17)
e |U'| > |U|, contradizendo a escolha de U. Concluimos que P é uma T-partigao.

E evidente que d¢(P) € Eg(S). Suponha que d¢(P) 2 Eq(S). Entao existe uma aresta
e € E com as duas pontas em algum componente K tal que u, € S. Como ¢,(G' — S) > 0,
é evidente que |S| > 2. Entao novamente U’ := (U \ {S}) U {5\ {uc}, {uc}} satisfaz (6.17)
e |U'| > |U|, contradizendo a escolha de U. Segue que d5(P) = Eq(S) e isso conclui a prova
de (6.18).

Concluimos que { Eg(S): S € U e ¢.(G' —S) > 0} é uma familia disjunta de T-fronteiras
de valor |J'| /2. Isso conclui a prova, pois J' corresponde de maneira 6bvia a uma T-jungao J
de G de tamanho |J'|/2. O

As notas do final do capitulo contém algumas referéncias sobre algoritmos para T-jungdes.

6.4 Um teorema de Seymour

Nesta secao, vamos provar um caso especial de um dificil teorema de SEYMOUR [1977]
sobre matréides binarios com a propriedade fluxo-maximo corte-minimo. HEsse caso especial
caracteriza os pares (G,T) formados por um grafo G' e por um conjunto compativel T tais
que o tamanho minimo de uma 7-juncao é igual ao nimero maximo de T-cortes disjuntos.
SEBO [1988] notou que essa caracterizagao segue facilmente do coroldrio 6.1.9 combinado com
um certo lema sobre grafos bicriticos. Vamos provar a caracterizacao usando essa estratégia.
Novamente seguimos FRANK E SZIGETI [1994].
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Dizemos que um grafo G ¢é bicritico se G — u — v tem um emparelhamento perfeito para
cada u,v € V distintos. Pelo teorema 6.1.2 de emparelhamentos perfeitos de Tutte,

um grafo G é bicritico se, e somente se, ¢, (G — S) < |S| — 2 para todo  (6.19)
subconjunto S C V tal que |S| > 2.

Seja G = (V, E) um grafo conexo, 7' um conjunto compativel e 6(P) uma T-fronteira.
O grafo de fronteiras de §(P) é o grafo obtido de G através da contracao de cada parte
de P. Uma T-fronteira é bicritica se seu grafo de fronteiras é bicritico.

Lema 6.2«

Seja G = (V,E) um grafo conexo e T um conjunto compativel. Se uma familia disjunta
de T-fronteiras de valor maximo tem tamanho maximo, entao cada T-fronteira da familia é
bicritica.

Demonstragdo. Seja F uma familia disjunta de T-fronteiras de valor méximo e de tamanho
méaximo. Suponha que uma T-fronteira §(P) € F nao é bicritica. Seja H o grafo de fronteiras
de §(P). Cada parte C' € P denota o vértice de H obtido da contragao de C, isto é, Viy = P.
Como H nao é bicritico, entao pela afirmagao (6.19) existe um subconjunto S C P tal que
qp(H—S8) > |S|—2¢|S| > 2. Ademais, como |P| é par, temos que ¢,(H —S5) = |S| (mod 2).
Logo,

qp(H—S)>1S|>2. (6.20)

Seja K um componente impar de H —S. Defina uma particao Px de Vi = P da seguinte
forma. Para cada vértice de K, crie uma parte de Pg que é um conjunto unitario contendo
esse vértice. Por fim, crie uma parte de Px que contém todos os vértices de H fora de K.
Tome

Pr={UX: X € Px }. (6.21)

Note que Pj é uma T-particdo, e portanto d5(Py) é uma T-fronteira. Além disso, o valor
da T-fronteira d4(Pj) é (|K|+1)/2.

Seja K um componente par de H — S. Defina uma particao P de Vi = P da seguinte
forma. Escolha um vértice u de K que é vizinho de S. Para cada vértice de K \ {u}, crie
uma parte de Pg que é um conjunto unitario contendo esse vértice. Por fim, crie uma parte
de Pk que contém todos os vértices de H fora de K \ {u}. Defina P}, como em (6.21) e note
que P, é uma T-particdo e que 6q(P)) é uma T-fronteira de valor |K|/2.

Tome F' := {§(P}): K ¢ um componente de H — S }. Observe que F’' é uma familia
disjunta de T-fronteiras tal que d¢(P)) C 05(P) para cada 05(Pj) € F'. Ademais, o valor
de F' é

1 L) — 1
3([H =S| +qp(H - 9)) = 5|H| = 3|P|,
ou seja, nao é inferior ao valor da T-fronteira ¢ (P). Além disso, |F'| > ¢,(H—S) > |S| > 2.

Mas entao F” := (F \ {0¢(P)}) UF’ é uma familia disjunta de T-fronteiras de valor maximo
e com |F"| > |F|, contradizendo a escolha de F. O
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Vamos ver agora o lema de Seb6 sobre grafos bicriticos:

Lema 6.20

Seja G = (V, E) um grafo bicritico com |V| > 4. Entao existe uma particao {Vi, Vo, V3, Vy}
de V tal que, para cada i, o subgrafo induzido G[V;] é conexo e V; é impar e, para quaisquer
i,j € {1,2,3,4} distintos, existe uma aresta entre V; e V.

Demonstragdo. Vamos encontrar em G um circuito impar C' que serd a base de construgao
das partes Vi, Vo e V3, sendo que a parte Vy vird de algum componente de G — V.

E claro que G possui um emparelhamento perfeito. Seja M um emparelhamento perfeito
de G e wv € M. Tome M, := M \ {uww}. Como |V| > 4 e G é bicritico, o vértice u tem um
vizinho z distinto de v. Seja M, um emparelhamento perfeito de G —v — z. E claro que um
dos componentes do grafo (V, My, A M,.) é um caminho P,, entre u e z. Tome o circuito
C := P,.+uz. Esse circuito serd a base da construgao da nossa particao {V1, Vs, V3, Vy} de V.

Nomeie os vértices de C' como uyg, ..., u; em sua ordem ciclica de maneira que ug = u e
uju;+1 € M para todo ¢ impar. Observe que, pela existéncia do emparelhamento perfeito M,
que possui a aresta uv, o componente K de G — Vo que contém o vértice v é impar e todos
os demais componentes sao pares.

Afirmamos que K tem pelo menos 3 vizinhos em C. De fato, se v é o Unico vizinho
de K em C, entao G — u — u; tem um componente impar e portanto G nao é bicritico,
uma contradi¢ao. Além disso, pela afirmacao (6.19), o componente impar K nao pode ter
somente 2 vizinhos em C'.

Sejam ug, u; e u; vizinhos do componente K, com 0 < ¢ < j. Se existe uma aresta
upupt1 € M tal que i < h < j, defina V{ := {uy,...,un}, V3 = {upy1,...,up}t e V4 :== {up}.
Caso contrario, temos que j = ¢ + 1 e ¢ é par. Defina entao V/ = {u;}, V§ = {u;} e
Vi = Vo \ {ui, u;}.

Note que V := {V{,V4,VJ} é uma particdo de V. Para cada componente par K’ de
G — Vi, escolha arbitrariamente uma parte V; de V na qual K’ possui um vizinho e atribua
s(K') :=i. Parai=1,2,3, defina V; := V/ UU{ K': s(K') =i }. E facil ver que a particio
{V1, Va, V3, V4 } satisfaz as condigoes do enunciado. O

Um par (G,T) formado por um grafo conexo G = (V, E) e um conjunto 7' compativel
é um graft. Seja e = uv € E. A contragao da aresta e no graft (G,T) é a operagao
que transforma o graft (G,T) no graft (G',T") tal que G’ :== G/e e T" é definido da seguinte
maneira. Tomamos 17" := T'\ {u, v} se {u,v} é T-par e T' := (T \ {u, v})U{v.} caso contrério.

Se um graft (G',T") pode ser obtido a partir de um graft (G, T) através de uma seqiiéncia
de contragoes de arestas, dizemos que (G',T') é um menor de (G,T). E f4cil ver que

(K4, V(K4)) é um menor de um graft (G, T) se, e somente se, existe uma  (6.22)
T-particao {Vi, Vs, V3, Vy} de Vi tal que, para quaisquer i,j € {1,2,3,4}
distintos, existe uma aresta de G entre V; e Vj.
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Podemos finalmente provar o caso especial do teorema de SEYMOUR [1977].

Teorema 6.2
Seja (G, T) um graft. Se (K4,V(K4)) ndo ¢ um menor de (G,T), entdo o tamanho minimo
de uma T-juncao é igual ao niimero méaximo de T-cortes disjuntos.

Demonstragao. Pelo corolario 6.1.9, existem uma T-juncao J C Eg e uma familia disjunta
de T-fronteiras, digamos F, cujo valor é igual a |J|. Escolha uma tal familia tal que |F| é o
maior possivel. Afirmamos que cada T-fronteira d4(P) € F é um T-corte. Pois suponha que
uma T-fronteira 64 (P) € F é tal que |P| > 4. Pelo lema 6.2« o grafo de fronteiras Gp de P
é bicritico. Entao a particao {V{, V4, V4, V/} fornecida pelo lema 6.23 aplicado a Gp pode
ser usada para construirmos uma particao {V7, Va, V3, V4 } de Vi satisfazendo as condiges da
afirmacao (6.22), de modo que (K4, V(K4)) é um menor de (G, T), uma contradigao. O

Corolario 6.2.1
Seja (G, T) um graft. Entao, para qualquer fungio peso w: Eg — Zs,, 0 peso minimo de uma
T-juncao é igual ao tamanho maximo de uma familia w-disjunta de T-cortes se, e somente se,
(K4,V(K4)) nao é um menor de (G, T).
Demonstragdo. Se (K4,V(K4)) é um menor de (G,T), entdo a relagdo min-max falha para
a funcéo peso w := X‘m)), onde P é a partigao dada pela afirmagao (6.22).

Se (K4,V(K4)) ndo ¢ um menor de (G,T), entdo o resultado segue do teorema 6.2,
contraindo cada aresta de peso nulo e substituindo cada aresta e de peso positivo por um
caminho de comprimento we. ]

Resultados relacionados

A referéncia bésica para o estudo da teoria de emparelhamentos é o classico livro de
LovAsz E PLUMMER [1986]. Uma referéncia mais atualizada é o livro de SCHRIJVER [2003,
capitulos 16-38].

Rizz1 [2000, 1998] obteve provas curtas do teorema 6.1.5 de emparelhamentos de Koénig
e do teorema 6.1.6 de coloragao de arestas de Kénig.

Vamos discutir agora algoritmos para o problema do emparelhamento méaximo em grafos
arbitrarios. Existem basicamente trés tipos de algoritmos para esse problema.

O primeiro deles envolve a busca por caminhos de aumento. Se G é um grafo e M é
um emparelhamento, um caminho de aumento é um caminho P tal que as extremidades
de P nao sao saturadas por M e as arestas de P estao alternadamente dentro e fora de M.
Note que, se P é um caminho de aumento, entdo M A P é um emparelhamento maior que M.
Na verdade, é facil provar que um emparelhamento é maximo se, e somente se, nao existe
nenhum caminho de aumento.

A primeira vista, essa condicao de otimalidade parece nao ser muito 1util do ponto de vista
algoritmico, ja que nao é tao facil procurar por caminhos de aumento em grafos nao-bipartidos
sem fazer uma busca exaustiva. Essa dificuldade foi contornada por EDMONDS [1965¢] em seu
artigo seminal: durante a busca por caminhos de aumento, devemos contrair certos circuitos
impares, chamados por Edmonds de blossoms. Usando essa idéia, Edmonds obteve o primeiro
algoritmo polinomial para o problema do emparelhamento maximo.



Resultados relacionados 103

EDMONDS [1965c¢] desenvolveu também um algoritmo primal-dual fortemente polinomial
para o problema do emparelhamento de peso maximo, obtendo como subproduto um sistema
de inequacoes lineares que determina o politopo dos emparelhamentos, isto é, o fecho convexo
dos vetores de incidéncia de emparelhamentos. CUNNINGHAM E MARSH [1978] provaram que
esse sistema é totalmente dual integral, generalizando assim a férmula de Tutte-Berge. Uma
prova curta desse ultimo resultado foi obtida por SCHRIJVER [1983a].

Um outro tipo de algoritmo é baseado na matriz de Tutte, que descrevemos a seguir. Seja
G = (V,E) um grafo. Para cada aresta e € E, crie uma indeterminada z., sendo que as
indeterminadas { z.: e € E } sao independentes e comutativas. A matriz de Tutte de G ¢é
a matriz M sobre V x V definida da seguinte forma. A matriz M é anti-simétrica, ou seja,
sua transposta é —M. Para cada par de vértices u,v € V, tome M|u,v] := tz.see =uv € E
e M{u,v] := 0 caso contrério.

TUTTE [1947] provou que um grafo G possui um emparelhamento perfeito se, e somente se,
sua matriz de Tutte é nao-singular. Isso implica que o posto da matriz de Tutte é igual ao
dobro do tamanho maximo de um emparelhamento. Entretanto, esse resultado nao fornece
imediatamente um algoritmo polinomial via eliminagao gaussiana, pois as matrizes inter-
medidrias da eliminagao podem conter entradas exponencialmente grandes. LOVASZ [1979]
mostrou que, se substituirmos as indeterminadas da matriz de Tutte por inteiros sorteados
aleatoriamente, entdo com alta probabilidade o posto da matriz resultante sera igual ao da
matriz de Tutte. Isso fornece um algoritmo probabilistico para descobrir o tamanho maximo
de um emparelhamento. GEELEN [2000] apresentou um algoritmo polinomial que substitui
deterministicamente as indeterminadas da matriz de Tutte por inteiros entre 1 e |V| de modo
que a matriz resultante tenha o mesmo posto da matriz de Tutte. HARVEY [2006] apresentou
recentemente um algoritmo probabilistico de facil implementacao baseado na matriz de Tutte
e que é o assintoticamente mais rapido até o momento.

Um terceiro tipo de algoritmo baseia-se no teorema estrutural de Gallai-Edmonds, que
mostra que existe um certo conjunto candénico que atinge o minimo na férmula de Tutte-Berge
e que revela a estrutura de todos os emparelhamentos maximos de um grafo. Apresentamos a
seguir esse resultado obtido independentemente por GALLAI [1963, 1964] ¢ EDMONDS [1965¢].

Um grafo G' é chamado hipo-emparelhavel se G —v possui um emparelhamento perfeito
para todo vértice v € Vg. Num grafo hipo-emparelhavel, cada emparelhamento de tamanho
maximo é chamado de quase-perfeito.

Teorema 6.3 (Teorema estrutural de Gallai-Edmonds)

Seja G um grafo. Defina D := {v € Vi : algum emparelhamento maximo nao satura v },
A:=N(D)eC:=V\(DUA). Entao

(i) S := D atinge o minimo em (6.15), (6.23)
(ii) todo componente de G[D] é hipo-emparelhavel, e
(iii) todo emparelhamento maximo de G é formado por um emparelhamento
perfeito de G[C], um emparelhamento quase-perfeito de cada compo-

nente de G[D] e, para cada v € A, uma aresta ligando v a algum vértice
de D.
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A partigdo {D, A,C} de V obtida nesse teorema pode ser encontrada pelo algoritmo de
EDMONDS [1965¢]. Aqui, entretanto, nao estamos interessados num algoritmo que nos fornega
essa particdo, mas sim num algoritmo cujo funcionamento é baseado no teorema estrutural
de Gallai-Edmonds. Algoritmos desse tipo foram chamados por SEBO E SZEGO [2004] de
algoritmos estruturais. Vamos descrever brevemente o algoritmo estrutural de LOVASZ E
PLUMMER [1986].

Ao longo do algoritmo mantemos uma lista £ de emparelhamentos, todos de tamanho &
para um certo k. Inicialmente, tomamos £ := &, de modo que k = 0. Cada passo consiste
no seguinte. Primeiro montamos a particao {D, A,C} de V como no teorema estrutural
de Gallai-Edmonds, porém usando os emparelhamentos da lista £ no lugar do conjunto de
todos os emparelhamentos maximos. Por exemplo, D é o conjunto de vértices que nao sao
saturados por algum emparelhamento em L. Se S := D e k satisfazem com igualdade a
férmula de Tutte-Berge, entao cada emparelhamento em £ é maximo. Caso contrario, alguma
das conclusées do teorema estrutural de Gallai-Edmonds ¢é violada. Cada violagao leva a
descoberta de um novo emparelhamento M’ tal que, ou [M’| > k, ou entao |M'| = k e M’ nao
satura algum vértice fora de D. No primeiro caso, tomamos L := {M’'} e k é incrementado.
No segundo caso, adicionamos M’ a £, de modo que a parte D do passo seguinte conterd
propriamente a parte D do passo atual. Diferente do que ocorre com o algoritmo de Edmonds,
onde a grande dificuldade é encontrar os caminhos de aumento, no algoritmo estrutural os
caminhos de aumento “simplesmente aparecem”.

Esse algoritmo estrutural nao é competitivo com os demais algoritmos em termos de
tempo de execugao, porém a idéia de usar o teorema estrutural como guia para a elaboragao
do algoritmo é bastante interessante e foi usada com sucesso para outros problemas, como
mencionaremos mais adiante.

Foram propostas diversas extensoes de emparelhamentos, como por exemplo o teorema
do f-fator de TUTTE [1952, 1974, 1981] (veja ANSTEE [1985] para uma prova algoritmica) e
o conceito de jump system de BOUCHET E CUNNINGHAM [1995]. LovAsz [1997] provou uma
relagdo min-max envolvendo jump systems que contém como casos especiais o teorema do
f-fator e do teorema de intersec¢ao de matréides de Edmonds. Recomendamos a resenha de
CUNNINGHAM [2002] ao leitor interessado.

Mencionaremos agora brevemente algumas extensoes de emparelhamentos com resultados
recentes.

CUNNINGHAM E GEELEN [1997] provaram uma relagdo min-max envolvendo o conceito
de path-matching que contém como casos especiais a férmula de Tutte-Berge e o teorema
de interseccao de matréides de Edmonds. Essa relacdo min-max foi simplificada por FRANK
E SzeEGO [2002]. SPILLE E WEISMANTEL [2002] desenvolveram um algoritmo polinomial
para path-matchings que é uma generalizagao comum dos algoritmos de Edmonds para os
problemas do emparelhamento méximo e da intersecgao de matréides. SPILLE E SZEGO [2004]
obtiveram ainda um teorema estrutural do tipo Gallai-Edmonds para path-matchings que
generaliza o teorema estrutural de Gallai-Edmonds para emparelhamentos. Veja também os
artigos de PAP E SZEGO [2004] e PAP [2004].
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Uma outra generalizagdo comum para emparelhamentos e interseccao de matroéides foi
proposta por LAWLER [1976] e envolve o conceito de matroid matching (também conhecido
como matroid parity). Esse modelo contém problemas NP-dificeis, mas LovAsz [1980b, 1981]
obteve uma relacdo min-max e um algoritmo fortemente polinomial para o caso em que o
matréide em questao é linear (veja também LOVAsz [1980a]). Recentemente, GEELEN, IWATA
E MUROTA [2003] estenderam esses resultados para delta-matréides (uma generalizacao de
matréides que é um tipo especial de jump system). GEELEN E IWATA [2005] relacionaram
essa extensao com uma generalizacao da matriz de Tutte e forneceram uma nova relacao
min-max e mais aplicacoes.

No capitulo a seguir vamos estudar uma generalizacao de emparelhamentos proposta por
CHUDNOVSKY, GEELEN, GERARDS, GODDYN, LOHMAN E SEYMOUR [2006].

Passemos agora para T-juncoes.

E facil ver que o problema da T-juncao de peso minimo pode ser reduzido ao problema
do emparelhamento perfeito de peso minimo (mesmo que a fungao peso tenha componentes
negativos) e portanto também pode ser resolvido em tempo fortemente polinomial. Isso foi
observado por EDMONDS [1965a)].

O problema da T-jungao de peso minimo esta relacionado com diversos outros problemas
importantes em otimizagao combinatéria. Por exemplo, o problema do caminho de custo
minimo que liga r a s em grafos nao-orientados, restrito ao caso em que os custos podem ser
negativos mas nao ha circuitos de custo negativo, é simplesmente o problema da {r, s}-jungao
de peso minimo.

E claro que o problema chinés do carteiro se reduz ao problema da T-juncao de peso
minimo em que T é o conjunto de vértices de grau impar de GG. Esse problema também estd
relacionado com o problema de multifluxos em grafos planares (veja SEYMOUR [1981]) e com
o problema do corte maximo em grafos planares (veja HADLOCK [1975] e BARAHONA [1990]).

SEBO [1990, 1986] provou um teorema estrutural do tipo Gallai-Edmonds para T-jungoes
e elaborou um algoritmo estrutural para T-juncoes baseado nesse teorema.

A caracterizagdo devida a Seymour que provamos na se¢ao 6.4 é um caso especial de
um dificil teorema de SEYMOUR [1977], para o qual GUENIN [2002] encontrou uma prova
curta recentemente. Esse teorema de Seymour também caracteriza os grafts (G,T) que
satisfazem a seguinte relagdo min-max: o tamanho minimo de um 7T-corte é igual ao nu-
mero maximo de T-jungoes disjuntas. Uma prova curta dessa caracterizacao foi obtida por
CoDATO, CONFORTI E SERAFINI [1996]. A capacidade minima de um 7-corte pode ser obtida
em tempo fortemente polinomial, como mostraram PADBERG E RAO [1982].

Neste texto, derivamos o teorema do casamento de Hall do teorema de emparelhamentos
perfeitos de Tutte, e derivamos este do teorema de Frank, Tardos e Sebd. O caminho pode
ser revertido, como mostraram ANDERSON [1971] e SzIGETI [2004]. Isso mostra que esses
resultados sao, na verdade, equivalentes.

Recomendamos a resenha de FRANK [1996] e a dissertagdo de REY [1999] para os leitores
interessados em mais detalhes sobre T-juncoes, T-cortes e funcoes conservativas.






Capitulo 7

S-caminhos

No capitulo 6, estudamos relagoes min-max para emparelhamentos e para uma extensao
desse conceito: as T-juncgoes. Neste capitulo, vamos estudar uma outra generalizacao de
emparelhamentos: os S-caminhos.

Estamos interessados em resolver problemas do seguinte tipo: dado um grafo, encontre
uma colecao maxima de caminhos disjuntos nos vértices e cujas extremidades satisfazem certas
restrigoes. Uma possivel restricao, que da o nome ao capitulo, é a de que as extremidades dos
caminhos estejam num certo conjunto S. Neste caso, se S =V, esse é exatamente o problema
do emparelhamento méaximo. Outras variantes sao formadas com outras restrigoes sobre as
extremidades e permitindo caminhos internamente disjuntos ou disjuntos nas arestas.

A versao mais geral desse problema é conhecida como o problema de S-caminhos de Mader
e consiste no seguinte: dado um grafo e uma particao S de um subconjunto de vértices S,
encontre uma colecao maxima de caminhos disjuntos nos vértices tais que as extremidades de
cada caminho estejam em partes distintas de S. Mader provou uma relacdo min-max para esse
problema. Por mais de 20 anos, as Unicas provas conhecidas para essa relacao eram bastante
longas e complicadas. Recentemente, Schrijver encontrou uma prova curta para essa relagao
e uma extensao foi obtida por Chudnovsky, Geelen, Gerards, Goddyn, Lohman e Seymour.

Essa extensao é, na verdade, um arcabouco que fornece relagbes min-max para diversas
variantes do problema dos S-caminhos. Uma novidade desse arcabougo é o fato de que as
arestas do grafo sao rotuladas por elementos de um grupo, chamados de pesos. Com isso,
podemos definir pesos de caminhos. Se escolhermos o grupo e os rétulos adequadamente,
podemos obter uma correspondéncia entre os S-caminhos de peso nao-nulo e os tipos de
caminhos que queremos encontrar. Neste capitulo, vamos provar a relacao min-max obtida
por Chudnovsky et al. para o nimero maximo de S-caminhos de peso nao-nulo disjuntos nos
vértices. A prova nao ¢ dificil e baseia-se em alguns conceitos bésicos de matrédides.

O restante do capitulo esta organizado da seguinte maneira: na secao 7.1, estabelecemos
a nogao de grafos rotulados por elementos de um grupo e definimos S-caminhos nao-nulos; na
secao 7.2, construimos um matroéide a partir de S-caminhos; na secao 7.3, provamos um lema
sobre certas triplas, chamadas de criticas; na secdo 7.4, provamos a relacdo min-max para
o numero maximo de S-caminhos nao-nulos disjuntos nos vértices; finalmente, na segao 7.5,
apresentamos alguns casos especiais dessa relagdo, dentre os quais o teorema dos S-caminhos
disjuntos de Mader.
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7.1 Um grafo rotulado por um grupo

Seja I' um grupo. Usamos notacao aditiva, mas notamos que I' nao precisa ser abeliano.

Seja D = (V, A) um grafo orientado e v: A — I' uma funcdo peso. Se a = uv € A,
denotamos y(a,v) := v, € y(a,u) := —7,.

Seja P = (vg,a1,v1,...,ak, vg) um pseudocaminho em D. Definimos o peso de P como
~v(P) := Zle v(aji, v;), ou seja, somamos os pesos dos arcos diretos de P e o oposto dos pesos
dos arcos reversos de P. Se o grupo I' nao é abeliano, tomamos a soma na ordem em que
percorremos o pseudocaminho. Um pseudocaminho P é nao-nulo se (P) # 0.

Seja S C V. Um S-caminho é um pseudocaminho com pelo menos um arco e com as
duas extremidades em S.

Denote por v(D, S,v) o niimero maximo de S-caminhos nao-nulos disjuntos nos vértices.
Vamos usar essa notagdo mesmo quando v é uma fungdo de um superconjunto de A para T

Ao longo das préoximas se¢oes vamos provar uma relagao min-max para v(D, S, ) obtida
por CHUDNOVSKY, GEELEN, GERARDS, GODDYN, LOHMAN E SEYMOUR [2006].

Uma operacao fundamental serd a de deslocar o peso dos arcos incidentes num certo
vértice, que descrevemos a seguir.

Seja x € Ve € I'. O deslocamento da fungao peso v de § em z é a operacao que
transforma v na funcao peso 7’ definida como

Va —"_ /87 Se V= x?
! _
Ya ‘= _5 + Ya, S€U=T,
Yas caso contrario,

para cada arco a = uv € A. Note que, se z € S, entdao 7/ (P) = v(P) para todo S-caminho P,
mesmo quando o grupo I' nao é abeliano.

Se 7/ é uma funcao peso obtida a partir de 7 através de deslocamentos em vértices fora
de S, dizemos que 7' é S-equivalente a ~.

Vamos definir o peso de pseudocircuitos de forma andloga ao peso de pseudocaminhos.
Seja C = (vp,ay,v1,...,ax,vk) um pseudocircuito em D. Definimos o peso de C' como
~(C) = Zle v(ai,v;). Um pseudocircuito C' é nao-nulo se v(C) # 0. Observe que o
deslocamento da func¢ao peso em qualquer vértice nao altera o peso de nenhum pseudocircuito.

Dizemos que B C A é S-balanceado (com relagao a 7) se o conjunto B nao contém
S-caminhos nao-nulos nem pseudocircuitos nao-nulos. Denote por Vg o conjunto dos vértices
que sao pontas de algum arco de B.

Como aquecimento para as se¢Oes seguintes, vamos provar a seguinte proposicao:

Proposigcao 7.1

Seja D = (V, A) um grafo orientado, I' um grupo e v: A — I uma fungao peso. Seja S C V.
Entao B C A é S-balanceado se, e somente se, existe uma fungao peso 7': A — I' que é
S-equivalente a v tal que 7/, = 0 para todo a € B.

Demonstragdo. Como o deslocamento da funcao peso em vértices fora de S nao altera o peso
de nenhum S-caminho, é claro que essa condigao € suficiente.
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Vamos provar que ela é necessaria por indugao em |V \ S|. Se Vg C S, entdo cada arco
de B tem as duas pontas em S, de modo que v, = 0 para todo a € B. Suponha entao que
existe v € Vg \ S.

Seja R o conjunto de todos os vértices acessiveis a partir de v através de pseudocaminhos
com todos os arcos em B. Se RNS = @, tome " := SU{v}. E ébvio que B é S'-balanceado.

Suponha entao que RNS # &. Seja P = (vg,a1,v1,.. ., ak, vi) um pseudocaminho contido
em B de comprimento minimo que liga v = vg a algum vértice de S. Tome s := vg, U = vp_1
e a:= a,. B evidente que u € Vg \ S. Desloque a fun¢ao peso v em u de maneira que
a fungdo peso resultante 7/ satisfaca ), = 0. Tome S’ := S U {u}. Como B nao contém

nenhum S-caminho nao-nulo, entao B também nao contém nenhum pseudocaminho nao-nulo
ligando u a um vértice de S\ {s}. Como B nao contém nenhum pseudocircuito nao-nulo,
entdo B também nao contém nenhum pseudocaminho nao-nulo ligando u a s. Concluimos
que B é S’-balanceado com relacao a +'.

Em ambos os casos, B é S’-balanceado com relacao a uma funcao S-equivalente a v e
Ve \ S| < |V \ S|. Agora o resultado segue por indugao. O

A demonstracao acima fornece um algoritmo eficiente que decide se um conjunto de arcos
é S-balanceado.

7.2 Bases de um matroide de S-caminhos

Nesta secao, vamos mostrar que uma certa colecao de conjuntos construida a partir de
S-caminhos forma a cole¢ao de bases de um matroide.

Seja D = (V, A) um grafo orientado, I' um grupo e 7: A — I' uma fungao peso. Seja
S C V. Defina a deficiéncia de S como def(D, S,~) := |S| — 2v(D, S, 7).

Seja P um conjunto de pseudocaminhos disjuntos nos vértices. Dizemos que P é uma
S-colecao se satisfaz as seguintes condigoes:

(i) cada vértice de S é extremidade de algum pseudocaminho em P, (7.1)
(ii) a extremidade inicial de cada pseudocaminho de P estd em S,
(iii) cada pseudocaminho de P que é um S-caminho é nao-nulo.

Seja P uma S-colecao. Dizemos que um pseudocaminho de P é solto se sua extremidade
final nao estd em S. Observe entao que cada pseudocaminho de P ou é solto ou entao é
um S-caminho nao-nulo. Dizemos que P é 6tima se contém v(D, S,v) S-caminhos. Denote
por A(P) o conjunto Jpcp Ap.

Vamos definir agora o conjunto-base do nosso matréide.

Tome I'" := {~(P): P é um pseudocaminho em D } e note que I'' é finito mesmo quando
I é infinito. Agora tome E :={(5,0): s€ S}U{(v,y):veV\Syel’}.

Vamos definir agora um matréide sobre E. Seja P uma S-cole¢ao. Denote por B(P)
o conjunto de todos os pares (v,'y(P)), onde P é um pseudocaminho solto de P e v é a
extremidade final de P. Tome B := { B(P): P é uma S-cole¢ao étima }.
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Lema 7.2«
A colecao B é a colecao de bases de um matréide sobre F.

Demonstmgao Basta provarmos que a colecao B satisfaz as condigoes (1.16) do teorema 1.11.
E evidente que B satisfaz (1.16)(i). Suponha que B nao satisfaz (1.16)(ii). Entfo

existem S-colegoes 6timas P e P’ e (u,a) € B(P) \ B(P’') tais que, (7.2)
para cada (u/,a’) € B(P’) \ B(P), vale que B(P) — (u,a) + (uv', &) & B.

Escolha tais P e P’ de modo que
|A(P)\ A(P")| (7.3)

seja o menor possivel.
Vamos usar repetidamente a seguinte afirmacao:

Nao existe uma S-colegdo 6tima P” tal que B(P) \ B(P") = {(u,«)} e (7.4)
[A(P")\ A(P')| < [A(P) \ A(P')I.

Pois suponha o contrdrio. Como P e P” sao S-colegoes 6timas, entao |B(P)| = |B(P")|,
de modo que existe um tnico elemento em B(P”)\ B(P). Seja (u”,a"”) tal elemento. Como
B(P") = B(P) — (u,a) + (u",a") € B, entao (u”,a”) & B(P'). Pela minimalidade de (7.3),
existe (u/,a’) € B(P')\ B(P") tal que B(P") — (u”,a") + (v, /) € B. Mas entao temos que
B(P) — (u,a) + (v, &) = B(P") — (", ") + (v, ) € B, contradizendo (7.2). Isso conclui
a prova da afirmacao (7.4).

Vamos adotar a seguinte notagdo. Se P = (vg, a1, v1,...,a, vg) ¢ um pseudocaminho e
i,j €{0,...,k}, entdo Plv;,v;] denota o pseudocaminho em P que vai de v; a v;.
Seja P = (vg,a1,v1,...,ak,vg) o pseudocaminho de P que termina em u, isto é, vy = u.

Seja P’ o pseudocaminho de P’ que tem vy € S como extremidade. Vamos mostrar que
Ap C Apr. (7.5)

Suponha o contrario. Escolha o menor i tal que a; € Apr. Tome P” := P — P + Plvg, v;—1] e
note que P” satisfaz as condigoes de (7.4). Essa contradigao conclui a prova de (7.5).

Suponha que P’ = (v, a}, v, ..., a},v)). Podemos supor que vg = v. Vamos mostrar que
existe Q € P\ {P} tal que Vo NVpr # @. (7.6)
Caso contrdrio, tome P” := P — P + P’. Note que, como P é uma S-colecao 6tima, entao

P’ também o é, e P’ é um pseudocaminho solto. Mas entdo (v}, y(P')) € B(P')\ B(P) e
B(P) — (u,a) + (vj,7(P')) = B(P") € B, contradizendo (7.2). Essa contradi¢do conclui a
prova de (7.6).

Seja ¢ minimo tal que v} € Vg para algum pseudocaminho @ € P\ {P}. Suponha que
Q = (xo,b1,21,...,b,,xm) € que v) = z;. Note que @) pode ser um pseudocaminho solto ou
um S-caminho. A seguir, con81deramos essas duas possibilidades separadamente.
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Primeiro suponha que ) é um pseudocaminho solto. Podemos supor que xzg € S. Seja P;
o0 S-caminho que vai de vj; a zg em P'UQ e P» o pseudocaminho que vai de v, a z,,, em P'UQ.
Como P é uma S-colecao 6tima, entdo y(P;) = 0. Portanto, v(P'[vg, v)]) = v(Qxo, x;]), de
modo que y(P) = (Q). Seja Q" o pseudocaminho formado unicamente pelo vértice zg. Tome
a S-colecio P —P—Q+P,+Q'. E claro que P” é uma S-cole¢io 6tima. Como v(Py) = 4(Q),
entdo B(P)\ B(P") = {(u,a)}. Porém, P, é um S-caminho que tem peso nulo, de modo que
P' % Py, ja que P’ é uma S-colegao. Isso implica que existe um arco de Q[zo, ;] que nao estd
em A(P"). Mas entao |A(P") \ A(P")| < |A(P) \ A(P')|, contradizendo a afirmacao (7.4).

Concluimos que @ é um S-caminho. Seja P; o pseudocaminho que vai de v} a zp em
P'vj, vi) U Q[zo, z;]. Seja Py o pseudocaminho que vai de v, a &, em P'[v, v)] U Q[z, Tp).
Denote por P2_1 o reverso do pseudocaminho P», ou seja, o pseudocaminho em P, que vai
de 2, a v). Observe que y(Py) +7(Q) +v(Py ') = 0 e 4(Q) # 0, de modo que ou v(Py) # 0
ou y(P,) # 0. Podemos supor que

De fato, se v(Py) # 0 e P, # P’ basta trocarmos P; e P, e revertermos o pseudocaminho @
para que ele vi de z,, a xg. Se y(P;) = 0, entdao y(FP2) # 0. Além disso, P’ ou é um
pseudocaminho solto ou um S-caminho tal que v(P’) # 0, de modo que P; # P’. Ja se
P, = P’  entao P, # P’ e y(P3) # 0, pois P’ estd na S-colecao P’.

Tome P" :=P - P —Q+ P, +Q', onde Q' é o pseudocaminho formado unicamente pelo
vértice xg. Note que P” é uma S-cole¢ao 6tima e que B(P) \ B(P") = {(u,«)}. Além disso,
como P # P’, entao existe um arco de Q[zo, z;] que nao estd em A(P”), o que implica que
[A(P")\ A(P")| < |A(P) \ A(P")]|. Isso contradiz a afirmacao (7.4).

Essa contradigao prova que a afirmacao (7.2) é falsa, e portanto a colecao B satisfaz a
condigao (1.16)(ii). Agora o lema segue do teorema 1.11. O

7.3 'Triplas criticas

Seja M = (E,Z) um matréide. Lembre-se de que um laco é um elemento de E que nao
estd em nenhuma base de M. Seja E’ o conjunto de todos os elementos de E que nao sao lacos.
Dados e, f € E’ distintos, dizemos que e é paralelo a f se nenhuma base contém ambos e e f.
Pela proposigao 1.13, a relagao “é paralelo a” é transitiva.

Seja D = (V, A) um grafo orientado, I' um grupo e v: A — I' uma fungao peso. Seja
S C V. Denote por Ay(S,~) o conjunto dos arcos de peso nulo com ambas as pontas em S.
Dizemos que a tripla (D, S,~) é critica se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(i) D é fracamente conexo, (7.8)
(ii) v(D —v,S\ {v},v) =v(D,S,~) para todo v € V,
(iii) v(D,S U {v},7) > v(D,S,v) para todo v € V' \ S e toda funcao peso
v # ~ que é S-equivalente a -,
(iv) Ao(S,7) = .
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O seguinte lema é uma extensao de um resultado de GALLAI [1961]:

Lema 7.20
Seja (D, S,~) uma tripla critica. Entao def(D, S,~) = 1.

Demonstragao. Suponha que D = (V, A). Defina os conjuntos I/, E, E’ e a colegao B como na
secao 7.2. Pelo lema 7.2« a colegao B é a colegao de bases de um matréide. Seja M = (E,T)
tal matréide. A prova consiste de uma série de afirmacoes.

Seja a € A um arco com pontas u,v € V e sejam (u,«),(v,3) € E'. (7.9)
Se a+ 7, — 3 # 0, entdo (u, «) é paralelo a (v, 3).

Vamos provar a contrapositiva. Seja P uma S-cole¢ao 6tima tal que (u, ), (v,3) € B(P).
Sejam P, e P, os pseudocaminhos de P que passam por u e por v, respectivamente. Note que
(P, U P,) + a contém um S-caminho P que vai da extremidade inicial de P, & extremidade
inicial de P,. Mas como P ¢ timo, entdao y(P) = o+ v, — 3 = 0. Isso conclui a prova da
afirmacao (7.9).

Para cada s € S, temos que (s,0) € E'. (7.10)

De fato, por (7.8)(ii), vale que v(D —s, S\ {s},v) = v(D, S,7), ou seja, existe uma colegao P
de v(D,S,v) S-caminhos nao-nulos disjuntos nos vértices tal que nenhum pseudocaminho
de P passa por s. Adicionando pseudocaminhos formados por um unico vértice de S a P,
obtemos uma S-cole¢ao 6tima P’ tal que (s,0) € B(P’). Isso conclui a prova de (7.10).

Para qualquer v € V' \ S, existem elementos distintos (v, ), (v,a’) € E'. (7.11)

De fato, seja 3 € I'. Desloque a fungao peso v de 3 em v e seja 7/ a funcao peso resultante.
Tome S" := SU{v}. Por (7.8)(iii), vale que v(D, S’,7') = v(D, S,~v)+1. Seja P uma S’-colegao
6tima com relacao ay'. Note que v é uma extremidade de algum S’-caminho de P. Seja P € P
tal S’-caminho. Podemos supor que v é a extremidade final de P. Entao P ¢ uma S-colecao
6tima com +'(P) = v(P) + 8 # 0. Note que (v,7(P)) € E' e y(P) # —f. Como 8 € T
foi escolhido arbitrariamente, segue que devem existir elementos distintos (v, @), (v,a’) € E'.
Isso conclui a prova da afirmagao (7.11).

Seja a = uv € A. Entao existem (u, ), (v,a,) € E' tais que (u, ) é  (7.12)
paralelo a (v, ay).

Primeiro suponha que u,v € S. Tome «, := a, := 0. Pela condi¢ao (7.8)(iv), temos que
0 # Yo = y + Yo — . Agora a afirmagao segue de (7.9). Podemos supor entao que u ¢ S
ouv ¢ S. Vamos supor que v € S, j& que o outro caso é andlogo. Pelas afirmagoes (7.10)
e (7.11), existe ay, € T tal que (u,ay) € E’. Pela afirmagao (7.11), existe a,, € T' tal que
(v,ap) € E' € ay # iy +74. Logo, pela afirmacao (7.9), temos que (u, oy,) é paralelo a (v, ).
Isso conclui a prova da afirmagao (7.12).



Secdo 7.4. Uma relagdo min-max para S-caminhos n3o-nulos 113

Podemos finalmente provar o lema.

Para cada v € V, abrevie E/ := {(u,a) € E': w=v}. Seja P uma S-cole¢io 6tima.
Como no maximo um pseudocaminho de P tem v como extremidade, entao |B(P) N E/| < 1,
de modo que qualquer elemento de EJ é paralelo a qualquer outro elemento de E. Agora,
usando a afirmagao (7.12) e a condigao (7.8)(i), obtemos que cada elemento de E’ é paralelo
a qualquer outro elemento de E’. Portanto, se P é uma S-colegao étima, entdo |B(P)| = 1,
de modo que def(D, S,v) = 1, como queriamos. O

7.4 Uma relagcao min-max para S-caminhos nao-nulos

Nesta segao vamos provar uma relacdo min-max para o nimero méximo de S-caminhos
nao-nulos disjuntos nos vértices.
Dado um grafo orientado D, denote por (D) o conjunto dos componentes fracos de D.

Teorema 7.2

Seja D = (V, A) um grafo orientado, I' um grupo e v: A — I' uma fungao peso. Seja S C V.
Entao existe uma funcao peso 7/ que é S-equivalente a v e existem subconjuntos X,S’ C V
tais que S\ X CS'CV\Xe

v(D,S,v) = |X|+ Z{ E\S’ HKU K eK(D—-X—Ao(5.7)) } (7.13)

Demonstragao. Seja X C V maximal tal que v(D — X, S\ X,v) = v(D, S,v) — | X|. Dentre
todos os pares (S’,') tais que

(i) S\X TS CV\X, (7.14)
(i) 4" é S-equivalente a v, e
(ii) v(D - X,5",9)=v(D - X,S\ X,v),

escolha um par (5’,v') que maximiza |5’|.
Tome D' := D — X — Aop(5",7). Abrevie K := K(D’). Para cada K € K, abrevie
St = 5"N K. Note que

v(D,S,y) =v(D,8,7) = |X|+ Y v(K,Sk.7).
KeK
Observe ainda que, para cada K € IC, a tripla (K, S, 7’) é critica. Para ver isso, fixe K € K.
As condigoes (7.8)(i) e (7.8)(iv) sdo obviamente satisfeitas. As condigoes (7.8)(ii) e (7.8)(iii)
sao satisfeitas devido & maximalidade de X e S, respectivamente.
Seja K € K. Pelo lema 7.2, temos que def(K, S%,~') = 1, de modo que

v(K, Sk, 7") = |315k].

Mas entao

v(D,S,7) = 1X|+ Y v(K, Sk, 7)) = 1X|+ 3 [318%]],
Kek Kek

como queriamos. O
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Agora é facil derivar a relacdo min-max para empacotamento de S-caminhos nao-nulos
obtida por CHUDNOVSKY, GEELEN, GERARDS, GODDYN, LOHMAN E SEYMOUR [2006]:

Corolario 7.2.1
Seja D = (V, A) um grafo orientado, I' um grupo e v: A — I' uma fungao peso. Seja S C V.
Entao

v(D, S,v) mm{\XHZH [(SUVg) mK\J KEIC(D—X—B)}}, (7.15)

onde o minimo é tomado sobre todos os subconjuntos X C V e todos os subconjuntos de
arcos B C A que sdo S-balanceados.

Demonstra¢ao. Primeiro vamos mostrar que v := v(D,S,7) ndo excede o minimo. Seja
X CV e BC A um conjunto S-balanceado. Pela proposigao 7.1, existe uma fungao peso v/
que é S-equivalente a 7 e tal que 7, = 0 para todo a € B. Sejam Py,..., P, S-caminhos
nao-nulos com relacao a 7’ e disjuntos nos vértices. E evidente que no méaximo |X| desses
S-caminhos intersectam X. Os demais sao (S \ X)-caminhos em D — X. Logo,

v(D,S,v) <|X|+v(D-X,58\X,v)
<|X|+v(D-X,(SuVg)\ X,v)
=|X|+v(D-X-B,(SuVp)\ X,v)

=X+ Y {v(K.(SUVE)NK.7): KeK(D-X - B)}

<yxy+2“§ SUVB)mK\J;KeK(D—X—B)}.

Como v(D,S,~) =v(D,S,7'), entao v nao excede o minimo.
Agora vamos provar que existem X C V e B C A tais que B é S-balanceado e que
satisfazem a relagdo min-max (7.15).

Pelo teorema 7.2, existe uma funcao peso 7’ que é S-equivalente a ~y e existem subconjuntos
X,8" CVtais que S\ X C 5 CV\X e que satisfazem (7.13). Entao B := A(S5',7) é
S-balanceado pela proposigao 7.1. Além disso, é claro que (SUVp) \ X C §’. Mas entéao

X\+ZH (SUVg) mK\J Ke/C(D—X—B)}g
]X]—i—Z{B|S’0K‘J:KGIC(D—X—B)}:V(D,S,fy),

como queriamos. O
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7.5 Conseqiiéncias

Nesta secao vamos ver algumas aplicacoes da relacdo min-max do corolario 7.2.1.

Seja G = (V, E) um grafo e D = (V, A) uma orientacao arbitraria de G.

Vamos relacionar agora o corolario 7.2.1 a férmula 6.1.3 de Tutte-Berge. Defina uma
funcio peso v: A — Zy tomando y(a) := 1 para todo a € A. E ¢bvio que v(D,V,7) é
igual ao tamanho méximo de um emparelhamento em G. E facil ver que, neste caso, o
corolédrio 7.2.1 é equivalente a férmula 6.1.3 de Tutte-Berge: basta notar que, para qualquer
XCV,

LIVI+1X] = ap(G = X)) = IX]+ Y { 3IK): K e K(G - X) |,

onde C(H) denota o conjunto dos componentes do grafo H.

Vejamos agora uma das versoes do teorema de Menger. Seja S C V e {U, W} uma partigao
de S. Um caminho de G é um (U, W)-caminho se tem uma extremidade em U e outra em W.
Tome I' := Zs. Para cada arco a, atribua v, := 1 se a possui exatamente uma ponta em U
e v, = 0 caso contrario. Entao é evidente que um S-caminho é nao-nulo se, e somente se,
seu grafo subjacente é um (U, W)-caminho. Assim, o coroldrio 7.2.1 fornece uma relacao
min-max para o nimero maximo de (U, W)-caminhos disjuntos nos vértices. Note que uma
das versoes do teorema de Menger ja fornecia uma relagdo min-max para esse problema.

Vamos ver agora que uma relagdo min-max de MADER [1978b] é um caso especial do
corolario 7.2.1. Seja S C V e § uma parti¢ao de S. Um caminho em G é um S-caminho se
suas extremidades estao em partes distintas de §. Mader provou a seguinte relagao min-max:

Corolario 7.2.2 (Teorema dos S-caminhos disjuntos de Mader)
Seja G = (V,E) um grafo, S C V e § uma particao de S. Entdao o nimero méaximo de
S-caminhos disjuntos nos vértices é igual ao valor minimo de

!X!+Z Houil,

sendo que o minimo é tomado sobre todas as partigoes {X,Uy,...,U,} de V tais que todo
S-caminho ou passa por X ou entdo por alguma aresta induzida por algum U;. A parte X
é considerada especial, pois pode ser vazia. Para cada i, denotamos por dU; o conjunto de
vértices de U; que estdo em S ou que tém algum vizinho em V' \ (X U U;).

Demonstracao. Seja D = (V, A) uma orientacdo arbitraria de G. Para i = 1,2, seja I'; um
grupo e v': A — I'; uma funcdo peso. Defina o grupo I' := I'y x I'y da maneira usual e tome
Ya = (7L,72) para cada a € A. E evidente que um pseudocaminho é nao-nulo com relagao
a v se, e somente se, é nao-nulo com relacio a ! ou com relacio a 2.

Para cada parte T € S, crie uma funcdo peso 77: A — Zy tal que um S-caminho é
nao-nulo com relacio a v7 se, e somente se, é um (7', S \ T')-caminho. Usando a construcio
do paragrafo anterior, é facil criar uma fungdo peso y: A — Z‘f' tal que um S-caminho é
nao-nulo com relagdo a -y se, e somente se, seu grafo subjacente é um S-caminho.

Agora o resultado segue facilmente do corolédrio 7.2.1. O
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O corolario 7.2.1 também fornece uma relacdo min-max para um problema resolvido por
GALLAI [1961], que descrevemos a seguir.

Seja T' C V. Um caminho em G é um T-caminho se suas extremidades sao vértices
distintos de T'. Seja I' o grupo livre gerado por {7,: a € A}. Entao todo T-caminho em G
é um T-caminho nao-nulo em D, e portanto o corolario 7.2.1 fornece uma relagdo min-max
para o numero maximo de T-caminhos disjuntos nos vértices. Uma relacdo min-max para
esse problema jé havia sido obtida por Gallai, usando a férmula 6.1.3 de Tutte-Berge:

Teorema 7.3 (Teorema dos T-caminhos disjuntos de Gallai)
Seja G = (V, E) um grafo e T'C V. Entao o nimero méximo de T-caminhos disjuntos nos
vértices é igual a

mln{]X]—l—Z{ UENT|: KeIC(G—X)}},

onde C(H) denota o conjunto dos componentes do grafo H.

O corolario 7.2.1 também tem como caso especial uma relagdo min-max para o nimero
maximo de T-caminhos impares disjuntos nos vértices: basta tomar I' := Zy e v, := 1 para
todo a € A.

Resultados relacionados

CHUDNOVSKY, CUNNINGHAM E GEELEN [2004] obtiveram um algoritmo polinomial para
a relagdo min-max do coroldrio 7.2.1, onde cada operacao de grupo é tratada como uma
operacao elementar. Esse é um algoritmo estrutural da mesma forma como o algoritmo de
LovAsz E PLUMMER [1986] e o algoritmo de SEBO [1986] mencionados nas notas no final do
capitulo 6, ou seja, eles se baseiam num teorema estrutural do tipo Gallai-Edmonds. SEBO E
SZEGO [2004] também obtiveram um teorema estrutural para o problema de S-caminhos de
Mader.

PAP [2005a, 2005b] obteve uma generalizacao da relacdo min-max do coroldrio 7.2.1, para
a qual ele forneceu também um algoritmo polinomial.

O tnico outro algoritmo polinomial conhecido para o problema de S-caminhos de Mader
baseia-se numa complicada reducao ao problema conhecido como linear matroid matching,
para o qual Lovész obteve uma relagdo min-max e um algoritmo polinomial (veja os artigos
de LovAsz [1980b, 1980a, 1981]).

MADER [1978a, 1978b] também obteve relacées min-max para o empacotamento maximo
de S-caminhos disjuntos nas arestas e internamente disjuntos. Este tltimo caso é equivalente
ao teorema 7.2.2 dos S-caminhos disjuntos de Mader. Veja SCHRIJVER [2003].

SCHRIJVER [2001] obteve uma prova curta do teorema 7.2.2 dos S-caminhos disjuntos de
Mader, reduzindo-o ao teorema 7.3 dos T-caminhos disjuntos de Gallai, que por sua vez é
reduzido a férmula 6.1.3 de Tutte-Berge.

Veja também KEIJSPER, PENDAVINGH E STOUGIE [2006] para uma formulagao linear da
versao disjunta nas arestas do problema de S-caminhos de Mader.



Consideracoes finais

Comprovamos nos capitulos anteriores que relagoes min-max sao objetos fundamentais
em otimizacao combinatéria e fazem parte de uma rica e elegante teoria.

Apresentamos alguns teoremas bastante gerais, como por exemplo os arcabougos de fluxos
submodulares e de S-caminhos nao-nulos, e o poderoso teorema de Frank, Tardos e Sebd.
Porém, e o que provavelmente é mais importante, vimos que existem varias técnicas de
prova que foram usadas com sucesso para diversos problemas, como técnicas da combinatoria
poliédrica, o uso de funcoes submodulares, matrdides, etc. Isso contrasta com o carater
ad hoc das provas originais das primeiras relagoes min-max, que dificilmente funcionariam
para provar outros resultados.

Para ilustrar como as diversas relacdes min-max estao interligadas, exibimos na pagina
seguinte um grafo orientado de relacbes min-max, onde um arco entre duas relacoes indica
que a ponta final pode ser derivada a partir da ponta inicial. Arcos cheios indicam deri-
vagoes presentes neste texto, enquanto arcos tracejados significam que a derivagao pode ser
encontrada na literatura, ou até mesmo obtida facilmente por alguma construcao elementar.
Relagoes min-max apresentadas no mesmo capitulo aparecem com a mesma cor. Préximo a
cada vértice colocamos o nimero do teorema ou corolario a que o vértice se refere.

Pode-se constatar desse grafo que diversas derivagdes nao foram incluidas neste texto.
Claramente, mais arcos tracejados poderiam ser acrescentados ao grafo que exibimos. Nao
colocamos varios arcos implicados pela transitividade, e também nao nos preocupamos em
fazer um estudo exaustivo dessas inter-relagoes. O intuito aqui foi dar uma visao geral
dos resultados e mostrar a abordagem que seguimos neste texto: provamos alguns poucos
teoremas e a partir destes derivamos varias relagoes min-max.
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