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Capitulo 1

Introducao

Relacoes min-max aparecem em diversos dos problemas bem resolvidos
de otimizacdo combinatéria. Além da sua elegancia, elas costumam vir
acompanhadas de boas caracterizagoes, descricoes poliédricas e algoritmos
polinomiais para os respectivos problemas de minimizacao e maximizacao.

Temos especial interesse nesse tipo de relacao quando a estrutura subja-
cente é um grafo, com ou sem pesos associados aos seus vértices ou arestas.
Tais relagoes expressam que o valor minimo em um problema de otimizagao
¢é igual ao valor méximo em outro problema, cada um dos quais objetiva
encontrar uma sub-estrutura combinatoria.

Elas fornecem ainda critérios de otimalidade para os correspondentes
problemas, bem como uma “boa caracterizacdo”. Além disso, podem ser
usadas em andlises de sensibilidade: através delas podemos entender como
e quanto varia o étimo de um problema quando variamos certas restrigoes.

Um outro aspecto interessante é o fato de que, em muitos casos, os pro-
blemas podem ser formulados como problemas de otimizacao sobre poliedros
e, quando isso ocorre, ferramentas de combinatéria poliédrica se mostram
muito 1teis em termos algoritmicos.

1.1 Breve histoérico

Os primeiros resultados desse tipo foram obtidos por Kénig e Menger
em torno de 1930. O celebrado teorema min-max de Koénig [ ], obtido
em 1931, afirma que, num grafo bipartido, o tamanho maximo de um em-
parelhamento é igual ao tamanho minimo de uma cobertura por vértices.
Menger | | provou em 1927, num contexto topoldgico, que o nimero
maximo de caminhos disjuntos nos vértices entre um dado par de conjuntos
de vértices é igual ao niimero minimo de vértices que intersectam cada um
desses tais caminhos. Esses dois resultados sao, na verdade, equivalentes.
Eles constituem as primeiras relacbes min-max encontradas na teoria dos
grafos, tendo sido provadas de maneira puramente combinatdéria.



Nesses tultimos 70 anos, muitas outras relagoes min-max foram encon-
tradas, bem como vérias provas distintas para aquelas que ja eram conheci-
das. Os primeiros resultados revelando os aspectos algoritmicos e poliédricos
de relagées min-max foram obtidos em torno de 1950 por Ford e Fulker-

son [ , | e Dantzig e Fulkerson | , | sobre fluxos em redes
e por Hoffman | , |, Hoffman e Kruskal | ], Kuhn | ] e
Munkres | | sobre emparelhamentos em grafos bipartidos, retomando
o trabalho de Egervary | |. O célebre algoritmo hingaro para encontrar
um emparelhamento perfeito de peso minimo num grafo bipartido pode ser
considerado como um trabalho conjunto de Egervéry | ], Kuhn [ ]
e Munkres [ ]. Todos esses resultados estao diretamente relacionados

com a unimodularidade total das matrizes de incidéncia em questao.

Nas décadas de 60 e 70, a visao e o trabalho pioneiro de Edmonds forma-
ram a base da combinatéria poliédrica. Edmonds | | também introdu-
ziu o conceito de polinomialidade como medida de eficiéncia para algoritmos,
fundamental para o posterior desenvolvimento da teoria de complexidade
computacional, incluindo as defini¢oes das classes de complexidade P, NP
e coNP. De extrema importancia é a classe NP N coNP, que pode ser
vista como a classe dos problemas que admitem uma boa caracterizacao,
formalizando assim o conceito de “principio do supervisor absoluto” de Ed-

monds | |. Os resultados de Edmonds | , , ,
, , | envolvem emparelhamentos, matréides e arborescén-
cias. O trabalho de Edmonds | , ] sobre emparelhamentos

pode ser visto como uma extensao algoritmica e poliédrica dos resultados
min-max de Tutte [ ].

Dentre diversos outros teoremas min-max ja provados, destacamos os
obtidos por Lovéasz | | sobre retas independentes em uma geometria
projetiva, por Lucchesi e Younger [ | sobre cortes orientados disjun-
tos, por Schrijver | , | e Feofiloff e Younger | | sobre colegoes
disjuntas de transversais de cortes orientados, por Mader | | sobre S-
caminhos, por Seymour | | sobre a propriedade max-fluxo min-corte
para matroides, etc.

1.2 Técnicas de prova

Para provar relacoes min-max, podemos utilizar técnicas puramente com-
binatérias ou entao técnicas da combinatoria poliédrica. Ambos os tipos de
provas podem fornecer um algoritmo como subproduto.

As demonstracoes puramente combinatdérias em geral utilizam proprie-
dades ad hoc, de cardter tedrico especifico ao problema em foco. As de-
monstracoes dos teoremas de Konig e Menger, mencionados acima, foram
originalmente desse tipo.

Ja as provas poliédricas formulam o problema em questdao como um pro-



grama linear e, através das poderosas técnicas da combinatoria poliédrica,
estabelecem que tal programa e o seu dual tém solugoes étimas inteiras. Esse
fato pode seguir, por exemplo, da unimodularidade total da matriz em ques-
tao. A prova do teorema do fluxo méaximo e corte minimo de Ford-Fulkerson
pode ser feita assim.

Em ambos os casos, é tipicamente facil mostrar max < min.

As provas podem ser puramente existenciais, como por exemplo a prova
de Lovész | | para o teorema de Lucchesi-Younger. Porém, em muitos
casos a demonstracao fornece facilmente um algoritmo para resolver ambos
os problemas, o de maximizacao e minimizacao, em tempo polinomial. Este
é o caso, por exemplo, do teorema da arborescéncia 6tima de Edmonds.

Outra forma de prova algoritmica é a seguinte. Suponha que queremos
resolver um problema de maximizacao. Entao o algoritmo ou melhora a
solucao corrente, ou entao mostra que tal solucao é 6tima construindo uma
solucao viavel para o problema de minimizagao com o mesmo valor objetivo.
Esse é o caso, por exemplo, da prova original do teorema de K6nig, bem como
do algoritmo de Ford e Fulkerson para fluxo médximo e corte minimo.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos a terminologia e notagao a serem utiliza-
das no restante deste texto. Seguimos basicamente o livro enciclopédico de
Schrijver | , , ].

Com algumas excecoes, nao provamos os resultados enunciados. Em
relagao as demonstragoes omitidas, encaminhamos o leitor ao livro de otimi-

zacao combinatéria de Schrijver | , capitulos 2-5], ao livro de teoria
dos grafos de Diestel [ ] e ao livro de programacao linear e inteira de
Schrijver [ ].

Assumimos do leitor alguma familiaridade com algoritmos e complexi-
dade computacional, como por exemplo estruturas de dados bésicas, con-
sumo de tempo polinomial como critério de eficiéncia, o conceito de polino-
mialidade forte, etc. Supomos que o leitor conhece alguns algoritmos simples
sobre grafos, como por exemplo busca em largura e em profundidade. Os
conceitos relevantes podem ser revisados no livro de Schrijver [ , ca-
pitulos 4 e 6.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na secao 2.1, estabele-
cemos a notacao e a terminologia bésica, como conjuntos, vetores, etc. Na
secao 2.2, estudamos e revisamos alguns conceitos béasicos de teoria dos gra-
fos, tanto para o caso nao-orientado como para o orientado. Finalmente, na
secao 2.3, fazemos um apanhado de teoria de programacao linear e inteira.

2.1 Preliminares gerais

2.1.1 Conjuntos

Conjuntos em geral sao denotados por uma letra maitscula. Se Y é um
subconjunto de X, escrevemos Y C X. Se Y # X, entao dizemos que Y é
um subconjunto prdprio de X, e denotamos isso por Y C X.

O conjunto dos nimeros inteiros é denotado por Z, o dos racionais por Q
e o dos reais por R. Se quisermos nos restringir apenas aos elementos nao-



negativos de um conjunto X, escreveremos X-,. Assim, Q-, denota o con-
junto dos racionais nao-negativos, por exemplo.

Seja x € R. O piso de z, denotado por |x|, é o maior inteiro que nao
excede x. O teto de z, denotado por [z], é o menor inteiro n tal que x < n.

Exceto por Z,Q e R, todos os conjuntos desse texto sao finitos. O tama-
nho de um conjunto X ¢ a sua cardinalidade e é denotado por | X|.

Uma familia é um conjunto no qual pode ocorrer repeticao dos elemen-
tos. Em outros textos, familias sao usualmente chamadas de multiconjuntos.
Uma colecdo é simplesmente um conjunto, no sentido usual.

Dados conjuntos X e Y, sua uniao é denotada por XUY e sua interseccao
por X NY. O conjunto dos elementos de X mas nao de Y é denotado
por X \ Y. A diferenca simétrica entre os conjuntos X e Y é

XAY :=(X\Y)U(Y\X). (2.1)

Dizemos que os conjuntos Xi,..., Xy sdo disjuntos se eles sao mutu-
amente disjuntos, isto é, se X; N X; = () para quaisquer i,j € {1,...,k}
distintos.

Seja E um conjunto. Uma parti¢ao de E é uma colegdo {Xy,..., Xy}
de subconjuntos disjuntos de E tal que Ule X; = E. Cada elemento X; da
particao é chamado de parte ou classe da particao.

O seguinte teorema serd tutil mais tarde:

Teorema 2.1
Seja S um conjunto finito e sejam T, U C S com T € U e U € T. Entao

|T|-|T|+|U|-|U| > |TnU|-|TNU|+|TuU|-TuU|, (2.2)
onde X := S\ X para todo X C S.

Demonstragao: Defina o := |[T'NU|, 5 := |T\U|,v:=|U\T|ed:=|T UU|.
Temos
] |T| + |U] - [U] = (e + B)(v +8) + (o +7) (B +9)
=200+ 20y +ay+ B+ af + 76

e
TNU-|ITNUI+[TUU]-[TUU|=a(f+7+6)+ (a+8+7)d
=2a0 + ay + B0 + aff + 6.
Agora basta usar o fato de que, por hipdtese, temos v > 0. O



Pares de anticadeias bloqueadoras

Seja E um conjunto. Uma colegao F = {Fy,..., F;} de subconjuntos
de E é uma anticadeia se F; ¢ Fj para todos i,j € {1,...,k} distintos.
Dizemos ainda que F é uma anticadeia sobre E.

Seja F uma anticadeia sobre E. Defina

b(F)' :={H C E: HNF # { para todo F € F}. (2.3)

A anticadeia bloqueadora de F, denotada por b(F), é definida como a colec¢ao
dos conjuntos minimais da colecio b(F)!. E ¢bvio que b(F) é novamente
uma anticadeia, justificando seu nome. O par (_7: ,b(F )) ¢é dito um par de
anticadeias bloqueadoras.

Lawler [ ] e Edmonds e Fulkerson | | notaram a seguinte relagao
de dualidade entre um par de anticadeias bloqueadoras.

Teorema 2.2
Seja F uma anticadeia sobre um conjunto finito £. Entao

b(b(F)) = F. (2.4)
Demonstragao: Denote H := b(F). Defina
Fl:={F' C E: F' D F para algum F € F}.

Por definigao, todo conjunto F' € F satisfaz FNH # () para todo H € H,
de modo que F C b(H)', e portanto F' C b(H)'.

Seja U C FE com U ¢ F!. Entao, para todo F € F, temos F € U e
portanto (E\ U) N F # 0. Logo, E\ U € b(F)!, e portanto E\ U D H
para algum H € H. Mas entdo U N H = (). Segue que U ¢ b(H)', ou seja,
b(H)! C FT.

Mostramos assim que F' = b(H)'. Mas entdo é evidente que os conjun-
tos minimais de F! coincidem com os conjuntos minimais de b(H)', como
queriamos. O

2.1.2 Vetores, matrizes e fungoes

Todos os vetores desse texto sao vetores-coluna. Os componentes ou
entradas de um vetor x = (x1,...,zy,)" s80 x1,...,2,. O suporte de x é o
conjunto de indices 7 tais que z; # () e é denotado por supp(x).

Um vetor é dito integral se todas suas entradas sao inteiras.

Sejam E e R conjuntos. Denotamos por R¥ o conjunto dos vetores
indexados por elementos de E tal que cada componente é um elemento
de R. Por exemplo, se V' é um conjunto, entao Z‘;O é o conjunto de todos os
vetores indexados por elementos de V' cujos componentes sio inteiros nao-
negativos. Cada elemento de R pode também ser visto como uma funcao
de F para R.



Seja € RF. O componente de z indexado por e € E é denotado por
x. ou z(e). Seja F' um subconjunto de E e suponha que R estd munido de
uma operacao de soma. Denotamos

z(F) = er. (2.5)

ecF

O wvetor de incidéncia ou vetor caracteristico de um subconjunto F de E

é o vetor
1, see€ F;
X" (e) = { ’ L (2.6)
0, caso contrario.

Denotamos 1 := x¥ como o vetor que tem todas as entradas iguais a 1.

Em diversos trechos vamos nos referir a uma funcao capacidade, digamos
¢ € R¥, ou uma funcio comprimento, digamos ¢ € R¥. Nesse caso, se F é
um subconjunto de E, diremos que ¢(F') é a capacidade de F' e que ¢(F) é
o comprimento de F'.

Sejam a,b € RE. Escrevemos a < b se a. < b, para todo e € F.

Sejam U,V conjuntos. Uma matriz U x V é uma matriz cujas linhas sao
indexadas por elementos de U e cujas colunas sao indexadas por elementos
de V. Seja M uma matriz U x V. A entrada de M indexada por u € U e
v € V é denotada por M, ,, também denotada por M (u,v). O determinante
de uma matriz M é denotado det(M).

Funcoes submodulares

Seja S um conjunto. Denote por P(.S) a colegao de todos os subconjuntos
de S. Seja f: P(S) — R uma fungao. Dizemos que f é submodular se

FXUY)+ f(XNY) < f(X)+ F(Y) (2.7)

para quaisquer X,Y € P(S). Dizemos que f é supermodular se —f é sub-
modular.

Familias laminares e livres de cruzamentos

Seja S um conjunto e C uma familia de subconjuntos de S. Dizemos
que C é livre de cruzamentos se, para quaisquer X,Y € C, vale que

XCY ou YCX ou XNY=0 ou XUY=S5. (2.8)
Dizemos que C é laminar se, para quaisquer X,Y € C, vale que
XCY ou YCX ou XNnY=0. (2.9)

Familias laminares podem ser caracterizadas como as familias de sub-
conjuntos de S que admitem uma representacao por diagrama de Venn no



plano sem que haja cruzamento de linhas. Ja as familias livres de cruza-
mento admitem uma tal representacdo numa esfera. KEssa caracterizagao
segue da seguinte observacao:

Fixe um elemento s € S e, para todo conjunto C' de uma  (2.10)
familia C livre de cruzamentos, troque C por S\ C se
s € C. Entao a familia resultante é laminar.

2.2 Teoria dos grafos

2.2.1 Grafos nao-orientados

Um grafo é um par G = (V,E), onde V é um conjunto e E é uma
familia de pares nao-ordenados de elementos de V. Chamamos de vértices
os elementos de V' e de arestas os de E.

Dado um grafo G, denotamos por V(G) o conjunto dos vértices de G e
por E(G) o conjunto das arestas de G. Abreviamos também n(G) := |V (G)|
e m(G) := |E(G)|. Quando o grafo G esta implicito no contexto, abreviare-
mos ainda mais, escrevendo n no lugar de n(G) e m no lugar de m(G).

Uma aresta {u,v} é usualmente abreviada como uv.

Seja uv uma aresta. Dizemos que uv liga os vértices u e v e que u e v
sdo as pontas de uv. A aresta uv é incidente em u e v. Como existe uma
aresta ligando u e v, dizemos que u e v sao adjacentes e que v é um vizinho
de u.

Dado um conjunto S C V(G), denotamos por Ng(S) o conjunto de
vértices de V(G) \ S que tém algum vizinho em S. Quando o grafo G
estd implicito no contexto, abreviamos N(S) := Ng(S). Se u é um vértice,
abreviamos ainda N(u) := N({u}).

Dado um vértice u € V(G), o grau de u é o nimero de arestas incidentes
em u, e é denotado por d(u). Quando o grafo G esta implicito no contexto,
abreviamos d(u) := d(u). Um simples argumento de contagem mostra que

2m = Zd(v). (2.11)

veV

O grau minimo de um vértice em G é denotado por §(G) e o grau maximo
por A(G). Quando §(G) = A(G) = k, dizemos que o grafo G é k-regular.

Subgrafos, remocgoes e contracoes

Sejam H e G grafos. Dizemos que H é um subgrafo de Gse V(H) C V(QG)
e E(H) C E(G), e denotamos isso por H C G. Dizemos ainda que G é um
supergrafo de H e que G contém H. Se V(H) = V(G), entdao H é um
subgrafo gerador de G. Se E(H) consiste de todas as arestas de G que tém



as duas pontas em V(H), entao H é um subgrafo induzido de G ou, mais
precisamente, o subgrafo de G induzido por V(H). O subgrafo de G induzido
por S C V(G) é denotado por GIS].

Seja G = (V, E) um grafo. Dado um conjunto S C V', o grafo obtido
a partir de G através da remogao dos vértices de S é G — S = G[V \ S].
Se S = {v}, abreviamos G — v := G — {v}. Dado um conjunto F' C E, o
grafo obtido a partir de G através da remocgao das arestas de F'é G — F :=
(V,E\ F). Se F = {e}, abreviamos G — e := G — {e}.

Dada uma aresta e = wv € FE, o grafo obtido a partir de G através
da contracao da aresta e é o grafo que obtemos a partir de GG através da
remocao da aresta uv e da identificagdo dos vértices u e v. Tal grafo é
denotado por G/e.

Outra modificacao que podemos aplicar a grafos é a adi¢ao de elementos
novos, como por exemplo um vértice novo ou uma aresta nova. Neste caso,

um vértice v é novo num grafo G se v € V(G) e uma aresta e é nova em G
se e € E(G).

Caminhos, circuitos e conjuntos separadores

Um grafo da forma vy --- v, := ({vl, o pt {vivg, . ,vp_lvp}) é dito
um caminho. Os vértices v, ...,v,—1 sa0 0s vértices internos do caminho.

Se P = vy --- vy, 0s vértices v1 e v, sao as extremidades do caminho P.
Podemos atribuir arbitrariamente uma direcao ao caminho P, dizendo que
ele vai de v1 a vp. Dizemos ainda que vy € o inicio do caminho P e v, é o seu
término. O caminho P passa ou percorre cada elemento de V(P)U E(P).

O comprimento de P = vy ---v, ¢ o nimero de arestas de P, ou seja,
p—1. O caminho P é par se seu comprimento é par, e é impar caso contrario.

Seja G = (V, E) um grafo. Se s,t € V, dizemos que s e t sao ligados
se G contém um caminho com extremidades s e t. Um (s, t)-caminho é um
caminho com extremidades s e t. Se S,7 C V, um (S,T)-caminho é um
caminho com uma extremidade em S e outra em 7.

Sejam P = vy ---vp e Q = wy - - wy caminhos. Dizemos que P e () sao
disjuntos se V(P)NV(Q) = 0, e sdo internamente disjuntos nos vértices se
(VP)\ {or,up}) 0 (V@) \ fuwr,wg}) = 0.

Seja G = (V, E) um grafo e C C V. Sejam S, T C V. Se todo (S,T)-ca-
minho em G tem um vértice em C, dizemos que C é um conjunto de vértices
(S, T)-desconectador. Sejam s,t € V. Se todo (s,t)-caminho em G tem um
vértice em C' e s,t ¢ C, dizemos que C' é um conjunto de vértices (s,t)-se-
parador.

Um grafo da forma vy ---vg := ({vl,...,vk},{vovl, . ,vk_lvk}), com
vy = Vg, € dito um circuito. O comprimento de um circuito é o seu nimero
de arestas. Dizemos que um circuito C' passa ou percorre cada elemento de
V(C)U E(C). Um circuito é dito par se seu comprimento é par, e é impar
caso contrario.



Conexidade e componentes

Um grafo G é conezo se cada par de vértices é ligado por algum caminho.
Um subgrafo conexo maximal de G é dito um componente conexo de G, ou
simplesmente um componente de G.

Arvores, florestas e cortes

Um grafo G é uma floresta se G nao tem circuitos. Dizemos ainda que G
é aciclico. Uma drvore é uma floresta conexa. E facil provar o seguinte
resultado:

Teorema 2.3
Seja G = (V, E) um grafo. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) G é uma arvore;
(ii) G é conexo e |E| = |V|—1;
(iii) G é aciclico e |E| = |V|—1.

Dado um grafo G, uma drvore T C G ¢ geradora se V(T) = V(G). E
evidente que G tem uma drvore geradora se, e somente se, G é conexo. Seja
S C V(G). O conjunto de todas as arestas de G que tem exatamente uma
ponta em S é denotado por §¢(S). Um conjunto F' C E(G) é um corte de G
se F' = 0¢(S) para algum S C V(G).

Uma aresta e de G é uma ponte se {e} é um corte de G.

Grafos bipartidos

Um grafo G = (V, E) é bipartido se existe uma partigao {U, W} de V
tal que £ = d¢(U). Chamamos os conjuntos U e W de classes de cores
de G e dizemos que G é um grafo (U, W)-bipartido. Note, entretanto, que
as classes de cores U e W de um grafo bipartido podem nao ser tnicas.

Dados conjuntos U e W, definimos o grafo bipartido completo entre U
e W como Kyw = (UUW, {uw: u € Uwe W}).

E f4cil provar a seguinte boa caracterizacao de grafos bipartidos:

Teorema 2.4
Seja GG um grafo. Entao G é bipartido se, e somente se, G nao tem circuitos
impares.

A seguinte propriedade serd tutil mais tarde:

Lema 2.5
Seja G um grafo (U, W)-bipartido. Entdo a fungao N(S), definida sobre
todos os subconjuntos S C U, é submodular, isto é,

IN(XUY)|+ [N(XNY)| < [NX)|+|NY)|. (2.12)
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Demonstragio: Sejam X,Y C U. E facil ver que N(XUY) = N(X)UN(Y)
eque N(XNY)C N(X)NN(Y). Logo,

IN(XUY)|+ |[N(XNY)| < IN(X)UNY)|+ |[NX)NN(Y)|
= |[N(X)|+ [N(Y)],

como queriamos. ]

Emparelhamentos, coberturas por vértices e coloragao de arestas

Seja G = (V, E) um grafo e M C E. Dizemos que M é um emparelha-
mento se e N f = () para quaisquer arestas e, f € M distintas. Um vértice
v € V é saturado por M se v € |J.cpe. Dizemos que M é um emparelha-
mento perfeito se todo vértice de G é saturado por M.

Um emparelhamento de tamanho maximo em G é um emparelhamento
mdrimo em GG. O tamanho de um emparelhamento maximo em G é denotado
por v(G).

Fixe um emparelhamento M em G. Seja P um caminho em G. Dizemos
que P é M-alternante se as arestas de P estao alternadamente em M e fora
de M. Se P é M-alternante e as duas extremidades de P nao sao saturadas
por M, entao P é dito um caminho M -aumentador. E f4cil ver que

se P é um caminho M-aumentador em G, entdo o con-  (2.13)
junto M' := M A E(P) é um emparelhamento em G
com |M'| = |M|+ 1.

Um conjunto de vértices K C V é uma cobertura por vértices em G se
cada aresta de G tem uma ponta em K ou, equivalentemente, se G — K nao
tem arestas. Um vértice v cobre uma aresta e se v é uma ponta de e. Um
conjunto S C V cobre uma aresta e se algum vértice de S cobre e.

Uma cobertura por vértices de tamanho minimo em G é uma cober-
tura minima por vértices em G. O tamanho de uma cobertura minima por
vértices em G é denotado por 7(G).

Uma coloracao de arestas de G é uma particao de E' em emparelhamen-
tos, digamos x' = {Mji,..., M}. Cada um desses emparelhamentos é dito
uma, cor ou classe de cor da coloracao x’. O tamanho da menor coloracao
de arestas de G é chamado de indice cromdtico de G e é denotado X'(G). E

evidente que
X (G) > A(G). (2.14)
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Grafos planares e dualidade

Seja G = (V, E) um grafo. O grafo topoldgico |G| associado a G é o
espago topolégico que consiste de V' e, para cada aresta e de G, uma curva |e|
conectando as pontas de e, de modo que, para quaisquer arestas e, f, vale
que |e[N[f[=enf.

Uma imersdo de um grafo G num espago topoldgico S é uma imersao
(injecdo continua) do grafo topoldgico |G| em S. Um grafo G é dito planar
se admite uma imersiao no plano R?.

Quando trabalhamos com grafos planares, assumimos que ja temos fixa
uma imersao no plano.

Seja G’ um grafo planar. Os componentes topolégicos de R? \ |G| sdo as
faces de G. Dizemos que uma aresta incide em uma face F' se estd contida
na fronteira de F. Se duas faces F' e F’ sao incidentes em uma aresta e,
dizemos que e separa F e F’.

O grafo dual G* de um grafo planar G = (V| E) é o grafo que tem como
conjunto de vértices as faces de G e que tem, para cada aresta e € F, uma
aresta correspondente e* ligando as duas faces incidentes em e. Note que G*
também é planar e, se G é conexo, entao (G*)>k =G.

Matriz de incidéncia

Seja G = (V, E) um grafo. A matriz de incidéncia de G, ou matriz de
incidéncia V x E de G, é a matriz V x F dada por

1, se v é uma ponta de e;
v,e +— { (215)

0, caso contrario.

2.2.2 Grafos orientados

Um grafo orientado é um par D = (V, A), onde V' é um conjunto e A é
uma familia de pares ordenados de elementos de V. Chamamos de vértices
os elementos de V' e de arcos os de A.

Dado um grafo orientado D, denotamos por V(D) o conjunto dos vértices
de D e por A(D) o conjunto dos arcos de D. Abreviamos ainda n(D) :=
|[V(D)| e m(D) := |A(D)|. Quando o grafo orientado D estd implicito no
contexto, abreviaremos ainda mais, escrevendo n no lugar de n(D) e m no
lugar de m(D).

Um arco (u,v) é usualmente abreviado como uv. Dizemos que o arco uv
liga o vértice u ao vértice v e que u e v sao as pontas do arco wv. Mais
especificamente, u é a ponta inicial e v é a ponta final do arco (u,v). Dizemos
ainda que o arco (u,v) incide em u e em v.

Utilizamos o termo ‘familia’ na defini¢do do conjunto A para indicar que
podem ocorrer diversos arcos do mesmo tipo, isto é, entre os mesmos pares
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de vértices. Arcos que ligam os mesmos pares de vértices sdo chamados de
arcos paralelos.

Cada grafo orientado D = (V, A) tem associado um grafo subjacente G,
obtido a partir de D ignorando-se a orientagao de cada arco. Dizemos ainda
que D é uma orientacdao de G.

Um grafo orientado é uma drvore orientada se seu grafo subjacente é
uma arvore.

Dado um arco a = (u,v), o arco reverso de a é a=* := (v, u).

O grafo dos arcos de um grafo orientado D = (V, A) é o grafo orientado
com conjunto de vértices A e com conjunto de arcos

{((u, v), (a:,y)) (u,v), (x,y) € A, = ZE} (2.16)

1

Subgrafos, remocgoes e contragoes

Sejam D e D’ grafos orientados. Dizemos que D’ é um subgrafo de D se
V(D') C V(D) e A(D'") C A(D), e denotamos isso por D’ C D. Dizemos
ainda que D é um supergrafo de D' e que D contém D’'. Se V(D') = V (D),
entdo D' é um subgrafo gerador de D. Se A(D') consiste de todos os arcos
de D que tém as duas pontas em V(D’), entdao D' é um subgrafo induzido
de D ou, mais precisamente, o subgrafo de D induzido por V(D'). O subgrafo
de D induzido por S C V(D) é denotado por D[S].

Seja D = (V,A) um grafo orientado. Dado um conjunto S C V, o
grafo obtido a partir de D através da remocgao dos vértices de S é D — S :=
D[V '\ S]. Se S = {v}, abreviamos D — v := D — {v}. Dado um conjunto
B C A, o grafo obtido a partir de D através da remocdo dos arcos de B é
D — B :=(V,A\ B). Se B = {a}, abreviamos D — a := D — {a}.

Dado um arco a = (u,v) € A, o grafo obtido a partir de D através da
contragao do arco a € o grafo orientado que obtemos a partir de D através da
remocao do arco a e da identificagao dos vértices u e v. Tal grafo é denotado
por D/a.

Outra modificagdo que podemos aplicar a grafos orientados é a adicao
de elementos novos, como por exemplo um vértice novo ou um arco novo.
Neste caso, um vértice v é novo num grafo D se v ¢ V(D) e um arco a é
novo em D se a € A(D).

Dado um conjunto S C V', o grafo obtido a partir de D através da contra-
¢cao dos vértices de S é o grafo orientado que obtemos a partir de D através
da remocgao dos arcos que tém as duas pontas em S e da identificacao de
todos os vértices de S a um vértice novo, chamado S, sendo que arcos (u, v),
com u € S, sao redefinidos como (S,v), e arcos (u,v), com v € S, sdo
redefinidos como (u, S).
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Caminhos, circuitos e conjuntos separadores

Um grafo orientado da forma vy ---v, := ({vl, vk dar, . .,ap_l}),
onde a; := (v;,vi+1) para i = 1,...,p — 1, é dito um caminho. Os vérti-
ces V2, ..., Up—1 520 0s vértices internos do caminho.

Se P = vy ---vp, os vértices vy e v, sao as extremidades do caminho P.
Dizemos que P vai de v1 a vp. Dizemos ainda que vy € o inicio do caminho P
e v, € o seu término. O caminho P passa ou percorre cada elemento de
V(P)U A(P).

O comprimento de P = vy - - - v, ¢ o nimero de arcos de P, ou seja, p— 1.

Seja D = (V,A) um grafo orientado. Se s,t € V, dizemos que ¢ €
acessivel a partir de s se P contém um caminho de s a t. Um caminho que
vai de s a t é um (s,t)-caminho. Se S, T C V, um (S,T)-caminho é um
caminho que inicia em um vértice de S e termina em um vértice de 7.

Sejam P = v1---v, e Q = wi---wy caminhos. Dizemos que P e Q
sao disjuntos se V(P)NV(Q) = 0, sdo internamente disjuntos nos vértices
se (V(P)\ {vi,vp}) N (V(Q) \ {w1,wg}) =0, e sdo disjuntos nos arcos se
A(P)N A(Q) = 0.

Seja D = (V, A) um grafo orientado e C' C V. Sejam S, T C V. Se todo
(S, T)-caminho em D tem um vértice em C, dizemos que C' é um conjunto
de vértices (S,T)-desconectador. Sejam s,t € V. Se todo (s,t)-caminho
em D tem um vértice em C e s,t € C, dizemos que C é um conjunto de
vértices (s,t)-separador.

Um grafo orientado da forma vy ---vp := ({vl,...,vk},{al,--- ,ak}),
com vy = v € a; ‘= Vv para i = 1,..., k — 1, é dito um circuito. O
comprimento de um circuito é o seu numero de arcos. Dizemos que um
circuito C' passa ou percorre cada elemento de V(C) U A(C).

Cortes e quebra-circuitos

Seja D = (V, A) um grafo orientado e U C V. Dizemos que um arco a
entra em U se a ponta inicial de a esta fora de U e a ponta final de a esta
em U. Dizemos que um arco sai de U se entra em V \ U. O conjunto dos
arcos de D que entram em U é denotado por §5(U). Denotamos ainda
dr(U) :=15(U)|. O conjunto dos arcos de D que saem de U é denotado
por 09(U), sendo que dp*(U) := [09*(U)|. Quando o grafo orientado D
estd implicito no contexto, abreviamos 6™ (U) := 6 2(U), 0°**(U) := o3 (U),
d*(U) =dpU) ed™(U) :=dp*(U).

Seja B C A. Denotamos por §(U) o conjunto de arcos de B que entram
em U e por 0%"(U) o conjunto de arcos de B que saem de U. Temos ainda
dB(U) = 52 (U)] e dg(U) := |03(U)],

O seguinte fato serd de extrema importancia nos capitulos a seguir:
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Lema 2.6
Seja D = (V, A) um grafo orientado. Entao a funcao d™(S), definida sobre
todos os subconjuntos S C V(D), é submodular, isto é,

d™"(XUY)+d™(XNY) <d™(X)+d™(Y). (2.17)
O mesmo vale para a fungao d°*(.5).

Demonstragao: Faremos apenas a prova para a fungao d™(S). O caso da
fungao d°"*(S) é absolutamente analogo.
Comegamos notando que 6™ (X)) pode ser particionado em

{o™(XUY)No™(X), (Y \X)Né™(X\Y), (Y \X)Né™(XNY)}.
Assim, temos

d™(X) +d™(Y }5‘“XuY)m5‘“ )| +]e(XUY)nsm(Y)|
+ 5 (Y \ X)NEm(X NY)| (2.18)
+ |5(X\Y) N (X NY)|.

Agora, §™(X UY) Cd™(X)Ud™(Y), de modo que

F™(XUY)NG™(X)| +[6™(XUY)nd™(Y)| =
|6™(XUY)|+ [§"(XUuY)né™(X)ns™(Y)]. (2.19)

Ademais, 0™ (X NY) pode ser particionado em

{o™(XuY)né™(X)né™(Y),
FTYN\NX)NIMN(XNY),0™MX\Y)Nd™ (X NY)}. (2.20)

Combinando (2.18), (2.19) e (2.20), obtemos

d™(X) +d™(Y |5m (XUY)|[+[6"(XUuY)ns™(X)né™(Y)|
+ |8 (Y\ X) N6 (X NY)|

+ |MXN\Y) NS X NY)|
=d"(XUY)+d"(XNY),

como queriamos. ]

Um corte é um conjunto da forma 6°**(S) para algum S C V. Dados
vértices s,t, um (s,t)-corte é um conjunto da forma §°*(S) para algum
{s}cscV{t}h

Um quebra-circuitos é um conjunto F' de arcos tal que D — F' nao tem
circuitos.
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Conexidade, componentes fortes e fracos

Um grafo orientado D = (V, A) é dito fortemente conexo se, para quais-
quer vértices u e v, existe um (u,v)-caminho em D. Dizemos que D é
fracamente conexo se o grafo subjacente a D é conexo.

Um subgrafo fortemente conexo maximal de D é um componente for-
temente conero ou componente forte de D. Um componente fracamente
conexo ou componente fraco de D é um subgrafo de D cujo grafo subjacente
é um componente do grafo subjacente a D.

Um arco a é um arco de corte se a aresta correspondente ao arco a no
grafo subjacente a D é uma ponte.

Grafos orientados planares e dualidade

Um grafo orientado D é planar se seu grafo subjacente G é planar. O
grafo dual de D é o grafo orientado D* obtido da seguinte orientacao de G*.
Se um arco a = (u,v) de D separa as faces F e F’ tal que, ao percorrermos a
de u até v, a face I estd & esquerda e F’ & direita de a, entao o arco dual
de a é orientado de F para F’.

Note que, se D = (V, A) é fracamente conexo, entao (D*)* = (V,A™),
onde A™' :={a"!:ac A}.

Matriz de incidéncia

Seja D = (V, A) um grafo orientado. A matriz de incidéncia de D, ou
matriz de incidéncia V x A de D, é a matriz V x A dada por

—1, sew é a ponta inicial de a;
Myq:=1< +1, sew é a ponta final de a; (2.21)

)

0, caso contrario.

2.3 Programacgao linear e inteira

2.3.1 Convexidade, sistemas e poliedros

Sejam z1,...,x € R™. Dizemos que que um vetor x € R™ é uma
combina¢ao convexa de x1,...,x) se existem Aj,...,\; € Ry, tais que
Zle )\i =lex= Z?:l )\sz

Um subconjunto C' de R™ é dito convezo se, para quaisquer x,y € C' e
A€R com 0 <A< 1, vale que Az + (1 — ANy € C.

O fecho convero de um conjunto S C R™, denotado fecho. conv(X), é o
conjunto de todas as combinagoes convexas de elementos de X ou, equiva-
lentemente, ¢ o menor subconjunto convexo de R™ que contém X.
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Seja A uma matriz e sejam x e b vetores. Quando escrevemos Ax = b,
Az < b, etc., assumimos implicitamente a compatibilidade de dimensoes.
Chamamos Az < b de um sistema de inequacgdes lineares.

Um subconjunto P de R™ é um poliedro se existem uma matriz A e
vetores x e b tais que

P={zeR": Az <b}. (2.22)

Se (2.22) vale, dizemos que o sistema Ax < b determina o poliedro P. Uma
inequacéo ¢'z < 0 é chamada vdlida para P se ¢"x < ¢ para todo x € P.

Um subconjunto P de R™ é um politopo se P é o fecho convexo de
um ntmero finito de vetores de R". E um fato bem conhecido que um
subconjunto P de R™ é um politopo se, e somente se, P é um poliedro
limitado, ou seja, se existe M € R, tal que |z;| < M para quaisquer x € P
eie{l,...,n}

Um poliedro ¢é dito racional se é determinado por um sistema racional
de inequagoes lineares, isto é, um sistema com todas as entradas racionais.
Neste texto, todos os poliedros sao racionais.

2.3.2 Programacao linear e dualidade

Um problema de programacao linear consiste em maximizar ou minimi-
zar uma fungao linear sobre um poliedro. Por exemplo,

max{c'z: Az < b}. (2.23)

Teorema 2.7 (Teorema da dualidade de programacao linear)
Seja A uma matriz e sejam b e ¢ vetores. Entao

max{c'z: Az <b} =min{y'b:y>0ey'A=c"} (2.24)
se pelo menos um dos dois valores 6timos acima é finito.

Na equagao (2.24), o problema de minimizagao é chamado de problema
dual do problema de maximizacao, que por sua vez é chamado de problema
primal. E f4cil ver que o problema primal é o dual do problema dual.

Ha diversas formas de enunciar o teorema da dualidade, dependendo de
como estd descrito o problema primal. As regras para geragao do programa
dual a partir do primal estao resumidas na seguinte tabela:

maximizar minimizar

< restricao variavel > 0

> restricao variavel < 0

= restricao variavel irrestrita

variavel > 0 > restricao

varidvel <0 < restrigao
variavel irrestrita = restricao

lado direito funcéo objetivo
funcao objetivo lado direito
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Solucoes viaveis, otimalidade e vértices

Seja P um poliedro. Considere o problema de programacao linear
max{c'z: z € P}. (2.25)

Dizemos que o problema (2.25) é invidvel se P = (). Caso contrério, o
problema (2.25) é vidvel. Todo vetor de P é chamado de solu¢do vidvel do
problema (2.25). Um vetor z* € P que atinge o méximo em (2.25) é dita
uma solu¢ao dtima do problema (2.25). Um vetor y é uma solu¢do dual se
é viavel no problema dual.

Um vetor x € P é um vértice de P se x nao é combinacdo convexa de
outros vetores de P, isto é, para quaisquer y,z € P distintos e qualquer
AeR, com 0 <\ <1, temos z # Ay + (1 — A)z. E um fato bem conhecido
que o méximo em (2.25) sempre é atingido por um vértice de P.

Um poliedro P é dito integral se for o fecho convexo dos vetores integrais
contidos em P. Assim, um politopo P é integral se, e somente se, cada vértice
de P ¢ integral.

Folgas complementares

Vale a seguinte caracterizagao de solugoes 6timas no primal e no dual:

Teorema 2.8 (Folgas complementares)

Sejam x,y um par de solugdes vidveis nos problemas lineares de (2.24). En-
tao x é solugao 6tima no primal e y é solugao 6tima no dual se, e somente se,
(Ax), = b; para cada i tal que y; > 0.

Algoritmos para programacao linear

O algoritmo mais famoso para resolver problemas de programagao linear
é o método simplex, desenvolvido por Dantzig | |. Ele funciona muito
bem na pratica. Porém, nao foi provado nenhum limitante polinomial de
seu consumo de tempo no pior caso, e a maioria das regras de selecao de
pivo propostas provaram consumir tempo exponencial no pior caso.

O primeiro algoritmo polinomial para problemas de programacao linear
foi dado por Khachiyan [ , |, adaptando o método das elipséides
de programagao nao-linear, originalmente desenvolvido por Shor | ,

, ] e por Yudin e Nemirovskii [ ]. O método consiste em
encontrar uma seqiiéncia de elipséides, cada um menor que o anterior, sendo
que cada elipséide sempre contém pelo menos uma solucao 6tima. O método
termina quando o elipséide fica pequeno o suficiente para que seja possivel
derivar uma solucao 6tima. Na pratica, esse algoritmo é bastante pesado e
lento. Porém, ha poderosas conseqiiéncias tedricas, como mostraram Karp
e Papadimitriou | , |, Padberg e Rao | ], e Grotschel, Lovész
e Schrijver [ ].
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Karmarkar [ | mostrou que métodos de pontos interiores podem
resolver problemas de programacao linear em tempo polinomial, e também
que tais métodos podem ser implementados de forma eficiente, a ponto de
serem competitivos com o método simplex.

2.3.3 Teoria de poliedros bloqueadores

Seja P um poliedro. Definimos
Pl:=P+R%. (2.26)

O poliedro P! é chamado o dominante de P.

Um poliedro P é dito do tipo bloqueador se, para quaisquer z,y € R"
comy>xexe P, vale que y € P.

Sejam B,C um par de anticadeias bloqueadoras sobre um conjunto FE.
Seja Pp o poliedro determinado por

Te >0 para todo e € F,

z(C) >1 paratodo C €C (2.27)
e seja Pe o poliedro determinado por
>
ZTe >0 para todo e € F, 2.28)

JJ(B) > 1 paratodo B € B.
A prova do seguinte fato pode ser vista na tese de Marcus | |:

Teorema 2.9 (Teoria de poliedros bloqueadores)
O poliedro Pg ¢ integral se, e somente se, o poliedro FPe é integral.

2.3.4 Unimodularidade total

Uma matriz A é chamada totalmente unimodular se toda submatriz qua-
drada de A tem determinante 0, +1 ou —1. Em particular, cada entrada de A
deve estar em {0,+1}.

Uma forma alternativa de caracterizar matrizes totalmente unimodulares
torna mais claro o nosso interesse nessas matrizes. Dizemos que uma matriz
é integral se todas suas entradas sao nuimeros inteiros. Entdo uma matriz A
¢é totalmente unimodular se, e somente se, cada submatriz néo-singular de A
tem como inversa uma matriz integral. Com isso, é possivel provar o seguinte
resultado:

Teorema 2.10
Seja A uma matriz m X n totalmente unimodular e b € Z™. Ent&o o poliedro
P = {z: Az < b} ¢ integral.

Corolario 2.10.1

Seja A uma matriz m x n totalmente unimodular, b € Z™ e ¢ € Z". Entao
ambos os programas lineares na equagao de dualidade (2.24) tém solugoes
Otimas integrais, se os 6timos sao finitos.
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2.3.5 Matrizes de rede

Seja D = (V, Ap) um grafo orientado e ' = (V, Ar) uma arvore orien-
tada. Seja C a matriz Ar X Ap definida da seguinte forma. Seja a; € Ar e
ap = (u,v) € Ap. Seja P o subgrafo orientado de T" cujo grafo subjacente é
um (u, v)-caminho. Vamos considerar P como um caminho que inicia em u
e que termina em v, de modo que arcos ‘“na dire¢ao correta” tém a ponta
inicial mais préxima de u do que sua ponta final, e arcos “na direcao errada”
tém a ponta final mais préxima de u do que sua ponta inicial. Tome

+1, se ap ocorre “na direcao correta’;
C’(aT, aD) =4 —1, seap ocorre “na direcao errada’; (2.29)

0, se ap nao ocorre em P.

A matriz C assim definida é chamada uma matriz de rede, gerada por T
eD.

Lema 2.11
Toda submatriz de uma matriz de rede é novamente uma matriz de rede.

Demonstracdo: Seja C uma matriz de rede, gerada por T' e D. A remocéo da
coluna de C indexada por ap corresponde a remover o arco aj, do grafo D.
A remocao da linha de C' indexada por a, = (u,v) corresponde a contrair o
arco ap em T e identificar os vértices v e v no grafo orientado D. O

Agora podemos provar a unimodularidade total de matrizes de rede:

Teorema 2.12
Seja C' uma matriz de rede. Entao C é totalmente unimodular.

Demonstragao: Pelo lema 2.11, basta mostrarmos que, se C' é uma matriz
de rede, gerada por T = (V,Ar) e D = (V,Ap), e C é quadrada, entao
det(C) € {0,£1}. A prova é por inducao no nimero de linhas de C. O caso
em que C s6 tem uma linha é trivialmente verdadeiro.

Suponha entao que C tem mais de uma linha. Se det(C') = 0, estamos
feitos. Suponha entao que det(C) # 0. Seja u um vértice de T' que é ponta
de um tinico arco de Ap. Seja a’ tal arco.

Observe que alterar a orientacao de algum arco de T ou de D é equiva-
lente a multiplicar alguma linha ou coluna de C por —1, o que altera apenas
o sinal do determinante. Assim, possivelmente invertendo a orientacao de
alguns arcos, podemos supor que cada arco de Ap e de Ap incidente em u
tem u como ponta inicial. Assim, a matriz C' tem apenas 0’s e 1’s na linha
indexada por a’.

Considere duas colunas indexadas por arcos a; = (u,v1) e az = (u,va),
isto é, duas colunas cuja entrada indexada por @’ é 1. Entao a subtracao da
coluna a; da coluna ag equivale a transformar ag no arco (vy,v2). Ademais,
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tal subtracdo nao altera o determinante de C. Podemos supor entao que
existe exatamente um arco de Ap incidente em u, de modo que a linha de C
indexada por @’ tem um unico elemento nao-nulo. Agora o resultado segue
da expansao do determinante através da linha indexada por a’ combinada
com a hipdtese de inducao. O

Corolario 2.12.1
Seja G = (V, E) um grafo (U, W)-bipartido. Entao a matriz de incidéncia
V x E de G é totalmente unimodular.

Demonstragao: Adicione um vértice novo v a GG, obtendo o grafo G'.
Oriente cada aresta uw de G’, comu € U e w € W, de u para w, obtendo
assim um grafo orientado D. Crie também uma &rvore orientada 7', com
conjunto de vértices V(G’) e arcos (u,v) para todo u € U e (v,w) para todo
weWw.
E f4cil ver que a matriz de incidéncia V x E de G é idéntica & matriz de
rede gerada por 1" e D. Agora o resultado segue do teorema 2.12. O

Corolario 2.12.2
Seja D = (V, A) um grafo orientado. Entao a matriz de incidéncia V' x A
de D é totalmente unimodular.

Demonstragdo: Adicione um vértice novo u a D, obtendo o grafo orien-
tado D'. Crie uma &rvore orientada T' com conjuntos de vértices V(D') e
arcos (u,v) para todo v € V.

E f4cil ver que a matriz de incidéncia V x A de D é idéntica & matriz de
rede gerada por T' e D’. Agora o resultado segue do teorema 2.12. O

2.3.6 Total dual integralidade

Edmonds e Giles | | introduziram o seguinte conceito. Um sistema
Ax < b em n dimensoes é dito totalmente dual integral, ou TDI, se A e b
sao racionais e, para qualquer ¢ € Z", o problema dual de maximizar ¢'z
sobre Ax < b, que é

min{y 'b:y>0ey A=c'}, (2.30)
tem uma solugdo 6tima integral y, se for finito.

Teorema 2.13
Se Az < b é TDI e b é integral, entao o sistema Ar < b determina um
poliedro integral.

O resultado a seguir mostra que a transformagao duma restricao de de-
sigualdade numa restricao de igualdade preserva a total dual integralidade
de um sistema:

21



Teorema 2.14

Seja Az < b um sistema TDI e suponha que o sistema A’z < b’ é obtido
de Az < b adicionando-se a inequacao —a'xz < —[3 para alguma inequacao
a'r < 3 de Az < b. Entao o sistema A’z < b’ também é TDI.

Um sistema Az < b é chamado boz-TDI se o sistema d <z <c¢,Ax <b
é TDI para quaisquer vetores d, c € R".

Pelo teorema 2.13, podemos provar o seguinte fato: se Ax < b é box-TDI,
entdo o poliedro {z: d <z < ce Az < b} é integral para quaisquer vetores
integrais d e c.

Teorema 2.15

Seja Az < b um sistema de inequagoes lineares, onde A é uma matriz
m X n. Suponha que, para cada ¢ € Z", o problema de programacao li-
near max{c'z: Az < b} tem, se finito, uma soluc¢do 6tima dual y € Z7, tal
que as linhas de A correspondentes a componentes positivos de y formam
uma matriz totalmente unimodular. Entao o sistema Ax < b é box-TDI.
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Capitulo 3

Alguns resultados
classicos equivalentes

Neste capitulo apresentaremos algumas relagoes min-max cldssicas, como
o teorema de emparelhamentos de Koénig, o teorema do casamento de Hall, o
teorema de Menger sobre caminhos disjuntos e cortes, e o teorema do fluxo
maximo e corte minimo de Ford-Fulkerson. Esses resultados estao entre as
primeiras relagoes min-max provadas em otimizacao combinatoria.

As provas expostas sao puramente combinatorias. A demonstracao do te-
orema do fluxo méximo e corte minimo de Ford-Fulkerson, porém, é também
algoritmica. O algoritmo sugerido, com uma leve modificacao, é o famoso
algoritmo de Edmonds-Karp, que provamos ser fortemente polinomial.

Na tltima secdo, provamos que os resultados anteriores sao todos equi-
valentes, no sentido de que cada um pode ser provado a partir do outro. As
reducoes apresentadas mostrarao como o algoritmo de Edmonds-Karp pode
ser utilizado para os teoremas anteriores.

3.1 O teorema de emparelhamentos de Konig

Seja G um grafo, M um emparelhamento em G e K uma cobertura por
vértices em G. E evidente que

|M| < |K], (3.1)

ja que K deve conter ao menos uma ponta de cada aresta de M. Em
particular, a relacdo (3.1) vale para qualquer emparelhamento maximo e
qualquer cobertura minima por vértices, ou seja,

v(G) < 7(G). (3.2)

Nao é verdade que a relagao (3.2) sempre vale com igualdade. De fato,
ela é estrita para qualquer circuito impar. Porém, vale a igualdade em (3.2)
sempre que G nao tem circuitos fmpares, como mostrou Kénig [ |:
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Teorema 3.1 (Teorema de emparelhamentos de Kénig)
Seja G um grafo bipartido. Entao

V(@) = 7(G). (3.3)

Isto é, o tamanho maximo de um emparelhamento é igual ao tamanho mi-
nimo de uma cobertura por vértices.

Demonstragao (Rizzi | )): Seja G = (V,E) um contra-exemplo com
|V |+ |E| minimo. Entao G tem um vértice u de grau pelo menos 3. De fato,
se A(G) < 2, entao os componentes de G sao circuitos pares e caminhos,
e é facil encontrar em tais grafos um emparelhamento e uma cobertura de
mesmo tamanho.

Seja v um vizinho de u. Pela minimalidade de G, existe uma cobertura
por vértices K em G —v de tamanho v(G—v). Como G é um contra-exemplo
e KU{v} é uma cobertura por vértices em G, ¢ claro que | KU{v}| > v(G)+1
e portanto v(G—v) = |K| > v(G). Logo, existe um emparelhamento méximo
M em G que nao satura v. De fato, qualquer emparelhamento méaximo de
G — v é dessa forma.

Seja f € E'\ M uma aresta incidente em u distinta de uv. Tal aresta
existe pois d(u) > 3. Como f ¢ M, entdo v(G — f) > |M| = v(G). Pela
minimalidade de G, existe uma cobertura por vértices K/ em G — f de
tamanho v(G — f) = |[M|. Mas como M é um emparelhamento em G — f
que nao satura v, entdo v € K', ja que |K’'| = |[M| implica que cada vértice
de K’ é ponta de exatamente uma aresta em M. Logo, u € K’, pois K’
cobre a aresta uv de G — f. Mas entao K’ também cobre f, e é portanto

uma cobertura por vértices de G de tamanho v(G). O
Notamos que a prova original de Koénig [ |, que pode ser vista
em | , Pag. 265], era essencialmente algoritmica, utilizando caminhos

aumentadores. Ela mostra como obter uma cobertura minima por vértices a
partir de um emparelhamento maximo. Dado um emparelhamento méximo,
uma tal cobertura pode ser facilmente construida em tempo O(m).

Hopcroft e Karp [ ] mostraram como implementar um algoritmo
para encontrar um emparelhamento maximo e uma cobertura minima por
vértices num grafo bipartido G = (V, E), utilizando caminhos aumentadores
bloqueadores, de modo que o consumo de tempo seja O(\/ﬁm)

Poliedricamente, o teorema de emparelhamentos de Kénig afirma que
existem solugoes 6timas integrais para o par dual de problemas de progra-
macao linear

max{1'z: 2 >0,Az <1} =min{y'1: y >0,y  A>1"}, (3.4)

onde A é a matriz de incidéncia V x E do grafo G. Esse resultado também
segue da unimodularidade total da matriz A quando o grafo G é bipartido.
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Obtemos assim uma prova poliédrica do teorema de emparelhamentos de
Koénig.

A demonstracao do teorema de emparelhamentos de Kénig também pode
ser feita por indugao:

Demonstragao (De Caen | ]): Por (3.2), basta mostrar que v(G) > 7(G).
A afirmagao é trivialmente verdadeira se G nao tem arestas. Suponha
entdo que G tem pelo menos uma aresta. Afirmamos que

G tem um vértice u saturado por todos os emparelha- (3.5)
mentos maximos em G.

De fato, suponha o contrario. Seja w um vértice saturado por algum em-
parelhamento maximo e v um vizinho de u. Como estamos supondo (3.5)
falso, entao existem emparelhamentos maximos M, e M, tais que M, nao
satura u e M, nao satura v. Por serem maximos, M, satura v e M, satura u.

Seja P o componente de (V(G’), M, U Mv) que contém u. E claro que
P é um caminho que tem u como uma das extremidades e que P é par,
pois caso contrario P seria um caminho M,-aumentador. Ademais, v nao
estd em P, pois caso contrario P terminaria em v e P+ uv seria um circuito
impar em GG. Mas entao P+wuwv é um caminho M,-aumentador, um absurdo.
Segue a validade de (3.5).

Seja u um vértice como em (3.5). Entao v(G —u) = v(G) — 1. Por
inducao, existe uma cobertura minima por vértices K em G —u de tamanho
(G —u) = V(G —u) = v(G) — 1. E claro que K U {u} é uma cobertura por
vértices em G de tamanho v(G), como queriamos. O

Do teorema de emparelhamentos de Kénig podemos derivar facilmente
um teorema de Frobenius | |, provado originalmente no contexto de
determinantes, que caracteriza os grafos bipartidos que tém um emparelha-
mento perfeito:

Corolario 3.1.1 (Teorema de Frobenius)

Seja G = (V, E) um grafo bipartido. Entdo G tem um emparelhamento
perfeito se, e somente se, toda cobertura por vértices em G tem tamanho
pelo menos |V|/2.

Demonstragao: Imediato do teorema de emparelhamentos de Kénig, pois G
tem um emparelhamento perfeito se, e somente se, |V|/2 < v(G) = 7(G).
O

Corolario 3.1.2

Seja G um grafo bipartido k-regular, com k > 0. Entao G tem um empare-
lhamento perfeito.
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Demonstragao: Seja G = (V, E) como no enunciado. Entao cada vértice
cobre exatamente k arestas. Como |E| = k|V|/2, entao sdo necessdrios no
minimo |V'|/2 vértices para cobrir todas as arestas. Agora o resultado segue
do teorema de Frobenius. O

3.1.1 O teorema de coloragao de arestas de Konig

A idéia da prova da afirmagao (3.5), na demonstragao dada por de Caen,
também pode ser usada para provarmos o teorema de coloracao de arestas
de Kénig | |:

Teorema 3.2 (Teorema de coloragao de arestas de Konig)
Seja G um grafo bipartido. Entao

X' (G) = AG). (3.6)

Isto é, o nimero de cores de uma coloracao minima de arestas de G é igual
ao grau maximo de G.

Demonstragao: Por (2.14), basta mostrar que x'(G) < A(G).

A prova é por indugao no nimero de arestas de G. A relagao (3.6) vale
trivialmente se G nao tem arestas.

Seja uv uma aresta de G. Pela hipdtese de indugao, existe uma coloragao
de arestas X' = {Mj,..., My} do grafo G — uv com k := A(G — uv). Se
k= A(G)—1, entao x'U{{uv}} é uma coloragao das arestas de G com A(G)
cores. Suponha entao que k = A(G).

Existe um emparelhamento M, € Y’ que nao satura u. Também existe
M, € X' que nao satura v. Se M,, = M,, entao x' A {Mu, M, U {uv}} é uma
coloragao das arestas de G com A(G) cores. Suponha entao que M, # M,.
Seja P o componente do grafo (V(G), M, U Mv) que contém u. E claro que
P é um caminho que tem u como uma das extremidades. Ademais, v nao
estd em P, pois caso contrario P terminaria em v e seria par, de modo que
P + uv seria um circuito fmpar em G. Entao y' A {Mu, M,, M, N}, onde
M := M,AE(P)eN := (M, A E(P))U{uv}, é uma coloragao das arestas
de G com A(G) cores, como querfamos. O

E f4cil transformar a prova acima do teorema de coloracio de arestas de
Kénig num algoritmo para encontrar uma tal coloragao minima de um grafo
bipartido G = (V, E) em tempo O(nm).

Vamos ver agora uma prova alternativa do teorema de coloracao de ares-
tas de Konig. O resultado a seguir pode ser visto como um refinamento do
corolario 3.1.2.

Teorema 3.3
Seja G um grafo bipartido k-regular, com k > 0. Entao x'(G) = k.
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Demonstracao (Rizzi | ]): Seja G um contra-exemplo com o nimero
minimo de arestas. Seja e = wv uma aresta. Tome G’ := G — u — v.
Estenda o grafo G’ a um grafo H bipartido k-regular da seguinte maneira:
se Ng(u) = {v1,...,vx} e Ng(v) = {ug,...,ux}, com u = up e v = vy,
entao adicione a G’ as arestas ujvy,. .., Up_1Vk_1.

Como o grafo H tem menos arestas que G, entao existe uma colora-
cao X' = {Mj,..., My} das arestas de H, e é claro que M; é um empare-
lhamento perfeito de H para todo i. Mas como adicionamos a H menos
que k arestas, e Y’ tem k emparelhamentos, entao existe algum M € x' sem
nenhuma aresta nova, ou seja, M C E(G’). Logo, M' := M U {e} é um
emparelhamento perfeito em G. Pela minimalidade de G, o grafo G — M’
tem uma coloracao das arestas com k — 1 cores. Podemos tomar M’ como
a k-ésima cor e obter x/(G) < k, um absurdo. O

O lema a seguir, devido a Kénig [ |, afirma que todo grafo bipartido
é subgrafo de algum grafo bipartido regular, de uma certa forma justa:

Lema 3.4
Seja G um grafo (U, W)-bipartido, com |U| < |W|. Entao existe um grafo H,
supergrafo de G, que é (U’, W)-bipartido, com U’ 2 U, e que é A(G)-regular.

Demonstragao: Adicione |W| — |U| vértices novos a U. Chame o conjunto
resultante de U’. Escolha como H um grafo (U’, W)-bipartido satisfazendo
G C H C Ky w, e que tenha o maior nimero de arestas possivel tal que
A(H) = A(G).

Afirmamos que H é A(G)-regular. De fato, suponha que existe al-
gum vértice v’ € U’ com dy(v') < A(G). Como H ¢ bipartido, entao
Yowerr dg(uw) = |[E(H)| = > e dy(w). Logo, existe um vértice w € W
com dy(w) < A(G). Mas ent@o a aresta u'w poderia ser adicionada a H,
contradizendo a escolha de H com o maior nimero de arestas possivel. []

O teorema 3.3, em conjunto com o lema 3.4, fornece uma segunda prova
do teorema de coloracao de arestas de Ko6nig, sem utilizar o argumento de
caminhos alternantes.

3.1.2 Notas historicas: Konig e Frobenius

Os comentérios a seguir sdo baseados no livro enciclopédico de Schrij-
ver | , secao 16.7h].

Frobenius [ ], estudando propriedades sobre determinantes, publi-
cou em 1912 um resultado sobre decomposigoes de matrizes. Ele forneceu
uma prova combinatoria e outra algébrica.

Seu resultado, entretanto, era provado “a partir de propriedades escondi-
das de determinantes com elementos nao-negativos”, como admite o préprio
Frobenius em | ], e utilizava “argumentos complicados”, segundo K-
nig | ]. Com a ajuda da teoria dos grafos, Kénig | | forneceu
uma prova “mais clara e mais simples” do resultado de Frobenius.
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Em 1916, Kénig | | provou seu teorema de coloracao de arestas
em grafos bipartidos (teorema 3.2), a partir do qual ele provou outros re-
sultados sobre grafos bipartidos, como o corolario 3.1.2, e também sobre
determinantes.

Frobenius | | provou em seguida um resultado sobre determinantes,
a partir do qual obteve provas elementares tanto do teorema de coloracao de
arestas de Konig quanto de seu proprio resultado sobre decomposicao. Ele
afirmou ainda que a teoria dos grafos nao era 1til para o desenvolvimento
da teoria de determinantes, ja que o teorema de Kénig era apenas um caso
especial, de pouco valor, que seguia de seu proprio resultado. Este sim,
segundo ele, tinha valor.

Em 1931, na reunidao da Eoétvos Lorand Matematikai és Fizikai Tar-
sulat (Sociedade Matemadtica e Fisica de Lordand Eo6tvos), em Budapeste,
Kénig | | apresentou seu teorema min-max sobre emparelhamentos.

Logo depois, Kénig | | derivou ambos os teoremas anteriores de
Frobenius usando seus resultados provados através de grafos. Numa nota
de rodapé, Kénig responde a Frobenius, afirmando que seu menosprezo pela
teoria dos grafos era infundado, ja que o teorema que Frobenius afirmava
“ter valor” pode também ser provado através da teoria dos grafos, inclusive
“de forma simples e ilustrativa, que corresponde naturalmente com o carater
combinatorio do teorema, e que também leva a uma notavel generalizagao”.

3.2 O teorema do casamento de Hall

O resultado a seguir, devido a Hall | |, mostra uma condigao neces-
saria e suficiente para a existéncia de um emparelhamento saturando uma
das classes de cores num grafo bipartido:

Teorema 3.5 (Teorema do casamento de Hall)
Seja G um grafo (U, W)-bipartido. Entao G' tem um emparelhamento que
satura U se, e somente se,

IN(S)| = |S] (3.7)
para todo S C U.

Demonstracao (Everett e Whaples | 1): A necessidade da condicao (3.7)
é 6bvia. Vamos mostrar que ela é suficiente. Seja G um grafo como na
hipétese do teorema.

Chame um subconjunto S C U de justo se S satisfaz (3.7) com igualdade.

A prova é por inducao em |U|. O teorema é obviamente verdadeiro se
|U| = 1. Suponha entao que |U| > 2.

Fixe u € U. Se existe w € Ng(u) tal que G — u — w tem um empare-
lhamento que satura U \ {u}, estamos feitos. Suponha entao que, para todo
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w € Ng(u), o grafo G — u — w nao tem um emparelhamento que satura
U \ {u}. Vamos ver que isso é impossivel.

Seja w € Ng(u). Tome G’ :== G — u — w. Abrevie N(S) := Ng(S5)
e N'(S) := Ng/(S). Como G’ ndo tem um emparelhamento que satura
U’ :=U \ {u}, a hipdtese de indugdo garante a existéncia de um conjunto
S C U com |[N'(S)| < |S|. Como |[N(S)| > |S|, temos obrigatoriamente
IN(S)| = |S] e w e N(S). Concluimos que,

para todo w € N(u), existe um subconjunto S,, C U’ (3.8)
justo, com w € N(Sy,).

Pelo lema 2.5, a funcao N(S) é submodular. Como ela satisfaz (3.7),
entao os subconjuntos justos de U sao fechados por uniao e intersecgao. De
fato, sejam X,Y C U conjuntos justos. Entao

X|+ Y] =|XUY|+|XNY|
< IN(XUY)|+ |N(XNY)| (3.9)
< INOI+INE)| = [X]+ Y],

de modo que todas as inequacgoes valem com igualdade. Portanto, X UY e
X NY também sao justos.

Tome S := Uyen(y) Sw, onde Sy é como em (3.8). Como cada Sy, é
justo, entdo S C U’ também ¢é justo. Ademais, N(u) C N(S). Tomando
S’ := S U{u} obtemos a contradigao |N(S")| = |N(S)| = |S| < |9’]. O

Mencionamos ainda que diversos autores utilizam o nome “teorema do
casamento” apenas para o caso em que ambas as classes de cores tém o
mesmo tamanho.

O carédter min-max do teorema do casamento de Hall foi explicitado por
Ore | ] na seguinte versao defectiva:

Corolario 3.5.1
(Versao defectiva do teorema do casamento de Hall)
Seja G um grafo (U, W)-bipartido. Entao

v(G) = |U| — def; (G), (3.10)
onde
defyy(G) = max {|S] = IN(9)]}. (3.11)
Ou seja,
Y(G) = min {|U] + IN(S) - IS1}. (3.12)

Demonstragio: E evidente que v(G) < |U| — def;(G). Vamos mostrar que
v(G) > |U| — def;(G). Adicione def;(G) novos vértices a W e ligue cada
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um deles a todos os vértices de U. Aplicando o teorema do casamento de
Hall, obtemos um emparelhamento M que cobre U. Existem no maximo
def;;(G) arestas de M que ligam algum vértice de U a algum vértice novo.
Logo, a restricdo de M as arestas originais de G fornece um emparelhamento
do tamanho desejado. O

3.3 O teorema de Menger e suas versoes

Diversos resultados em otimizagao combinatéria igualam o nimero ma-
ximo de caminhos disjuntos entre um par de vértices ou conjuntos ao ta-
manho minimo de um conjunto separador. H& varias versdes, como por
exemplo caminhos disjuntos dos vértices, ou caminhos disjuntos interna-
mente nos vértices, ou ainda, caminhos disjuntos apenas nos arcos. O tipo
especifico do conjunto separador em questao varia de acordo. E possivel
ainda escolhermos entre grafos orientados e nao-orientados. Todos os resul-
tados dessa natureza sao chamados de versoes do teorema de Menger. Nesta
secao mostraremos algumas dessas versoes.

Menger | ] provou originalmente que, num grafo nao-orientado, o
nimero maximo de (S,T")-caminhos disjuntos ¢ igual ao tamanho minimo
de um conjunto de vértices (S, T')-desconectador.

Gallai, sob o pseudénimo de Griinwald | |, provou que o resultado
acima também vale para grafos orientados. A demonstracao a seguir é se-
melhante & idéia da prova original de Menger, que faz uma decomposicao
em dois subproblemas determinados por um conjunto separador.

Teorema 3.6

(Teorema de Menger, versao orientada, disjunta nos vértices)
Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam S,T C V. Entao o nimero ma-
ximo de (S, T)-caminhos disjuntos nos vértices é igual ao tamanho minimo
de um conjunto de vértices (S, T")-desconectador.

Demonstragao (Goring | ]): E evidente que o méximo ndo pode ser
maior que o minimo. Vamos mostrar que vale a igualdade, usando indugao
no nimero de arcos de D. O teorema é obviamente valido se D nao tem
arcos.

Sejaa = (u,v) € A. Seja k o tamanho minimo de um conjunto de vértices
(S, T')-desconectador em D. Se todo conjunto de vértices (.S, T")-desconecta-
dor em D — a tem tamanho pelo menos k, entao a hipétese de indugao nos
garante que existem k (S, 7T)-caminhos disjuntos nos vértices em D — a, e
portanto em D.

Suponha entdo que C' é um conjunto de vértices (S,T')-desconectador
em D — a de tamanho minimo, com |C| < k — 1. Note que néo pode ocorrer
|C| < k—1, pois CU{u} e CU{v} sao (S,T)-desconectadores em D.
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Observe agora que, se B é um conjunto de vértices (S,C U {u})-des-
conectador em D — a, entao B é (S, T)-desconectador em D, ja que todo
(S, T)-caminho em D contém um (S,C U {u})-caminho em D — a. Assim,
|B| > k.

Pela hipétese de inducao, o grafo D —a contém k (S, C' U {u})-caminhos
disjuntos nos vértices. Analogamente, D —a contém k (CU{v}, T)-caminhos
disjuntos nos vértices. Cada caminho da primeira colecao intersecta outro
caminho da segunda colecao apenas em C, pois caso contrario haveria um
(S,T)-caminho em D — a que nao passa por C.

Observe ainda que cada vértice de C'U {u} é o término de um caminho
da primeira colegao, ja que |C' U {u}| = k. Analogamente para os vértices
de C'U {v} e os caminhos da segunda colegao.

Assim, podemos concatenar |C| = k—1 caminhos das duas colegoes para
obter kK —1 caminhos de S a T em D. Finalmente, ligamos os caminhos de S
auedevaT comoarcoa = (u,v) para obtermos o k-ésimo (.5, T')-caminho,
como queriamos. O

Vamos derivar a seguir outras versoes do teorema de Menger.

Corolario 3.6.1

(Teorema de Menger, versao orientada,

internamente disjunta nos vértices)

Seja D = (V,A) um grafo orientado e sejam s,t¢ vértices nao-adjacentes
em D. Entdo o nimero méximo de (s,t)-caminhos internamente disjuntos
nos vértices é igual ao tamanho minimo de um conjunto de vértices (s, t)-se-
parador.

Demonstragao: Tome D' := D—s—t e os conjuntos S := {v € V: (s,v) € A}
eT:={veV:(vt) e A}. Agora basta aplicar o teorema 3.6 a D', S e T.
O

Note que

a construgao reversa possibilita a prova do teorema 3.6  (3.13)
a partir do corolario 3.6.1.

De fato, dados D,S e T, crie dois vértices novos s e ¢ e arcos (s,v) para
todo v € S e arcos (v,t) para todo v € T.
A versao a seguir foi provada por Dantzig e Fulkerson [ , ):

Corolario 3.6.2

(Teorema de Menger, versao orientada, disjunta nos arcos)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s,t vértices distintos de D.
Entao o nimero méximo de (s,t)-caminhos disjuntos nos arcos é igual ao
tamanho minimo de um (s, t)-corte.
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Demonstragao: Seja L(D) o grafo dos arcos de D. Basta aplicar o teo-
rema 3.6 a L(D), % (s) e d2(t). O

Vale notar ainda que

o coroldrio 3.6.1 pode ser provado através do corola-  (3.14)
rio 3.6.2.

Para tanto, crie o grafo D’ a partir de D da seguinte maneira. Transforme
cada vértice v em dois vértices v™ e v, ligados por um arco (v™,v°").
Troque cada arco (u,v) € A por um arco (u°**,v™). Agora basta aplicar o
coroldrio 3.6.2 a D', s° e t™.
A versdo ndo-orientada disjunta nos vértices segue imediatamente do
teorema 3.6: basta trocarmos cada aresta uv pelo par de arcos (u,v) e (v,u).
Vamos mostrar uma outra prova dessa versao:

Teorema 3.7

(Teorema de Menger, versao nao-orientada,

internamente disjunta nos vértices)

Seja G = (V,E) um grafo e s,t vértices ndo-adjacentes de G. Entao o
nimero méximo de (s,¢)-caminhos internamente disjuntos nos vértices é
igual ao tamanho minimo de um conjunto de vértices (s, t)-separador.

Demonstragao (Nash-Williams e Tutte [ ]): Seja k o tamanho minimo
de um conjunto de vértices que é (s, t)-separador em G. Vamos mostrar por
indugao no nimero de arestas que existem k (s,t)-caminhos internamente
disjuntos nos vértices. A afirmacao é trivialmente verdadeira se G nao tem
arestas.

E facil ver também que o teorema vale se toda aresta de G incide em s
ou em t. Suponha entdao que e = zy € E nao incide nem em s e nem em ¢.

Se o tamanho minimo de um subconjunto de vértices (s, t)-separador
em G — e é k, basta aplicar a hipétese de inducao para obter k caminhos
ligando s a t em G e que sao internamente disjuntos nos vértices. Podemos
supor entao que o tamanho minimo de um conjunto de vértices (s, t)-sepa-
rador em G — e é k — 1. Seja C' um conjunto de vértices (s, t)-separador em
G—e,com [C|=k—1.

Analogamente, podemos supor que o tamanho minimo de um conjunto
de vértices (s, t)-separador em G/e é k — 1, pois caso contrario o resultado
segue novamente da hipétese de indugao. Seja C” um conjunto de vértices
(s,t)-separador em G/e, com |C”| = k — 1. Note que C” necessariamente
contém o novo vértice obtido da contragao de e. Logo, existe um conjunto
de vértices C’ de tamanho k que é (s, t)-separador em G e que contém x e y.

Seja Cs o conjunto de vértices de CUC’ que sao acessiveis em G a partir
de s através de um caminho sem vértices internos em C U C’. Defina C;
similarmente, trocando s por ¢ na ultima definicao.
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E facil ver que tanto Cy como Cy sio (s,t)-separadores em G. E 6bvio
que Cs UC; € CUC'. Ademais, temos Cs N C; € C N C'. De fato, seja
v € Cs N C;. Entao existe um (s,t)-caminho P em G que intersecta C' U C’
apenas em v. Como ambos z e y estao em C’, entdao e = zy ¢ F(P). Logo,
P também é um caminho em G — e. Assim, como v é o Unico vértice de P
em C'UC’, entao v deve estar em C e em C’, pois caso contrario C nao seria
(s,t)-separador em G — e ou C’ nao seria (s,t)-separador em G.

Portanto,

|Cs|+|Cy| = |[Cs UC +|CsNCy| < |[CUl!|+|CNC| =|C|+]|C"| =2k -1,

contradizendo a hipdtese de que ambos C; e C tém tamanho maior ou igual
a k. O

3.3.1 Notas historicas: Menger e Konig

Os comentdrios a seguir sao baseados no livro enciclopédico de Schrij-
ver [ , secao 9.6e.

O teorema de Menger | ], publicado em 1927, foi provado origi-
nalmente num contexto topolégico. Formulado em termos de grafos, ele
afirmava o seguinte. Se G = (V,E) é um grafo e S,7 C V, entdao o ni-
mero méximo de (S, T)-caminhos em G ¢é igual ao tamanho minimo de um
conjunto de vértices que intersecta cada (.S, 7T)-caminho.

Menger [ | conta a seguinte histéria. Em 1930, ele visitou Buda-
peste, onde conheceu diversos matematicos hungaros, como por exemplo
Konig. Este contou a Menger que ele estava escrevendo um livro contendo
todos os resultados conhecidos até entao sobre grafos. Na verdade, esse li-
vro de Konig | ] foi o primeiro livro dedicado inteiramente & teoria dos
grafos.

Ao saber do livro, Menger contou seu resultado de 1927, até entao desco-
nhecido por Konig. Este se interessou muito, porém achou que o resultado
estava incorreto. Disse entao que, naquela noite, nao iria dormir até que
tivesse construido um contra-exemplo. No dia seguinte, quando os dois ma-
tematicos se encontraram, Kénig cumprimentou Menger dizendo que nao
havia dormido durante a noite, e pediu um esboco da prova do teorema, que
seria incluso em seu livro.

Kénig [ ] notou, entretanto, que a prova dada por Menger em seu
artigo de 1927 estava incompleta. De fato, ele supunha a existéncia de
um certo vértice que poderia ser removido do grafo para a aplicacao da
hipétese de inducao. E se tal vértice existe, o argumento de Menger de fato
funciona, e é semelhante & prova dada por Géring | | para o teorema 3.6.
Entretanto, nada impede que o suposto vértice nao exista. Neste caso, o
problema se reduz a encontrar um emparelhamento de mesmo tamanho que
uma cobertura por vértices num grafo bipartido, ou seja, é justamente o
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problema resolvido pelo teorema de emparelhamentos de Kénig. Esta era a
base nao-trivial da indugao usada por Menger.

Kénig | | notou tal falha e, tendo resolvido o problema com seu
teorema, apresentou uma demonstragao completa do teorema de Menger.
Ele observou ainda que, apds notificar Menger da falha, foi informado de
que uma prova sem falhas e puramente combinatéria havia sido publicada
no livro de Menger | ]

3.4 Fluxos maximos e cortes minimos

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s,t vértices distintos de D.
Um (s,t)-fluro é uma fungao f € Q?O que satisfaz a seguinte propriedade,
chamada de conservac¢ao do fluzo:

f(6™ () = f(6°(v)), (3.15)

para todo vértice v € V'\ {s, t}.
O wvalor de um (s,t)-fluxo f é definido como

valor(f) := f(6°(s)) — f(6™(s)). (3.16)

Teorema 3.8 (Decomposigao de fluxos)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s,t vértices distintos de D.
Seja f um (s,t)-fluxo. Entao existem puq,. .., pk, A1, ..., A € Qs, circuitos
Cy,...,Cf e (s,t)-caminhos P,..., P, tais que k + £ < |A|,

Fr=mx XA A (3.17)
evalor(f) = A1 +---+ A

Demonstragdgo: A prova é por indug¢do no tamanho do suporte de f. Se
f =0, nada temos a demonstrar. Suponha entao que Sy := supp(f) # 0.

E evidente que f(a) > 0 para algum arco a = (s,u). Seja P um caminho
maximal partindo de s no grafo (V,S¢). Seja x o vértice em que P termina.

Suponha que = # t. Entao 5;‘;(@ # () pela conservagao do fluxo, e todos
os arcos de 5;‘:(@ tém a ponta final em V' (P). Existe entao um circuito C
no grafo (V,Sy). Seja a := min{f(a): a € A(C)}. Agora basta aplicar a
hipétese de inducdo para o (s,t)-fluxo f — ax®.

Suponha agora que z = t, isto é, que P é um (s,t)-caminho. Tome
o :=min {f(a): a € A(P)}. Novamente, basta aplicar a hipétese de indugao
para o (s, t)-fluxo f — ax?’.

E evidente que f serd decomposto em no maximo | supp(f)| < |A| cami-
nhos e circuitos, como queriamos. O

Seja c € Q?O uma fungao capacidade sobre os arcos de A. Um (s, t)-fluxo
sujeito a ¢ é um (s,t)-fluxo f tal que f(a) < c¢(a) para todo arco a € A. Se f
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tem valor méximo dentre todos os (s, t)-fluxos sujeitos a ¢, dizemos que f é
um (s, t)-fluxo maximo.

Proposicao 3.9
Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s, t vértices distintos de D. Seja
d°ut(S) um (s, t)-corte, ou seja, {s} €S C V \ {t}. Entao

valor(f) = f(<5°“°(8)) — f(é“‘(S)). (3.18)
Demonstragdo: Pela condicao (3.15) da conservacio do fluxo, temos
valor(f) = f(07"(s)) — f(5“‘(8))
= [ F(5 (v)) — f(ain(v))]

veS

Nesse somatério, se a ¢ um arco com as duas pontas em S, entdo f(a)
é somado uma vez com sinal positivo e outra com negativo. Resta entao
apenas o fluxo nos arcos que tém uma unica ponta em S:

valor(f) = 3 [£(5™ () — (6 ()]

vES
= F(0(8)) = £(6™(9))-
O

A igualdade (3.18) fornece um limitante superior ébvio para o valor de
um (s,t)-fluxo f sujeito a c:

valor(f) < f(6°"(S)) < ¢(6°*(9)),

para todo (s, t)-corte 6°**(S). Em particular, se f* é um (s, t)-fluxo méximo
e 0°™(S*) é um (s,t)-corte de capacidade minima, entao

valor(f*) < ¢(6°"(5%)). (3.19)

O conteido do teorema do fluxo méaximo e corte minimo é que sempre vale
a igualdade em (3.19), como veremos a seguir.

3.4.1 O teorema do fluxo maximo e corte minimo

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s,t vértices distintos de D.
Seja ¢ € Q4 uma funcio capacidade sobre os arcos de D. Fixe um (s, t)-flu-
xo f sujeito a c.

Defina o conjunto Ay C AU A~! da seguinte maneira:

Ap:={a:acAec f(a (@)} u{at:aeAe f(a) > 0}. (3.20)

Chame o grafo orientado Dy := (V, Ay) de grafo residual de f.
Um caminho f-aumentador é um (s,t)-caminho no grafo residual Dy.
Esse nome é justificado a seguir.
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Proposicao 3.10

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s,t vértices distintos de D.
Seja ¢ € Q4 uma funcio capacidade sobre os arcos de D e f um (s, t)-fluxo
sujeito a ¢. Se existe um caminho f-aumentador, entdo existe um (s,t)-flu-
xo f sujeito a ¢ com valor(f’) > valor(f).

Demonstra¢do: Seja P um caminho f-aumentador. Defina o vetor x* € QQO
como
+1 se P percorre a;

xF(a):=={ —1 se P percorre a™; (3.21)

0 caso contrario.

E f4cil ver que existe um ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que
fl=f+ext (3.22)

é um (s, t)-fluxo sujeito a c. E fAcil ver também que valor(f’) = valor(f)+e,
de modo que f' é um (s,t)-fluxo como querfamos. O

O teorema do fluxo maximo e corte minimo, que enunciamos a seguir,
foi provado por Ford e Fulkerson | , | para o caso nao-orientado e
por Dantzig e Fulkerson | , | para o caso orientado:

Teorema 3.11 (Teorema do fluxo maximo e corte minimo)

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Sejam s,t vértices distintos de D e
seja ¢ € Qfo uma funcao capacidade sobre os arcos de D. Entao o valor de
um (s, t)-fluxo maximo é igual & capacidade minima de um (s, t)-corte.

Demonstragao: Seja f* um (s, t)-fluxo maximo. Pela inequagao (3.19), basta
mostrarmos que existe um (s, t)-corte de capacidade valor(f*).

Pela proposicao 3.10, nao existe um caminho f*-aumentador. Entao o
conjunto S* dos vértices de Dy acessiveis a partir de s é tal que s € S* e
t&S*.

Seja a = (u,v) um arco em 69*(S*). Entao f*(a) = c(a), pois caso
contrério a € A(Dy-), de modo que v € S*, um absurdo. Segue que

F7(05(87)) = e(03(57)).

Seja a = (u,v) um arco em 6*(S*). Entao f*(a) = 0, pois caso contrério
a~t € A(Dg+), de modo que u € S*, um absurdo. Segue que

fr(ox(57) = 0.
Assim, pela proposicao 3.9, temos

valor(f*) = ¢(09"(5%)), (3.23)
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como queriamos. O

Obtemos imediatamente uma condicao necessaria e suficiente para que
um fluxo seja méximo, bem como um algoritmo para encontrar um fluxo
maximo e um corte minimo.

Corolario 3.11.1

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s,t vértices distintos de D.
Seja c € Q?O uma fungao capacidade sobre os arcos de D e f um (s, t)-fluxo
sujeito a ¢. Entao f é maximo se, e somente se, nao existe um caminho
f-aumentador.

Demonstracao: Imediato da prova do teorema do fluxo méaximo e corte
minimo: se f é um (s,t)-fluxo sujeito a ¢ e nao existe caminho f-aumenta-
dor, entao f é maximo. O

Outra conseqiiéncia é a seguinte:

Corolario 3.11.2 (Integralidade do fluxo maximo)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s, t vértices distintos de D. Seja
cE @fo uma fungao capacidade sobre os arcos de D. Se c¢ é integral, entao
existe um (s, t)-fluxo maximo f que é integral.

Demonstragao: Imediato do corolario 3.11.1 e da proposicao 3.10: basta
tomar inicialmente f := 0 e aplicar iterativamente a prova da proposi¢ao 3.10
com € := 1. [

Nao é dificil provar o teorema do fluxo maximo e corte minimo usando
folgas complementares. A unimodularidade total da matriz de incidéncia de
grafos orientados também implica facilmente o teorema do fluxo maximo e
corte minimo, bem como a integralidade do fluxo méximo (corolédrio 3.11.2).

Historicamente, mencionamos que a motivacao de Ford e Fulkerson nao
era encontrar fluxos maximos, mas sim cortes minimos. Mais precisamente,
eles estavam interessados em fazer um estudo da capacidade da rede ferro-
vidria soviética, para fins militares, na década de 50, como revela o relatério
Harris-Ross (vide Schrijver | , segao 10.8e]).

3.4.2 O algoritmo de Edmonds-Karp

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam s,t vértices distintos de D.
Seja ¢ € Q4, uma funcao capacidade sobre os arcos de D.

O corolério 3.11.1 e a prova da proposicao 3.10 fornecem imediatamente
um algoritmo que encontra um (s,t)-fluxo maximo em D. Basta repetir
iterativamente o seguinte algoritmo aumentador de fluxo:
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AUMENTADOR-DE-FLUXO(D, s,t, ¢, f)

1 se existe um caminho f-aumentador P

2 entdo seja P um caminho f-aumentador e x* como em (3.21)
seja € > 0 maximo tal que 0 < f +ex? < ¢
devolva f + ex?

senao S — {v € V(D): v é acessivel a partir de s em Dy}
devolva 09(5)

S O W

Dado um (s,t)-fluxo f sujeito a ¢ num grafo orientado D, o algoritmo
AUMENTADOR-DE-FLUXO devolve ou um fluxo de valor maior que f, ou
entdo certifica que f é méximo, devolvendo um (s, t)-corte cuja capacidade
é igual ao valor de f.

A corretude do algoritmo AUMENTADOR-DE-FLUXO é imediata da pro-
posicao 3.10 e do teorema do fluxo maximo e corte minimo.

Para encontrar um fluxo maximo, basta repetir iterativamente o algo-
ritmo AUMENTADOR-DE-FLUXO até que ele devolva um (s, t)-corte de capa-
cidade minima:

FLuxo-MAXIMO(D, s, t, c)

1 f<0

2 enquanto AUMENTADOR-DE-FLUXO(D, s,t,¢, f) é um (s,t)-fluxo
3 faca f < AUMENTADOR-DE-FLUXO(D,s,t,c, f)

4 devolva f e AUMENTADOR-DE-FLUXO(D, s,t,c, f)

Observe que o algoritmo FLUXO-MAXIMO devolve um (s,t)-fluxo f* e um
(s,t)-corte 63*(S*). Como valor(f*) = c(6%*(S*)), o (s,t)-fluxo f* certifica
que 0%"*(S*) é um (s,t)-corte de capacidade minima e o (s, t)-corte 69%"*(S™)
certifica que f* é um (s, t)-fluxo méximo.

Teorema 3.12
O algoritmo FLUXO-MAXIMO termina apds um nimero finito de execugoes
da iteracao das linhas 2-3.

Demonstragdo: Seja M o minimo multiplo comum dos denominadores dos
componentes do vetor ¢ € Q2. Note que Mc(a) é inteiro para todo arco
a € A. Mas entdo, a cada iteracdo das linhas 2-3, o valor de f aumenta
em no minimo 1/M. Como o valor de f ndo pode ultrapassar c(63*(5*)),
onde 69 (S*) é um (s, t)-corte de capacidade minima, segue que o algoritmo
termina apds um numero finito de execugoes das linhas 2-3. O

O algoritmo FLUXO-MAXIMO, no entanto, nao é polinomial, como mostra
o exemplo da figura 3.1.

Entretanto, Dinits | | e Edmonds e Karp | | mostraram como
modificar o algoritmo FLUXO-MAXIMO de modo a tornd-lo fortemente poli-
nomial:
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Figura 3.1: Os caminhos f-aumentadores podem ser escolhidos de modo
a causar 2 - 10¥ execucoes da iteracdo das linhas 2-3 do algoritmo FLUXO-

MAXIMO, consumindo assim tempo exponencial no tamanho da entrada, que
é O(k).

Teorema 3.13

Se, na linha 2 do algoritmo AUMENTADOR-DE-FLUXO, o caminho f-aumenta-
dor escolhido for um (s,t)-caminho de comprimento minimo em Dy, isto é,
com o menor numero possivel de arcos, entdo o numero de iteragoes das
linhas 2-3 do algoritmo FLUXO-MAXIMO é, no méximo, |V| - |A].

Demonstracao: Seja D = (V, A) um grafo orientado qualquer e sejam s,t
vértices distintos de D. Denote por pu(D) o comprimento minimo de um
(s,t)-caminho em D e por a(D) o conjunto de arcos que aparecem em algum
(s,t)-caminho minimo de D.

Primeiro vamos mostrar que,

se D' := (V,AU a(D)fl), entao temos pu(D') = u(D) e  (3.24)
a(D") = a(D).

Para tanto, basta mostrarmos que p(D) e a(D) ndo mudam se adicionarmos
a D um arco a~!, onde a € a(D). Suponha o contrério: entdo existe um
(s,t)-caminho P em A U {a~!} percorrendo o arco a~! e de comprimento
no maximo pu(D). Como a € «a(D), existe um (s,t)-caminho @ percor-
rendo a e de comprimento (D). Mas entao existe um (s,t)-caminho em
(A(P)UA(Q)) \ {a,a™'} de comprimento estritamente menor que u(D),
0 que é um absurdo, pois tal caminho estd em D. Segue a validade da
afirmacao (3.24).

Agora fixe um grafo orientado D e um (s,t)-fluxo f sujeito a c. Se
aumentarmos o fluxo f utilizando um caminho f-aumentador, como na prova
da proposicao 3.10, e obtivermos o fluxo f’, entdo Dy é um subgrafo de
D' = (V,ApU a(Df)_l). Logo, por (3.24), u(Dy) > pu(D') = u(Dy).

Ademais, se u(Dy) = pu(Dy), entdo a(Dy) € a(D') = «(Dy), pela
afirmacao (3.24). Porém, pelo menos um arco de a(Dy) nao estd em Dy,
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pois escolhemos o maior ¢ possivel na linha 3 do algoritmo AUMENTADOR-
DE-FLUXO. Logo, a(Dy) C a(Dy).

Assim, como p(Dy) aumenta no maximo |V| vezes e, enquanto p(Dy)
permanece constante, a(Dy) decresce no maximo |A| vezes, segue o resul-
tado. O

3.5 Equivaléncia entre os resultados

O teorema de emparelhamentos de Konig, o teorema do casamento de
Hall, o teorema de Menger e o teorema do fluxo maximo e corte minimo sao,
na verdade, equivalentes, no sentido de que um pode ser usado para provar
o outro. A seguir mostramos como isso pode ser feito.

Teorema 3.14
O teorema de emparelhamentos de K6nig implica o teorema do casamento
de Hall.

Demonstracdo: Seja G um grafo (U, W)-bipartido. Suponha que G satisfaz
a condigao (3.7) de Hall. Vamos mostrar que G tem um emparelhamento
que satura U.

Suponha por contradigao que v(G) < |U|. Seja K uma cobertura minima
por vértices em G. Tome Ky := KNU e Ky := KNW. Pelo teorema
de emparelhamentos de Kénig, temos |Ky| + |Kw| = 7(G) = v(G) < |U],
de modo que |Kw| < |U| — |Ky| = |U \ Ky|. Porém, todos os vizinhos de
U\ Ky devem estar em Ky, pois K é uma cobertura por vértices. Logo,
para S := U \ Ky, temos |[N(S)| < |Kw| < |S|, contradizendo a nossa
suposicao de que G satisfaz condigao (3.7) de Hall. O

Teorema 3.15
O teorema do casamento de Hall implica o teorema de emparelhamentos de
Koénig.

Demonstragao: Seja G um grafo (U, W)-bipartido. Por (3.2), basta mos-
trarmos um emparelhamento de tamanho 7(G).

Seja K uma cobertura minima por vértices de G. Tome Ky := K NU e
Ky := KNW. Tome Gy := G — Ky — (U \ Ky). Seja S C Ky. Suponha,
por contradicdo, que |Ng,, (S)| < [S]. Como todas as arestas de Gy cobertas
por S também sdo cobertas por Ng,, (5), entdao Ky U(Ky\S)UNg, (S) é uma
cobertura por vértices de G de tamanho menor que |K|, um absurdo. Segue
do teorema do casamento de Hall que Gy tem um emparelhamento My,
que satura Kp. Simetricamente, o grafo Gy = G — Ky — (W \ Kw) tem
um emparelhamento My, que satura Kyy. E ébvio que My U My é um
emparelhamento de tamanho |Ky |+ |Kw| = 7(G), como querfamos. O
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Teorema 3.16
O teorema de Menger, em sua versao orientada, internamente disjunta nos
vértices (coroldrio 3.6.1), implica o teorema de emparelhamentos de Kénig.

Demonstragao: Seja G = (V, E) um grafo (U, W)-bipartido. Crie o grafo ori-
entado D a partir de G da seguinte maneira. Oriente cada aresta de G de U
a W. Crie um novo vértice s e arcos (s,u) para todo u € U. Crie também
um novo vértice ¢ e arcos (w,t) para todo w € W. Existe uma corres-
pondéncia ébvia entre emparelhamentos em G e colegoes de (s, t)-caminhos
internamente disjuntos nos vértices em D. Existe também uma correspon-
déncia 6bvia entre coberturas por vértices em G e conjuntos (s, t)-separado-
res em D. O teorema de emparelhamentos de Koénig segue imediatamente
do corolario 3.6.1, que é o teorema de Menger em sua versao orientada,
internamente disjunta nos vértices. O

Teorema 3.17
O teorema de emparelhamentos de Kénig implica o teorema de Menger, em
sua versao orientada, disjunta nos vértices (teorema 3.6).

Demonstracao: Vamos provar o teorema de Menger, em sua versao ori-
entada, disjunta nos vértices, a partir do teorema de emparelhamentos de
Koénig.

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam S,7 C V. E 6bvio que
podemos supor que S NT = (. Vamos criar um grafo G nao-orientado a
partir de D. Para cada vértice v € V'\ S, crie em G um vértice v’ e, para cada
vértice v € V\T, crie em G um vértice v”. Para cada vértice v € V'\ (SUT),
crie em G uma aresta v'v”. Para cada arco (u,v) de G com u € V\T e
veV\S, crie em G uma aresta u”v. B facil ver que G é bipartido e que
M :={vv":v eV \ (SUT)} é¢ um emparelhamento em G.

Para cada X CV, denote X' :={v':ve X} e X" :={v":ve X}

Seja M* um emparelhamento maximo em G. Podemos supor que cada
componente de (V(G), MAM *) que tem mais de um vértice é um caminho
M-aumentador. De fato, se H é um componente de (V(G), M A M*) com
mais de um vértice e ndo é um caminho M-aumentador, entdo o nimero de
arestas de M em H é igual ao nimero de arestas de M* em H, de modo
que podemos tomar M* A E(H) no lugar de M*.

E fécil ver que cada caminho M-aumentador é um (S”,T")-caminho.
Portanto, existem

[M*| = [M| = v(G) = [V\(SUT)] (3.25)

(S, T)-caminhos disjuntos nos vértices em D.
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Seja U CV\TeW CV\S tais que K = U’ UW'’ é uma cobertura
minima por vértices em G. Vamos mostrar que

C:=UNS)UUNW)U(WNT)

é (S, T)-desconectador em D. Seja P = vy---v; um (S, T)-caminho que
nao intersecta C. Podemos supor que o 1inico vértice de P em S é vy e que
o tnico vértice de P em T é vi. Entao Q := vjvjvy - v,_ v _ v} é um
caminho em G de comprimento 2k — 1. Logo, K intersecta ) em pelo menos
k = [(2k — 1)/2] vértices, de modo que ou v € K (e portanto vy € U N S),
ou v) € K (e portanto vy, € WNT), ouv,,v] € K para algum 0 < i < k
(e portanto v; € U NW). Assim, C é (S5, T)-desconectador em D.

Observe que, para todo v € V' \ (SUT), temos v € U U W, pois caso
contrério a aresta v'v” nao seria coberta por K. Assim, V \ (SUT) =
(UUW)\ (SUT). Também é facil ver que os conjuntos UNS, UNW e
W NT sao mutuamente disjuntos. Além disso, W NS =0 =UNT. Mas

entao
ICl=UNnS|+|UNnW|+ |WNT|
=|UNS|+|U|+|W|—-|UUW|+ |WNT)|
=|Ul+W|-([UUW|-|UNS|—|WnNT|)
=U|+|W| = |(UuW)\ (SUT)|
=7(G) - [V\(SUT)|
=v(G) - [V\(SUT)|,

onde a ultima passagem ¢é dada pelo teorema de emparelhamentos de Kénig.
Mas esse é justamente o nimero de (S, 7T')-caminhos disjuntos nos vértices
que encontramos em (3.25). O

Teorema 3.18
O teorema do fluxo maximo e corte minimo implica o teorema de Menger,
em sua versao orientada, disjunta nos arcos (coroldrio 3.6.2).

Demonstracao: Basta tomar capacidade unitaria para cada arco e aplicar o
teorema do fluxo maximo e corte minimo, em conjunto com a integralidade
do fluxo maximo (corolario 3.11.2) e com o teorema 3.8 da decomposicao de
fluxos. O

Teorema 3.19
O teorema de Menger, em sua versao orientada, disjunta nos arcos (corola-
rio 3.6.2), implica o teorema do fluxo méximo e corte minimo.

Demonstracio: E suficiente provarmos o teorema do fluxo maximo e corte
minimo supondo que o vetor de capacidades ¢ € Qéo ¢é integral. Para tanto,
basta substituir cada arco a € A por c(a) arcos paralelos e aplicarmos o
teorema de Menger, em sua versao orientada, disjunta nos arcos (corola-
rio 3.6.2). O
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Sintetizamos as implicagoes anteriores no seguinte teorema:

Teorema 3.20 (Equivaléncia entre os resultados)

Sao equivalentes o teorema de emparelhamentos de Konig, o teorema do
casamento de Hall, o teorema de Menger, em sua versao orientada, disjunta
nos vértices (teorema 3.6), e o teorema do fluxo méximo e corte minimo.

Demonstracao: A equivaléncia entre o teorema de emparelhamentos de K6é-
nig e o teorema do casamento de Hall segue dos teoremas 3.14 e 3.15.

Para ver a equivaléncia entre o teorema de emparelhamentos de Kénig
e o teorema 3.6 de Menger, basta usar os teoremas 3.16 e 3.17, combinado
ao fato de que o corolario 3.6.1 segue do teorema 3.6, como mostramos
em (3.13).

Ja mostramos também a equivaléncia entre o teorema de Menger, em sua
versao orientada, disjunta nos arcos (coroldrio 3.6.2), e o teorema do fluxo
maximo e corte minimo: isso foi feito com os teoremas 3.18 e 3.19. Sabemos
também que o teorema 3.6 implica o corolario 3.6.2. A implicacao reversa
vale pelas afirmacoes (3.14) e (3.13). Assim, o teorema 3.6 de Menger é
equivalente ao teorema do fluxo maximo e corte minimo.

Segue a equivaléncia entre os resultados mencionados. O

Observamos que as redugoes apresentadas ao longo dessa se¢ao fornecem
algoritmos polinomiais para diversos dos problemas tratados, através do
algoritmo de Edmonds-Karp para fluxos maximos.
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Capitulo 4

Arborescéncias de
comprimento minimo

Neste capitulo, introduzimos um conceito em grafos orientados de certa
forma analogo a arvores geradoras: as r-arborescéncias. Definimos também
as ramificacoes, que num mesmo sentido sao analogas orientadas de florestas.
Se especificarmos uma raiz r, podemos definir ainda o conceito de r-cortes,
analogos aos cortes.

O problema da arvore geradora de comprimento minimo é um dos mais
bem resolvidos da otimizagao combinatéria, com algoritmos simples forte-
mente polinomiais (na verdade, quase lineares), relagbes min-max e carac-
terizagoes poliédricas. Vamos mostrar que este também é o caso para o
problema da r-arborescéncia de comprimento minimo.

O capitulo estd organizado da seguinte maneira. A secao 4.1 define as
estruturas de interesse e prova um resultado simples sobre anticadeias blo-
queadoras, a fim de deixar que o leitor melhor familiarizado com os conceitos
envolvidos. A secao 4.2 prova, através de técnicas combinatdrias, uma pode-
rosa relacao min-max, da qual quase todos os demais resultados do capitulo
seguem como corolarios.

Na sec¢ao 4.3, abordamos o problema da r-arborescéncia de comprimento
minimo no contexto de programacao linear, fornecendo uma caracterizagao
poliédrica. Derivamos ainda uma segunda prova da relacado min-max, desta
vez utilizando poderosas técnicas poliédricas. Obtemos também uma for-
mulagao concisa do poliedro em questao.

Finalizamos o capitulo apresentando na secao 4.4 o algoritmo fortemente
polinomial de Edmonds-Fulkerson para o problema da r-arborescéncia de
comprimento minimo. O algoritmo segue facilmente da prova da relagao
min-max apresentada na secao 4.2. Descrevemos detalhadamente o algo-
ritmo e mostramos que outros problemas podem ser resolvidos em tempo
polinomial através de uma redugao para o problema da r-arborescéncia de
comprimento minimo.
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4.1 Conceitos basicos

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Uma ramifica¢do é um subconjunto
B C A tal que o grafo subjacente a (V, B) é aciclico e todo vértice é ponta
final de no méximo um arco em B. Uma raiz de uma ramificacao B é um
vértice que nao é ponta final de nenhum arco em B. E evidente que existe
uma tUnica raiz de B em cada componente fraco do grafo (V, B).

Uma arborescéncia é uma ramificagdo B tal que o grafo (V, B) é fraca-
mente conexo, isto é, uma ramificacdo que tem uma Unica raiz. Se r é tal
raiz, entao B é uma r-arborescéncia.

Claramente B é uma r-arborescéncia se, e somente se, o grafo nao-
orientado subjacente a (V, B) é uma &rvore e, para qualquer vértice v € V
distinto de 7, existe um (r,v)-caminho em B. E evidente também que D
tem uma r-arborescéncia se, e somente se, existe um (r,v)-caminho em D
para todo vértice v € V, distinto de r.

Fixado r € V, um r-corte é um subconjunto de arcos da forma 6™ (U)
para algum @ # U C V' \ {r}.

E evidente que, se B é uma r-arborescéncia e C' é um r-corte, entao
BNC # (. O teorema a seguir mostra uma relagdo muito mais forte entre
r-arborescéncias e r-cortes.

Teorema 4.1

Seja D = (V, A) um grafo orientado e r € V. Seja B o conjunto de todas as
r-arborescéncias e C o conjunto de todos os r-cortes minimais em D. Entao
B e C formam um par de anticadeias bloqueadoras.

Demonstragdo: Comecamos notando que C é obviamente uma anticadeia.
E claro também que B é uma anticadeia, ja que todos seus membros tém a
mesma cardinalidade.
Pelo teorema 2.2, basta mostrar que C = b(B). A afirmagao é trivial-
mente verdadeira se D nao tem r-arborescéncias. Suponha entao que B # .
Seja C € C um r-corte minimal. Como C' N B # () para toda r-arbo-
rescéncia B € B, entao C' O T para algum T € b(B). Temos assim que,

se C € C, entao C D T para algum T' € b(B). (4.1)

Seja T' € b(B). Como T intersecta toda r-arborescéncia em D, entao
D — T nao tem r-arborescéncias. Seja U o conjunto de vértices u tais que
ndo existe (r,u)-caminho em D — T. E claro que § £ U C V \ {r}. Tome
C" := 63(U). Afirmamos que C' C T. De fato, suponha que existe um
arco (z,y) em C'\ T. Entao x ¢ U, ou seja, existe um (r, x)-caminho em
D—T. Tal caminho, concatenado com o arco (x,y) ¢ T, é um (r, y)-caminho
em D — T, o que contradiz y € U. Assim,
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Se T' € b(B), entao T' O C para algum r-corte C. (4.2)

Seja C € C. Por (4.1) e (4.2), existem T € b(B) e um r-corte C’ tais que
C DT D' Como C éum r-corte minimal, entao C = T = C’. Assim
C € b(B), e portanto C C b(B).

SejaT € b(B). Por (4.2), existe um r-corte C' tal que T' 2 C. Seja C' C C
um 7-corte minimal. Por (4.1), existe 77 € b(B) com C’' O T". Temos entao
T2CD2C OT'. Como b(B) é uma anticadeia, entao T'=C = C' =T".
Segue que T' € C, e portanto b(B) C C, como querfamos. O

O teorema 4.1 reforca a analogia entre r-arborescéncias e r-cortes em
grafos orientados e arvores geradoras e cortes em grafos nao-orientados, ja
que um resultado absolutamente andlogo vale para estas estruturas.

E claro que qualquer algoritmo genérico de busca, como busca em largura
ou busca em profundidade, pode ser utilizado para encontrar uma r-arbores-
céncia num grafo D, ou decidir que D nao admite nenhuma r-arborescéncia.
Como certificado de inexisténcia, o algoritmo poderia devolver um r-corte
vazio.

4.2 O teorema da arborescéncia 6tima

Apresentamos agora uma relacdo min-max descoberta independentemen-
te por Fulkerson [ ] e Bock | |, e que ja aparecia de forma implicita
num algoritmo de Edmonds | ]

Teorema 4.2 (Teorema da arborescéncia 6tima)

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Seja r € V e £ € Z2 uma funcio
comprimento. Suponha que D contém uma r-arborescéncia. Entdo o com-
primento minimo de uma r-arborescéncia ¢ igual ao tamanho maximo de
uma familia de r-cortes tal que cada arco a estd presente em no méaximo
¢(a) dos r-cortes.

Demonstracgdo: E facil ver que o maximo nao pode ser maior do que o
minimo. De fato, seja F uma familia de r-cortes tal que cada arco a esta
presente em no maximo ¢(a) dos membros de F. Seja B uma r-arborescén-
cia. Por contagem dupla, e utilizando o fato de que B N C # () para todo
r-corte C, temos

UB)=> Ua)>> [{CeF:acC}

a€B a€EB

=> |BnC|= ) 1=|7|.

CeF CeF

(4.3)

Vamos mostrar que vale a igualdade por indugao em ¢(A).
Seja Ag := {a € A: £(a) = 0}. Se Ay contém uma r-arborescéncia, entao
0 comprimento minimo é 0, e é claro que o tamanho maximo de uma familia
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de r-cortes como pedida é pelo menos 0. Em particular, vale a base da
inducao.

Suponha entao que Ay ndo contém uma r-arborescéncia. Entéao existe um
componente forte K do grafo (V, Ag) tal que r ¢ Vi := V(K) e} (Vi) = 0,
ou seja, £(a) > 0 para todo arco a € (V). De fato, se 4} (Vi) # 0 para
todo componente forte K de (V, Ap) que nao contém r, entdo Ay conteria
uma r-arborescéncia. ‘

Temos entdo £(a) > 0 para todo a € 6™ (V). Tome £/ := £ — 04 Vi),
isto é, diminua o comprimento de cada arco de §3*(Vk) em uma unidade.
Por indugao, existem uma r-arborescéncia B e r-cortes C1, ...,y tais que
V'(B) =t e cada arco a € B estd em no maximo ¢'(a) dos r-cortes C;.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que |[BNd(Vk)| = 1. De
fato, suponha que |[BNJy(Vi)| > 2. Como K é um componente forte de
(V, Ap), entdo para todo a € BNJi*(Vi), o conjunto (B \ {a}) U Ay contém
uma r-arborescéncia B’ de comprimento ¢'(B’) < ¢/(B) — ¢'(a) < ¢'(B).

Segue de |[BN§»(Vk)| =1 que 4(B) = ¢(B’) + 1 =t+ 1. Tome agora
Cit1 := 0 (Vk). Temos entao que cada arco a € B estd presente em no
maximo ¢(a) dentre os r-cortes C1,...,Cy11, como querfamos. O

E fécil ver na demonstracio acima que |B N Cj| = 1 para cada um dos
r-cortes C; e que, para todo arco a € B, o nimero {(a) coincide com o
numero de r-cortes C; tais que a € Cj.

Note que o teorema da arborescéncia 6tima é absolutamente analogo
a um resultado min-max sobre grafos nao-orientados relacionando arvores
geradoras de comprimento minimo e cortes.

4.3 Abordagem poliédrica

4.3.1 O politopo das r-arborescéncias

Seja D = (V, A) um grafo orientado e fixe r € V. Defina o politopo das
r-arborescéncias de D como

Py _arbs(D) = fecho. conv {XB: B é uma r-arborescéncia de D}. (4.4)

Defina também o poliedro dominante de P,_aps(D) como

Pl 1 (D) = Pras(D) + R4 (4.5)

r-arbs

Os resultados a seguir mostrarao sistemas de inequagoes que determinam

os poliedros P, ,ps(D) e PTT_ arbs(D)-
Corolario 4.2.1
O sistema (4.6) é TDI.
zg >0 para todo a € A,

z(6™(U)) >1 para todo r-corte §™(U). (4.6)
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Demonstracdo: Seja ¢ € ZA uma funcdo comprimento. O problema dual de
minimizar ¢7x sobre (4.6) é maximizar ) ; y;; sujeito a

Yyp =0 para todo U,
Srux’ W <y,

onde U é tomado sobre todos os conjuntos nao-vazios de V' \ {r}. A tltima
restricao de (4.7) pode ser lida assim: para cada arco a € A, vale que

Z yy < l(a). (4.8)

aesn(U)

(4.7)

Podemos supor que ao menos um = € R4 satisfaz o sistema (4.6) e que
¢, > 0 para todo arco a, pois caso contrério o problema de minimizar ¢"x
sobre (4.6) é invidvel ou ilimitado, de modo que seu dual nao tem valor
otimo finito.

Seja B uma r-arborescéncia de comprimento minimo e F uma familia
méxima como no teorema da arborescéncia 6tima. Para cada r-corte 6™ (U),
tome y;; como o nimero de vezes que 0™(U) aparece em F. Tome ainda
r := xP. Claramente z satisfaz (4.6) e y satisfaz (4.7). Além disso, pelo
teorema da arborescéncia 6tima, temos £'x = ) ; y;, de modo que z e y
sao solugoes 6timas no primal e no dual, respectivamente. Como o vetor y
é integral, segue que o sistema (4.6) é TDI. O

Corolario 4.2.2
O poliedro PTT_M]OS (D) é determinado pelo sistema (4.6).

Demonstragao: Seja @ o poliedro determinado por (4.6). J& observamos
que BN C # () para toda r-arborescéncia B e todo r-corte C, de modo que
xB € @ para toda r-arborescéncia B. Resta mostrarmos que todo vértice
de @ é vetor de incidéncia de uma r-arborescéncia.

Seja z um vértice de Q. Pelo coroldrio 4.2.1, o vetor z ¢é integral. Pelo
teorema 4.1, os subconjuntos minimais de A que intersectam cada r-corte sao
as r-arborescéncias, de modo que z > ' para alguma r-arborescéncia B.

Temos x? € Q e 22 — xP = = + (x — xP) € Q. Entretanto, como
T = (XB + (2z — XB))/Q, temos necessariamente Y2 = 2z — xZ, pois x é
um vértice de @) e entdo nao pode ser combinacao convexa nao-trivial de

outros vetores de Q. Segue que z = xZ, como querfamos. O
Corolario 4.2.3
O sistema (4.9) é TDI.
e >0 para todo a € A,
z(6™(U)) > 1 para todo r-corte C, (4.9)
z(6™(v)) =1 para todo v € V.
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Demonstracao: Basta combinar o corolario 4.2.1 com o teorema 2.14, ja
que o sistema (4.9) é obtido do sistema (4.6) transformando algumas das
desigualdades em igualdades. O

Corolario 4.2.4
O poliedro P,_ayhs(D) é determinado pelo sistema (4.9).

Demonstragao: Seja @ o poliedro determinado pelo sistema (4.9).

E evidente que x? € @ para toda r-arborescéncia B de D, de modo que
Pr-arbs(D) - Q

Para provar a inclusao reversa, vamos mostrar que todo vértice de @) é
vetor de incidéncia de uma r-arborescéncia de D. Seja z um vértice de Q.
Pelo corolério 4.2.3, o vetor x é integral.

Afirmamos que z, € {0,1} para todo arco a que tem ponta final em
algum vértice v # r, e que z, = 0 para todo arco a com ponta final em r. De
fato, se &, > 1 para algum arco a = (u,v), com v # r, entao x(éi"(v)) > 1,
um absurdo. Suponha agora que z, > 0 para algum a € §™(r). Tome os
vetores 2/, 7" € R4 colocando 7/, := 0 e 2/ := 2z, para o arco a e ) := x;
para todo b € A\ {a}. Mas entdo x = (2/ + 2")/2 e, ademais, 2/, 2" € Q,
o que é um absurdo, ja que um vértice de () nao pode ser combinagao convexa
nao-trivial de outros vetores de Q.

Temos entdo que x = x? para algum B C A\ §"(r). Vamos mostrar
que B é uma r-arborescéncia. E evidente que cada vértice v # r é ponta
final de exatamente um arco de B. Resta apenas mostrarmos que o grafo
subjacente a (V, B) é aciclico. Disso seguira que (V, B) é fracamente conexo,
pois a aciclicidade do grafo subjacente a (V, B) e o fato de que |B| = |V|—1
implicam que o grafo subjacente a (V,B) é uma arvore, como afirma o
teorema 2.3.

Suponha entao que o grafo subjacente a (V, B) nao é aciclico. Seja C' um
subgrafo de (V, B) cujo grafo subjacente é um circuito. E evidente que C é
um circuito em D: caso contrario, existe um vértice v em C que é ponta final
de dois arcos de B. Além disso, C' ndo passa por r, ji que B C A\ §™(r).
Mas entdo z(6™(U)) = 0 para U := V(C), pois um arco a = (u,v) em
BN é§™(U) implicaria que (6™ (v)) > 2, um absurdo.

Segue que B é uma r-arborescéncia, como queriamos. O

Vejamos agora como resolver o problema da separagdo para o polie-
dro P, ambs(D) em tempo polinomial. Dado um vetor z € RA, queremos
decidir se = € P,_5ps(D) e, se esse nao for o caso, encontrar uma restri¢ao
violada no sistema (4.9).

E trivial verificar se x ¢ nao-negativo e se z(6™(v)) = 1 para todo vértice
v # r. Resta apenas verificarmos se 2(6™(U)) > 1 para todo r-corte 6™ (U).
Mas isso também pode ser feito em tempo polinomial, como se segue.

Para cada arco a € A, considere z, como a capacidade do arco a. Agora,
para cada vértice v # r, encontre um (r,v)-corte de capacidade minima.
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Se para algum vértice v # r, a capacidade minima de um (r,v)-corte C
for estritamente menor que 1 (com relagdo ao vetor de capacidades z), é
evidente que x nao estd em P,_,ps(D), pois z(C) < 1 e C é um r-corte. Por
outro lado, se para todo v # r, a capacidade minima de um (r, v)-corte for
pelo menos 1, entao é claro que & € P, aps(D).

Podemos entao resolver o problema da separacao relativo ao poliedro
P, abs(D) através |A| 4 |V| verificagoes triviais e mais |V| — 1 execugoes de
um algoritmo que encontra um (r, v)-corte de capacidade minima, como por
exemplo o algoritmo de Edmonds-Karp. Assim, o problema da separagao
pode ser resolvido em tempo polinomial. A equivaléncia entre separacgao e
otimiza¢ao, provada por Grotschel, Lovasz e Schrijver | |, em conjunto
com os resultados de Frank e Tardos | |, implica entao a existéncia de
um algoritmo fortemente polinomial para o problema de encontrar uma r-ar-
borescéncia de comprimento minimo.

4.3.2 Descruzando cortes

No corolario 4.2.1, utilizamos o teorema da arborescéncia 6tima para
provar que o sistema (4.6) é TDI. Obtivemos assim um poderoso resultado
poliédrico a partir do teorema da arborescéncia 6tima, que foi provado de
forma puramente combinatéria.

Nesta segao, faremos o caminho inverso: provaremos que o sistema (4.6)
¢é TDI utilizando métodos de programacao linear, o que fornecera uma prova
poliédrica do teorema da arborescéncia étima, que é essencialmente combi-
natoério.

Na verdade, provaremos um resultado ainda mais forte: vamos ver que
o sistema (4.6) é box-TDI.

A técnica ilustrada a seguir, introduzida por Edmonds e Giles | e
Frank | ], ¢ um caso especial dos métodos que envolvem fluxos submo-
dulares, que generalizam diversos resultados min-max em grafos orientados.

Teorema 4.3
O sistema (4.6) é box-TDI.

Demonstracdo: Seja £ € Z4 uma funcéo comprimento. Como na prova do
coroldrio 4.2.1, podemos supor que £ > 0. Seja y;; uma solucao étima para
o problema dual de minimizar ¢"2 sobre (4.6), isto é, o vetor y;; maximiza
> v Yy sobre (4.7), onde U é tomado sobre todos os subconjuntos nao-vazios
de V' \ {r}.

Escolha a solugao y;; de modo a minimizar

> w0 VUL (4.10)
U

Tome
F :=A{U: y; > 0}. (4.11)
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Vamos mostrar que a familia F é laminar.

Suponha o contrario. Isto é, suponha que existem U, W em F tais que
UNW é nao-vazio, U € W e W & U. Temos ainda UU W # V ji que
r ¢ UUW. Tome a := min{y;, yy }. Diminua y;; e y;, de o e aumente
Yuaw € Yyuw de a. Como

X(;in(UmW) + X(Sm(UUW) S X(;m(U) _|,_ X(;in(W)’ (412)

entdo y continua satisfazendo (4.7). Ademais, ) ;; y;; obviamente nao mu-
dou. Assim, y é uma solugao 6tima no dual. Entretanto, a soma (4.10)
diminuiu, pelo teorema 2.1, contradizendo a escolha dos y;;. Segue que F é
laminar.

Defina da seguinte forma a matriz M, indexada por F x A:
{ 1 seaecd™(U);

" (4.13)
0 caso contrario.

Note que a linha de M indexada por U é simplesmente y (V) € Z4, isto é,
o vetor de incidéncia de 6™(U).

Vamos mostrar que M é uma matriz de rede. Defina uma arvore ori-
entada T da seguinte forma. Tome V(Tx) := F' := FU{V}. Para
cada U € F, existe em T'7 um arco a; indo de W para U, onde W é o
menor conjunto de F’ que contém propriamente U. Note que Tz ¢é uma
V-arborescéncia.

Defina também um grafo orientado Dz, com V(Dg) := F' e com con-
junto de arcos dado do seguinte modo. Para cada arco (u,v) de D, seja
4z UM arco que tem como ponta inicial o menor conjunto de F’ contendo
ambos u e v e como ponta final 0 menor conjunto de F’ contendo v. Tome
Agr:={az: a € A} como o conjunto de arcos de D.

Nao é dificil ver que a matriz de rede gerada por Dz e Tz é uma matriz
idéntica a M, onde identificamos um conjunto U de F com um arco a;;
de T'r e um arco a de D com um arco ay, de Dg/. Assim, a matriz M é
uma matriz de rede e é, portanto, totalmente unimodular, pelo teorema 2.12.
Segue do teorema 2.15 que o sistema (4.6) é box-TDL O

4.3.3 Uma formulagao concisa

Mostramos no corolario 4.2.2 que o poliedro PI_ arbs (D) € determinado
pelo sistema (4.6). Esse sistema, entretanto, tem um nimero exponencial
de restrigoes, relativo ao tamanho da representacao do grafo D. Assim, a
descrigdo dada por (4.6) nos obriga a trabalhar com PTT_arbs(D) através do
método das elipsdides, com seu pesado arcabouco de divisdo, arredonda-
mento e aproximacao.

Nesta secao, veremos uma descricao concisa do poliedro PTT_ arbs (D), isto é,
esse poliedro admite uma representagdo que tem tamanho polinomial em
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|V|+|A|. Mais precisamente, vamos mostrar que PJ_arbS(D) ¢é a projecao de
um poliedro determinado por um sistema que tem tamanho polinomial em
|[V| 4+ |A|. Esse resultado é de Wong | | e Maculan | ]

Teorema 4.4

Seja D = (V, A) um grafo orientado e r € V. Entao o poliedro P:_arbS(D)
¢é justamente o conjunto dos vetores x € Rfo tais que, para cada vértice
u e V\ {r}, existe um (r, u)-fluxo sujeito a z e de valor 1.

Demonstragdo: Seja Q@ o conjunto dos vetores z € RZAO tais que, para cada
vértice u € V' \ {r}, existe um (r, u)-fluxo sujeito a z e de valor 1. E ¢bvio
que @) é um poliedro do tipo bloqueador.

E claro que, se B é uma r-arborescéncia em D, entao xZ € Q. Assim,
PrT—arbs(D) c Q

Para a inclusdo reversa, seja x € (). Para cada vértice u € V' \ {r},
denote por f, o valor de um (7, u)-fluxo maximo sujeito a x. Entao, para
todo ) # U C V' \ {r}, temos

z(6"(U)) = fu(6™(U)) > 1,

onde u é qualquer vértice de U. Assim, pelo coroldrio 4.2.2, temos que
T E Pj_arbs(D), de modo que @ C P! (D). O

r-arbs
Considere o poliedro definido pelo sistema

Tqe >0 para todo a € A,
0<zyq <, para todos a € Aewu e V\{r},
D acsin() Fua = Dgegont(y) fua  Para todos u,v € V\ {r},v # u.

(4.14)
Segue do teorema 4.4 que o poliedro PTT_ arbs (D) € a projecao do poliedro
determinado pelo sistema (4.14) nas coordenadas de A.

4.4 O algoritmo de Edmonds-Fulkerson

Consideramos agora o problema de encontrar uma r-arborescéncia de
comprimento minimo num grafo orientado D = (V, A), relativo a uma funcao
comprimento £ € Qfo, através de um algoritmo puramente combinatério,
isto é, que nao faca qualquer referéncia explicita a programacao linear.

Comegamos notando que, para encontrar uma r-arborescéncia de com-
primento minimo num grafo orientado D = (V, A), nao podemos utilizar
um algoritmo guloso ingénuo que comeca a partir da raiz r e iterativamente
estende uma r-arborescéncia a partir de um subconjunto U de V', sempre
tomando o arco de comprimento minimo que sai de U. Isto é, nao é sufici-
ente modificar de forma ingénua o algoritmo de Prim | | para &rvores
geradoras de comprimento minimo em grafos nao-orientados. De fato, o
grafo da figura 4.1 mostra um exemplo em que essa estratégia falha.
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As demonstragoes do teorema da arborescéncia étima e do coroldrio 4.2.2
nos sugerem o seguinte algoritmo para encontrar uma r-arborescéncia de
comprimento minimo (relativo a uma fungao comprimento ¢ € Q%) num
grafo orientado D: -

EDMONDS-FULKERSON(D, 7, ()

1 se nao existe uma r-arborescéncia em D
2 entao devolva “impossivel” e um r-corte vazio
3 Ap—{a€cA(D):¥l(a) =0}
4 se existe uma r-arborescéncia B em (V (D), Ayp)
5 entao y(U) < 0 para todo ) #U C V(D) \ {r}
6 devolva B e y
7 seja K um componente forte de (V (D), Ap)
tal que r € Vi := V(K) e £(a) > 0 para todo a € §™(Vk)
8 a«<— min{l(a): a€di™(Vk)}

9 01— ax®"(Vk) > diminua de « os comprimentos de §™ (V)
10 D'« D/Vk > contraia os vértices de Vi para obter D’
11 0" €’|A(D,) > (" é ¢ restrito a A(D")

12 B,y «—EDMONDS-FULKERSON(D’, 7, (")
13 seja d’ = (u, Vi) € B’ 0 arco de B’ que tem Vi como ponta final
14 seja (u,w) € A(D) o arco correspondente ao arco a’
15 seja Bg uma w-arborescéncia de K com ¢(Bg) =0
16 B« (B'\{d'})U{(u,w)} UBg
17 y(U) < 0 para todo 0 # U C V(D) \ {r}
18 y(U) « ¢/ (U) para cada 0 £ U C V(D) \ ({r} U Vk)
19 y(U) <« ¢/ (U’) para cada Vg C U C V(D) \ {r},
onde U’ := (U \ VK) U{Vk}
20 y(Vk) <«
21 devolva Bey

Vamos descrever informalmente o algoritmo EDMONDS-FULKERSON. Ele
pode ser visto como um algoritmo guloso em duas fases: na primeira, bus-
camos uma r-arborescéncia de comprimento nulo. Se tal r-arborescéncia
nao existe, partimos para a segunda fase, em que encontramos um arco de
comprimento minimo em algum componente forte inacessivel via arcos de
comprimento nulo.

E importante ter em mente que toda resposta desse algoritmo vem acom-
panhada de um certificado. No caso em que nao existe uma r-arborescéncia,
o algoritmo devolve como certificado um r-corte vazio. J4 para certificar a
otimalidade de alguma r-arborescéncia B encontrada, devolveremos um ve-
tor y que é solugao viavel do dual de minimizar ¢"x sujeito a x € P,_aps(D)
e tal que >y = 4(B).

E evidente que, se quisermos que o algoritmo EDMONDS-FULKERSON
seja polinomial, nao podemos trabalhar com um vetor y;; explicitamente
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Figura 4.1: Uma estratégia gulosa ingénua nao funciona para encontrar uma
r-arborescéncia de comprimento minimo.

para todo ) # U C V \ {r}. Mas isso ndo é um problema. Podemos
manter apenas uma lista L dos subconjuntos ) # U C V' \ {r} tais que
yy > 0, bem como o valor de y;; para cada U € L. Para todos os demais
0 #U C V\{r} que nao estdao em L, fica convencionado que y;; = 0. Ficard
claro, com a explicagdo do algoritmo, que o tamanho da lista L é limitado
polinomialmente.

As linhas 1-2 verificam se existe alguma r-arborescéncia em D. Para
tanto, basta verificar se existe um (r,v)-caminho para cada vértice v # r.
Se existe algum vértice v # r inacessivel a partir de » em D, podemos
facilmente encontrar um r-corte vazio: basta tomar como U o conjunto dos
vértices u tais que existe um (u, v)-caminho em D. Desse modo, 6™ (U) é um
r-corte vazio e certifica a inexisténcia de uma r-arborescéncia em D. Assim,
esse passo pode ser implementado com qualquer busca genérica, como busca
em largura ou busca em profundidade, e consome tempo O(n + m).

As linhas 3—6 constituem a primeira fase gulosa do algoritmo, bem como
a base da recursao. Elas buscam uma r-arborescéncia de comprimento nulo
em D. Se tal r-arborescéncia existe, entao ela certamente é de comprimento
minimo. Observe que devolvemos tanto uma r-arborescéncia de custo mi-
nimo como um vetor y que serve como certificado de otimalidade da r-ar-
borescéncia devolvida. Note que esse passo também pode ser implementado
com alguma busca genérica, e portanto consome tempo O(n + m).

Caso nao haja uma r-arborescéncia de comprimento nulo, deve existir
um componente forte K que nao contém r e tal que todo arco que entra em K
tem comprimento positivo. Agora passamos para a segunda fase gulosa do
algoritmo: encontramos um tal componente forte K e, dentre os arcos que
entram em K, tomamos o arco de menor comprimento. As linhas 7-8 se
encarregam dessas tarefas. E f4cil implementar esses passos de modo que o
consumo de tempo seja O(n + m), utilizando busca em profundidade.

Nas linhas 9-11, preparamos uma instancia para uma chamada recur-
siva. Para tanto, comecamos alterando a func¢ao comprimento ¢, diminuindo
de a o comprimento dos arcos que entram em K. A funcdo comprimento
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resultante é ¢/. Agora contraimos em D os vértices de K e chamamos de ¢
a restrigao de ¢’ aos arcos correspondentes do grafo contraido D’. Todos
esses passos podem ser trivialmente implementados de modo a consumir
tempo O(n + m).

Na linha 12, fazemos uma chamada recursiva, obtendo uma r-arbores-
céncia B’ e um certificado 3/ da otimalidade de B’.

Resta apenas alterarmos de forma ébvia tanto B’ quanto 3’ para finali-
zarmos o algoritmo. As linhas 13-20 se encarregam dessa alteragao. Para
alterar B’, procedemos da seguinte maneira. Comegamos descobrindo a
qual arco de D corresponde o arco de D’ que tem ponta final no vértice
contraido V. Digamos que o arco de D correspondente tem ponta final em
w € Vi. Agora basta encontrar em K uma w-arborescéncia e encaixa-la de
forma apropriada em B’. A alteracao de y é bastante técnica, porém Sbvia.

A linha 21 pode agora devolver a r-arborescéncia minima encontrada e
seu certificado de otimalidade.

A corretude do algoritmo EDMONDS-FULKERSON é imediata do teorema
da arborescéncia étima e do corolario 4.2.2.

Para verificar que ele consome tempo polinomial, comece notando que,
a cada chamada recursiva, ao menos um arco de D passa a ter comprimento
nulo. Assim, apds no maximo m chamadas recursivas, certamente atingire-
mos a base da recursao, isto é, existird uma r-arborescéncia de comprimento
nulo. E fécil ver também que no maximo m conjuntos § # U C V \ {r} terdo
Yy positivo: a cada chamada recursiva, apenas um 3;; recebe um valor posi-
tivo, e todos os outros y;; sao idénticos aos valores devolvidos pela chamada
recursiva anterior.

Logo, o algoritmo consome tempo O(m(n + m)) no pior caso. Conclui-
mos que o algoritmo EDMONDS-FULKERSON ¢é fortemente polinomial.

Observamos que o algoritmo apresentado é uma versao modificada dos
algoritmos propostos por Edmonds [ | e por Fulkerson | ].

4.4.1 Problemas relacionados

O algoritmo EDMONDS-FULKERSON pode ser utilizado para resolver di-
versos problemas de otimizacao relacionados ao da r-arborescéncia de com-
primento minimo.

Seja D = (V, A) um grafo orientado e r um vértice de V.

Dado /¢ € Zfo, o algoritmo EDMONDS-FULKERSON resolve automatica-
mente o problema de encontrar uma familia méxima de r-cortes tal que cada
arco a estd em presente em no maximo ¢(a) dentre os r-cortes da familia.

Suponha agora que temos ¢ € Q4 como uma funcdo comprimento, com
alguns componentes possivelmente negativos, e que queremos encontrar uma
r-arborescéncia de comprimento méximo. Seja L := max {{(a): a € A} e
tome ¢'(a) := L — {(a) para cada arco a. Agora basta executar o algoritmo
EDMONDS-FULKERSON(D, r, /).
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Se especificarmos uma func¢ao comprimento ¢ € Qfo € quisermos encon-
trar uma arborescéncia de comprimento minimo, sem pré-estabelecer a raiz,
basta executar o algoritmo EDMONDS-FULKERSON para cada possivel es-
colha de raiz e verificar qual delas tem o menor comprimento. Uma outra
forma é a seguinte: crie um vértice novo r e arcos (r,v) para todo vér-
tice v de D. Chame o grafo resultante de D’. Estenda também a funcao
comprimento ¢, tomando L|V| como o comprimento de cada arco novo (r,v),
onde L := max {{(a): a € A}. Agora basta executar o algoritmo EDMONDs-
FULKERSON(D',r, 0).

Por fim, suponha que temos uma funcao comprimento ¢ € Q4, com al-
guns componentes possivelmente negativos, e que queremos encontrar uma
ramificacao de comprimento maximo. Comecamos removendo os arcos de
comprimento negativo, ja que esses certamente nao farao parte de uma so-
lucdo 6tima. Agora basta criar um vértice novo r e arcos (r,v) para todo
vértice v de D, sendo que cada arco novo tem comprimento 0. Seja D’
o grafo resultante. Seja B uma r-arborescéncia de comprimento maximo
em D', cuja obtencao foi explicada num pardgrafo anterior. Agora é claro
que BN A é uma ramificagdo de comprimento méximo em D.

Cabe ainda mencionar que r-arborescéncias sao as bases comuns de dois
matrdides. De fato, seja M; o matréide das florestas de D, visto como
um grafo nao-orientado, e seja My o matrdide transversal induzido pelos
conjuntos 0™ (v), para todo vértice v # r. Podemos supor, sem perda de ge-
neralidade, que nenhum arco de D entra em . E facil ver que B C A é uma
r-arborescéncia se, e somente se, B é uma base comum de M7 e de My. As-
sim, qualquer algoritmo fortemente polinomial para interseccao de matréides
com pesos, como por exemplo o algoritmo primal-dual de Frank | l,
implica a existéncia de um algoritmo fortemente polinomial para o problema
da r-arborescéncia de comprimento minimo.
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Capitulo 5

Ramificacoes disjuntas

No capitulo 4, consideramos o problema de encontrar r-arborescéncias
de comprimento minimo e familias disjuntas maximas de r-cortes. Neste
capitulo, os papéis se invertem: estudamos o problema de encontrar r-cortes
de capacidade minima e familias disjuntas maximas de r-arborescéncias e,
mais geralmente, de encontrar familias disjuntas maximas de ramificagoes.

O capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na secao 5.1, prova-
mos o poderoso teorema das ramificagoes disjuntas de Edmonds, a partir
do qual derivaremos quase todos os demais resultados do capitulo. Na se-
¢ao 5.2, estudamos o problema de encontrar familias maximas de arbores-
céncias disjuntas com uma escolha prévia das raizes, inclusive do ponto de
vista poliédrico. O mesmo problema é estudado na secao 5.3, desta vez sem
prefixarmos as raizes. Finalizamos o capitulo com a secao 5.4, que aborda
o problema de encontrar arborescéncias disjuntas de modo a minimizar a
soma dos comprimentos.

5.1 O teorema das ramificacoes disjuntas

Vamos comecar provando um lema auxiliar:

Lema 5.1

Sejam Ry, ..., Ry subconjuntos de um conjunto finito V. Para todo U C V,
defina §(U) = {i: R;NU =0} e t({U) := |#(U)|. Entdo a funcao t(U) é
supermodular, isto é, para quaisquer U, W C V, vale que

tUUW)+t(UNW)>tU)+t(W). (5.1)
Ademais, vale a igualdade em (5.1) se, e somente se, )(UNW) = 6(U)Ud(W).

Demonstragdo: Sejam U,W C V.
Temos i € (U UW) se, e somente se, R; N (U U W) = (), que ocorre se,
e somente se, (R; NU) U (R;NW) = 0. Assim, i € 0(U UW) se e, somente
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se, i € O(U)NO(W). Logo,
GUUW)=0(U)NoW). (5.2)

Seja i € (U)UO(W). Entao R;NU =0 ou R; N W = (), de modo que
R, N (UNW) = 0. Logo,

GUNW)D0U)UHW). (5.3)
Combinando (5.2) e (5.3), obtemos

tUUW)+tUNW)=[0(UUW }+\9 Unw)|

> [0(U) N O(W)| + |0(U) L o(W))|
=0(U) \HH )|
= {(U) + t(W).

E evidente que esta ultima relagao vale com igualdade se, e somente se,
vale a igualdade em (5.3). O

Dados um grafo orientado D = (V, A) e uma ramificacdo B de D, cha-
mamos de conjunto das raizes de B ao conjunto de vértices de V' que nao
sao ponta final de nenhum arco de B. Denotamos por R(B) o conjunto das
raizes de B.

Agora estamos prontos para provar o teorema das ramificacoes disjuntas
de Edmonds [ -

Teorema 5.2 (Teorema das ramificacoes disjuntas)

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam Ry, ..., Ry subconjuntos nao-
vazios de V. Entao existem ramificagoes disjuntas By, ..., By, com R(B;) =
R; para todo 7, se e somente se,

d™(U) = [{i: RinU = 0} (5.4)
para todo 0 £ U C V.

Demonstragao (Lovész [ ]): A necessidade da condicao (5.4) é dbvia.
Vamos mostrar que ela é suficiente, por inducao em |V \ Ry|+- -+ |V \ Rg|.
Para a base da inducao, consideramos R; = --- = Ry = V. Neste caso, o
teorema é trivialmente verdadeiro. Para o passo da indugao, podemos supor
que Ry #V.
Seja R :={Ry1,...,Ry}. Para todo U C V, defina

O(U;R):={i: R, eRe R NU =0} (5.5)
t(U;R) == |0(U; R)|. Observe entdo que a condicdo (5.4) é equivalente a
di“(U) > t(U;R) para todo ) £ U C V.
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Seja W C V um conjunto minimal tal que W N Ry # 0 e W\ Ry #
e, além disso, d™ (W) = t(W;R). Observe que um tal conjunto certamente
existe, dado que W =V satisfaz essas condigoes.

E evidente que t(W'; R) > t(W;R) para todo W/ C W. Como temos
1€e(W\R;;R) el g0(W;R), entao

dp(W\ R1) > t(W\ Ri;R) > (W3 R) = dy(W). (5.6)

Logo, existe um arco a = (u,v) € Acomu € WNRy eveE W\ Ry. Agora
basta mostrar que a condigao (5.4) continua valendo ao trocarmos A por
A\ {a} e Ry por Ry U{v}, pois ai podemos aplicar a hipétese de indugao e
incluir o arco a em Bj.
Seja entao D' := (V, A’) um grafo orientado, com A" := A\ {a}, e sejam
|,..., R} uma familia de subconjuntos de V', com R} := RiU{v} e R} := R;
parai=2,...,k. Tome R' := {R],..., R, }. Suponha que a condicao (5.4)
nao vale para o grafo D" e para os conjuntos R}, ..., R}, isto é, suponha que
existe um () # U C V tal que

in(U) < {{U;R)). (5.7)

E claro entao que

aedéU), (5.8)

pois caso contrario terfamos d,(U) = d3(U) > t(U;R) > t(U; R’). Logo,
»U)=dp(U) — 1. (5.9)

D/

E claro também que t(U;R') > ¢(U; R) — 1. De fato, se 2 < i < k, entéo
i € (U;R') se, e somente se, i € 0(U; R). Ademais, t(U;R') =t(U;R) — 1
se, e somente se, 1 € Q(U;R') e 1 € 6(U; R). Suponha, por contradigio, que
t(U;R') = t(U;R) — 1. Entao

»(U)=d}(U)—-1>t{U;R) —1=¢t(U;R),
contradizendo a escolha do conjunto U. Logo,
t({U;R) = t(U; R'). (5.10)
Mas entao temos que ou 1 € (U;R) e 1 € (U;R'), ou entdo 1 € O(U;R) e
1€ 6(U;R’). Como (5.8) implica que v € U, entdao 1 & (U; R’). Segue que

1€ 0(U;R), ou seja,
RyNU #0. (5.11)

De (5.9) e (5.10) segue que

dn(U) = t(U;R). (5.12)
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Assim, pela submodularidade da fungao d™(S), provada no lema 2.6, e
pela supermodularidade da funcao t(S;R), provada no lema 5.1, temos

d"(UNW) < d™(U) +d™(W) — d"(U UW)
<tU;R)+t(W;R) —t(UUW;R) (5.13)
<HUNW;R).

Como, por hipétese, d™(U NW) > t(U N W;R), segue que todas as desi-
gualdades em (5.13) valem com igualdade.

Logo, d™(U NW) = t(U N W;R). Ademais, como vale a igualdade
em (5.13), o lema 5.1 garante que Q(UNW;R) = O(U; R)UO(W;R). Assim,
como RiNU #Pe RiNW # 0, entao 1 ¢ O(U; R)UO(W;R) = (UNW;R),
ou seja, Ry N (UNW) # 0. Ademais, (UNW)\ Ry #0, jdquev e UNW,
eUNW C W, ja que (5.8) implica que u ¢ U e portanto u ¢ U N W. Mas
isso contradiz a escolha de W. O

5.2 r-arborescéncias disjuntas

Através do poderoso teorema das ramificages disjuntas, podemos deri-
var facilmente condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de arbo-
rescéncias disjuntas com raizes pré-determinadas:

Corolario 5.2.1

Seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam 71, ...,7, € V. Entao existem k
arborescéncias disjuntas By, ..., By de D, tais que B; é uma r;-arborescéncia
para cada i, se, e somente se, para todo ) # U C V,

d™(U) = [{i:r; ¢ U}|. (5.14)
Demonstragao: Imediato do teorema das ramificagoes disjuntas, tomando
R; := {r;} para todo i. O

O caso em que todas as raizes sao iguais ja havia sido provado por Ed-
monds [ ]:

Corolério 5.2.2 (Teorema das arborescéncias disjuntas)
Seja D = (V, A) um grafo orientado e r € V. Entao o nimero méximo de
r-arborescéncias disjuntas é igual ao tamanho minimo de um r-corte.

Demonstracdo: Imediato do corolario 5.2.1, tomando como k o tamanho
minimo de um r-corte e r; := r para todo 1. O

Notamos agora que o teorema das arborescéncias disjuntas implica o
teorema de Menger, em sua versao orientada, disjunta nos arcos (corola-
rio 3.6.2). De fato, seja D = (V, A) um grafo orientado e sejam r, s vértices
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distintos de D. Seja k o tamanho minimo de um (r, s)-corte em D. Para
cada vértice v # s, crie k arcos paralelos de s a v. Seja D' = (V, A") o grafo
resultante. E facil ver que o tamanho minimo de um r-corte em D’ é k.
Pelo teorema das arborescéncias disjuntas, existem r-arborescéncias disjun-
tas By,...,Br em D'. Seja P; o unico (r,s)-caminho em B;, para cada i.
E evidente que P; nao passa por nenhum arco de A"\ A. Logo, Pi,..., Py
sao (1, s)-caminhos em D disjuntos nos arcos, como queriamos.

O teorema das arborescéncias disjuntas também vale em sua versao ca-
pacitada:

Corolario 5.2.3

Seja D = (V, A) um grafo orientado, 7 € V e ¢ € Z4, uma funcgao capacidade.
Entéo a capacidade minima de um r-corte é igual ao tamanho méximo de
uma familia de r-arborescéncias tal que cada arco a estd presente em no
méximo c(a) das r-arborescéncias.

Demonstracao: Imediato do teorema das arborescéncias disjuntas, subs-
tituindo cada arco a por c(a) arcos paralelos (isso significa que arcos de
capacidade nula sdo removidos). O

5.2.1 Abordagem poliédrica

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Fixe r € V. Defina o politopo dos
r-cortes de D como

Py _cortes(D) := fecho. conv {XC: C é um r-corte de D}. (5.15)

Defina também o poliedro dominante de P, _cortes(D) como
P?“T-cortes(D) = r-cortes(D) + R?o' (5.16)

O corolario 5.2.3 pode ser reformulado em termos de total dual integra-
lidade.

Coroléario 5.2.4
O sistema (5.17) é TDIL.

g >0 para todo a € A,

fE(B) > 1 para toda r-arborescéncia B. (5.17)

Demonstracdo: Seja ¢ € Z4 uma funcio capacidade. O problema dual de
minimizar ¢"z sobre (5.17) é maximizar ) 5y sujeito a

yg =0 para todo B,

5.18
ZB yBXB <eg, ( )
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onde B é tomado sobre todas as r-arborescéncias de D. A tltima restrigao
de (5.18) pode ser lida assim: para cada arco a € A, vale que

> yp < cla). (5.19)

a€B

Podemos supor que ao menos um z € R4 satisfaz o sistema (5.17) e que
c¢(a) > 0 para todo arco a, pois caso contrario o problema de minimizar ¢z
sobre (5.17) é invidvel ou ilimitado, de modo que seu dual nao tem valor
otimo finito.

Seja C' um r-corte de capacidade minima e B uma familia de r-arbores-
céncias como no corolario 5.2.3. Para cada r-arborescéncia B de D, tome
como Yz o nimero de vezes que B aparece em B. Tome também z := x©.
E claro que z ¢ vidvel em (5.17) e que y é vidvel em (5.18). Ademais, pelo
corolario 5.2.3, ¢'x = ) pyp, de modo que = e y sdo solugdes Stimas no
primal e no dual, respectivamente. Como o vetor y é integral, segue que o
sistema (5.17) é TDI. O

Corolario 5.2.5
O sistema (5.17) determina P/

r-cortes

(D).

Demonstracao: O resultado segue da teoria de poliedros bloqueadores (teo-
rema 2.9), aplicada ao corolério 4.2.2. O

5.3 Arborescéncias disjuntas

Todos os resultados vistos até agora sobre arborescéncias disjuntas de-
pendem de uma escolha prévia das raizes. Vamos ver agora um teorema
min-max de Frank [ , |, que utiliza o corolario 5.2.1 para de-
terminar o nimero maximo de arborescéncias disjuntas, sem escolha prévia
das raizes.

Dado um conjunto V', uma subparticao de V é uma particao de um
subconjunto de V.

Corolario 5.2.6
Sejam D = (V, A) um grafo orientado e k € Z-,. Entao existem k arbores-
céncias disjuntas em D se, e somente se,

> d"(U) = k(IP| - 1) (5.20)
UeP

para toda subparticao P de V' que nao tenha classes vazias.

Demonstragao: Primeiro vamos ver a necessidade da condi¢ao (5.20). Su-
ponha que D tem k arborescéncias disjuntas Bi, ..., Bi. Seja P uma sub-
particao de V' sem classes vazias. Para cada ¢, a arborescéncia B; tem pelo
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menos um arco em 6™ (U) para cada classe U € P, exceto possivelmente
uma, se a raiz de B; estiver em alguma classe de P. Assim

> |Bins™U)| = |P| - 1. (5.21)
veP

Tomando a relagao (5.21) para todo i, obtemos a necessidade de (5.20).
Agora vamos mostrar a suficiéncia de (5.20). Seja x € ZY, tal que

2(U) > k — d™(U) (5.22)

para todo ) # U C V, e com z(V) o menor possivel. Vamos mostrar que
z(V) = k. Por (5.22), temos (V) > k. Temos que mostrar entao que
z(V) <k.

Seja P a colecao dos subconjuntos nao-vazios maximais de V' que satis-
fazem (5.22) com igualdade. Afirmamos que P é uma subpartigao de V. De
fato, suponha que U, W € P sao tais que U N W # (). Entao

z(UUW)=xU)+2(W)—-2(UNW)
< (k—d™(U) + (k= d"(W)) — (k— d™(UnW))  (5.23)
<k—d"(UUW),

onde utilizamos a submodularidade da fungao d™(S), provada no lema 2.6,
na ultima desigualdade. Logo, UUW &€ P. Mas como U e W sdao maximais,
segue que U = W. Assim, P é uma subpartigao de V.

Afirmamos agora que, para todo v € V com z, > 0, existe um conjunto
U € P tal que v € U. De fato, suponha que x, > 0e v € U paratodo U € P.
Pela construgao de z, todo conjunto {v} C W C V satisfaz (5.22) de forma
estrita, de modo que poderfamos diminuir z, e ainda assim satisfazer (5.22).
Mas isso é um absurdo, pois z(V') é o menor possivel.

Logo, por (5.20),

2(V) = a(U) =Y (k—d"(U))

vepP ueP

' (5.24)
=k[P| - > d™U) < klP| - k(P|-1) = k.
veP
Concluimos assim que x(V') = k. Sejam ry,...,r, vértices tais que cada

vértice v ocorre x, vezes dentre os r;. Por (5.22), para todo ) # U C V,
temos d™(U) > k—z(U) = z(V) —z(U) = z(V \ U), isto é, d™(U) é maior
ou igual ao ntimero de indices i tais que r; € U. Assim, pelo corolario 5.2.1,
existem arborescéncias disjuntas Bi,...,B; em D, sendo que B; é uma
r;-arborescéncia para cada 1. O
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5.4 Arborescéncias disjuntas
de comprimento minimo

Seja D = (V, A) um grafo orientado, r € V e k € Z,. Considere o

sistema
zq >0 para todo a € A,

z(6™(U)) >k para todo r-corte 6™(U). (5.25)

Teorema 5.3
O sistema (5.25) é box-TDI.

Demonstragao: Diretamente do teorema 4.3, ja que, se o sistema Ax < b é
box-TDI, entao o sistema Az < kb é box-TDI, para todo k € Z,. O

Corolario 5.3.1
O sistema (5.26) é TDI e determina o fecho convexo dos vetores caracteris-
ticos dos subconjuntos de A que contém k r-arborescéncias disjuntas.

0<z,<1 para todo a € A, (5.26)
x((;in(U)) >k para todo r-corte §™(U). '
Demonstracdo: Imediato do teorema 5.3 e do teorema das arborescéncias
disjuntas. =

O problema da separagao relativo ao poliedro (5.26) pode ser resol-
vido em tempo polinomial, de forma andloga a forma como foi resolvido
o problema da separacao para o poliedro P, ,ps(D) na segao 4.3. Segue
da equivaléncia entre separacao e otimizacao, provada por Groétschel, Lo-
vész e Schrijver [ ], que podemos encontrar em tempo polinomial k
r-arborescéncias disjuntas com comprimento minimo.
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Capitulo 6

Juncoes minimas

Neste capitulo apresentamos o famoso teorema min-max de Lucchesi-
Younger, que relaciona juncoes e cortes orientados. Este é um dos problemas
mais bem resolvidos de otimizacao combinatéria em grafos orientados.

O capitulo organiza-se da seguinte maneira. Na secao 6.1, introduzimos
alguns conceitos basicos, como a definicdo de corte orientado e de jungao.
Alguns resultados bédsicos mostrardao a motivacdo para o estudo de tais es-
truturas e também servirao para deixar o leitor melhor familiarizado com
elas. Na secao 6.2, provamos o poderoso teorema de Lucchesi-Younger,
abordando-o inclusive de forma poliédrica e resolvendo o respectivo pro-
blema de separacao. Finalmente, na secao 6.3, vemos uma conseqiiéncia
imediata do teorema central do capitulo: uma relagao min-max envolvendo
circuitos e quebra-circuitos em grafos planares.

6.1 Conceitos basicos

Seja D = (V, A) um grafo orientado. Um subconjunto C' C A é chamado
de corte orientado se existe um conjunto () # U C V tal que C = §™(U) e
5 (U) = 0. Uma jun¢do é um conjunto de arcos que intersecta cada corte
orientado de D.

E f4cil ver que

D tem um corte orientado se, e somente se, D nao ¢ (6.1)
fortemente conexo.

De fato, se §™(U) é um corte orientado em D, entdo é ébvio que nao existe
(s,t)-caminho em D com s € U e t ¢ U. Ja se D nao é fortemente conexo,
sejam s e t vértices tais que nao existe (s,t)-caminho em D. Tome como U
o conjunto dos vértices acessiveis a partir de s. Claramente, 6™ (U) é um
corte orientado. Provamos assim (6.1).

Com isso, podemos mostrar o seguinte resultado:
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Proposigao 6.1
Seja D = (V, A) um grafo orientado e B C A. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) B é uma juncao;
(ii) o grafo (V,AU B~!) ¢ fortemente conexo;
(iii) o grafo obtido a partir de D através da contragao dos arcos de B
¢ fortemente conexo.

Demonstragao: Mostraremos apenas que as afirmagoes (i) e (ii) sdo equiva-
lentes, pois a equivaléncia entre (ii) e (iii) é imediata.

Seja B C A e D' := (V,A’) um grafo orientado, com A’ := AUB™1. E
ébvio que 6;*(U) € 635(U) para todo ) # U C V. Assim, se §3'(U) nao é
orientado em D, entao ¢'"(U) também nao é orientado em D’. Se 6"(U)
é orientado em D, entdao §%(U) nao é orientado em D’ se, e somente se,

o (U) # 0, que ocorre se, e somente se, BN (U) # 0. Assim, D' nao
tem cortes orientados se, e somente se, B é uma juncao de D. Agora a
equivaléncia entre (i) e (ii) segue imediatamente de (6.1).

O]

Com algumas hipéteses adicionais, Frank fortaleceu a proposicao acima:

Teorema 6.2

Seja D = (V, A) um grafo orientado fracamente conexo sem arcos de corte.
Seja B C A. Entao B é uma jungao minimal se, e somente se, B é um
conjunto minimal tal que, se invertermos a orientacao de todos os arcos
de B, o grafo orientado se torna fortemente conexo.

Demonstracdo: Seja A’ := (A\ B)UB te D' := (V, A").
E facil ver que,

se D’ é fortemente conexo, entdo B é uma juncao. (6.2)

De fato, suponha o contrario, e vamos ver que isso é impossivel. Seja §"(U)
um corte orientado em D tal que BNy (U) = 0. Entao 6 5(U) =6*(U) e
(U) = 09 (U) = 0, de modo que 6% (U) é um corte orientado em D', o
que é um absurdo, pela suposigiao de que D’ é fortemente conexo e por (6.1).
Se B ¢ minimal tal que o grafo (V. (A\ B) U B™!) é fortemente conexo,
entdo por (6.1) o grafo (V,(A\ B)U B~!) tem um corte orientado C' para
qualquer B C B. E fécil ver que C' também é um corte orientado em D, de
modo que B nao é uma juncao de D. Logo, B é uma juncao minimal de D.
Agora vamos mostrar que, se B é uma juncao minimal de D, entao D’

¢é fortemente conexo. Isso é suficiente para provarmos o teorema. De fato,
suponha que o grafo orientado (V, (A\ B ) U B _1) é fortemente conexo para

algum B C B. Nesse caso, terfamos por (6.2) que B é uma juncao de D,

66



contradizendo a minimalidade de B. Assim, teremos mostrado que B é
minimal tal que (V, (A \ B) U B™!) é fortemente conexo.

Suponha por contradigdo que D’ nao é fortemente conexo. Seja K o
conjunto de vértices de um componente forte de D’ tal que 6 (K) = 0. E
fécil ver que 0'(K) # 0, pois caso contrério terfamos 6 (K) # 0, ja que B
é uma juncao. Seja §"(K) = {a1,...,a;}. Note entao que ay,...,a; € B.
Como B ¢é uma juncao minimal, entao para cada i = 1,...,t, existe um
subconjunto U; de V tal que 6 *(U;) = 0 e §5*(U;) = {ai}.

Vamos mostrar que K NU; = () para todo 7. Suponha que K NU; # (.
Como a; € 67(K) e a; € §5(U;), entdo a ponta inicial do arco a; estd
em U; \ K e a ponta final, em K \ U;. Em particular, K \ U; # 0. Como
D'[K] é fortemente conexo, entdo existe um arco a de A’, com as duas
pontas em K, que entra em U;. Como (5“’(U) = (), entdo a € B~'. Assim,

a”le 50‘“(U) Como a ponta inicial de a=! estd em K NU; e a de a; estd
em U; \ K, temos a; # a~ 1. Mas entdo §2*(U;) D {a;,a™ '}, o que contradiz
65" (Ui) = {ai}.

Temos também que U; N U; = () para todo i # j. De fato, suponha que
U; NU; # (. Pela submodularidade da fungao di'(S), provada no lema 2.6,
temos

di{'(Ui U Uj) + di‘n(Ui N Uj) < di,n(Ui) + dj:(Uj) =0, (6.3)

de modo que 01 (U;NU;) = 0. Assim, 63" (U;NU;) é um corte orientado de D.
Como D ¢ fracamente conexo, devemos ter 64" (U; N U;) # 0, e portanto
05 (U;NU;) # 0. Porém, pela submodularidade da fungao d3"*(S), provada
no lema 2.6, temos

Ao (U N U;) < d2(U;) + dg™(U;) — de (U; U U;) = (6.4)

onde utilizamos o fato de que as pontas finais dos arcos a; e a; estao em K,
e portanto fora de U; U U;. Temos portanto 63" (U; N U;) = @), um absurdo.
Assim, Uy, ..., U; sdo subconjuntos disjuntos de V'\ K. Como D nao
tem arcos de corte, temos §9"*(U;) > 2 para todo 7, ja que §*(U;) = (). Para
cada i, apenas um arco sai de U; para entrar em K, a saber, o arco a;. Logo,
o conjunto W := V\ (K UU; U ---UUy) é nao-vazio. Note que 65 (W) = 0,
pois um arco em tal conjunto deveria entrar em U; ou em K, o que é im-
possivel, ja que 6*(U;) = () para todo i e todo arco que entra em K sai de
algum U;.
Como D é fracamente conexo, entao ¢ '(W) # (), e portanto § (W) # 0,
ou seja,
(K UULU---UU) #0 (6.5)

Porém, como 0% (K) = 0, entao 63"(K) = 0. Ademais, 63"(U;) = {a;}
para todo i. Assim, como a; tem ponta final em K, temos 09" (K UU;) = ()
para todo i, e conseqiientemente §* (K UU; U --- U U;) = (), contradizendo
com (6.5). O
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6.2 O teorema de Lucchesi-Younger

A relacdo min-max que estudaremos a seguir foi conjecturada indepen-
dentemente por Robertson e Younger | ) ) | e provada por
Lucchesi e Younger | |:

Teorema 6.3 (Teorema de Lucchesi-Younger)

Seja D = (V,A) um grafo orientado fracamente conexo. Entao o tama-
nho minimo de uma juncao é igual ao nimero maximo de cortes orientados
disjuntos.

Demonstragao (Lovész | ]): Dado um grafo orientado D, denote por
v(D) o nimero maximo de cortes orientados disjuntos em D, e por 7(D) o
tamanho minimo de uma juncio de D. E ¢bvio que v(D) < 7(D).

Fixe como D = (V, A) um contra-exemplo com o menor nimero de arcos
possivel. Temos necessariamente v(D) > 1, pois caso contrario a afirmacao
¢ trivialmente verdadeira.

Seja B C A. Denote por Dp o grafo orientado obtido a partir de D
através da substituicao de cada arco a = (u,w) em B por um (u,w)-ca-
minho de comprimento 2, sendo que o vértice intermedidrio, digamos v,
é novo.

Escolha um conjunto B maximal tal que v(Dpg) = v(D). Observe que
B # A. De fato, seja 69"(U) um corte orientado em D. Se tomarmos
U = {vg: a €6y(U)}, é claro que op(U U U') é um corte orientado
em Dy, disjunto de 691 (U). Assim, é facil ver que v(Da) > 2v(D) > v(D).

Seja b € A\ B. Defina D' := Dpy) e V' := V(D'). Pela maximalidade
de B, temos v(D') > v(D).

Seja D" o grafo orientado obtido a partir de D através da contracao do
arco b, com V" := V(D"). Como D é um contra-exemplo com um nimero
minimo de arcos, temos v(D") = 7(D"). Ademais, é facil ver que, se J" é
uma jungao de D", entdao J := J” U {b} é uma jungdo de D, de modo que
7(D) < 7(D") + 1. Assim,

v(D")=7(D") > (D) — 1> v(D). (6.6)

Como todo corte orientado em D” é também um corte orientado em D,
temos v(D") < v(D), de modo que v(D") = v(D).

Seja F' uma familia de subconjuntos de V' tal que ) # U C V' para
todo U € F/, e tal que {6(U): U € F'} ¢ uma familia méxima de cortes
orientados disjuntos de D’. Defina F” de forma andloga para o grafo D”.

Combinando F' e F”, podemos obter uma familia F de subconjuntos

préprios e nao-vazios de Vi := V(Dp) tal que

|F| = 2v(D) + 1 e os conjuntos 4 (U), com U € F, (6.7)
sao cortes orientados em Dp, tal que cada arco de Dp
aparece em no maximo dois desses cortes.
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Para tanto, proceda da seguinte forma. Para todo U € F’ contendo o vértice
vy € V''\ Vg, removemos v, de U. Para todo U € F” contendo o vértice
obtido da contracao do arco b, substituimos tal vértice em U pelas duas
pontas de b.

De agora em diante, vamos abreviar

57(X) 1= 33, (X),
4" (X) = dg, (X),
5(X) = 6 (X)),
4o (X) = A (X),

para todo ) # X C Vp.

Agora podemos provar (6.7). Se a # b é um arco de Dp, é claro que a
aparece em no maximo um corte orientado dentre os cortes 6 ™(U), com
U € F', e em no maximo um corte orientado dentre os cortes 6 ™(U), com
U € F”. Com relagao ao arco b, note que b nao pode aparecer em nenhum
corte orientado §™(U), com U € F”, e pode aparecer em no maximo dois
dentre os cortes orientados 6 ™(U), com U € F'. Assim, provamos (6.7).

Dentre todas as familias F satisfazendo (6.7), escolha uma que minimiza

> (Ul v\ UI. (6.8)

UeF

Afirmamos que
F é uma familia livre de cruzamentos. (6.9)

De fato, suponha que existem X, Y € Ftaisque X Y, X 2Y, XNY #0
e X UY # Vp. Vamos mostrar que podemos substituir X e Y por X UY e
X NY em F, sem violar (6.7).

Pela submodularidade da fungao d°**(S), provada no lema 2.6, temos

Ao (X UY) +d (X NY) < d°(X) +d*(Y) = 0, (6.10)

de modo que §™(XUY) e 0™ (X NY) também sdo cortes orientados em Dp.
Temos 6™(XUY)UI™(XNY)Co™(X)Ud™(Y). Assim, se um arco a nao
estd em §™(X) nem em §™(Y'), entdo a também nao estd em 6™ (X UY') nem
em 6™ (XNY). Seum arco a estd em ambos §™(X) e 6 ™(Y'), entdo a nao esta
em nenhum 6™ (U), com U € F \ {X,Y}, e estamos feitos. Suponha entao
que a estd em 0™(X)\d™(Y). Entao a ponta inicial de a estd em Vp\ (XUY)
ouem Y \ X. No primeiro caso, temos a € 6™(X UY)\é™(X NY) e, no
segundo, a € 6™(X NY)\ (X UY).

Assim, cada arco a aparece em no méaximo dois dentre os cortes orienta-
dos 0™(U), com U € F, apés a modificagao prescrita.
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Provamos entao que, apds a substituicdo em F de X e Y por X UY e
X NY, a familia F continua satisfazendo (6.7). Porém, pelo teorema 2.1, a
soma (6.8) diminuiu, contradizendo a escolha de F. Segue que F é livre de
cruzamentos.

Para cada X € F, defina

BX):={UeF:UCXoulUnNX =0} (6.11)

Seja Fa a colecao de conjuntos que ocorre duas vezes em F e Fi a colegao
de conjuntos que ocorre exatamente uma vez em F. Afirmamos que

se X,Y € Fq, sao tais que |B(X)| = |B(Y)] (mod 2) e  (6.12)
X # Y, entao nenhum arco de Dp entra em ambos os
conjuntos X e Y, isto é, §™(X) Ns=(Y) = 0.

De fato, suponha que algum arco a de Dp entra em ambos X e Y e vamos
ver que isso é impossivel. Como F é livre de cruzamentos, podemos supor
que X CY.

Primeiro suponha que [3(Y)| < |3(X)|. Como Y € (Y) \ B(X), entdo
existe um conjunto Z em B(X)\ B(Y), de modo que Z Y e ZNY # 0.
Mas entao Z € X, e portanto Z N X = (. Logo, Y ¢ Z. Como F é livre
de cruzamentos, temos necessariamente Z UY = Vp. Segue entao que o
arco a sai de Z, isto é, a € §°*(Z). Mas isso é um absurdo, pois todos
os cortes §™(U), com U € F, sdo orientados, ou seja, 6°**(U) = () e, em
particular, §°*(Z) = ().

Suponha entao que |3(Y)| > |3(X)|+2, de modo que existe um conjunto
Z #Y talque Z € B(Y)\B(X). Assim, Z € X e ZNX # 0. Logo, ZNY # 0,
e portanto Z C Y. Como Z U X # Vg e F é livre de cruzamentos, segue
que X C Z. Mas entao o arco a entra em X,Y e Z, contradizendo (6.7).

Provamos assim (6.12). Para j =0, 1, denote

Fi = {X € Fi: |8(X)|=j (mod 2)}. (6.13)

Segue de (6.12) que os cortes orientados da colecao {§™(X): X € .7-"{} sa0
disjuntos.

Observe agora que |F| = 2|F2| + |F1|. Se tivéssemos |Fa| + | FY| < v(D)
e |Fa| + |F1| < v(D), entdo terfamos |F| < 2v(D), o que é um absurdo,
pois |F| = 2v(D) + 1. Assim, para algum j € {0,1}, a colegao Fo U F{ tem
tamanho pelo menos v(D) + 1. Mas entdo

{5in(X); X GFQU}"{} (6.14)

é uma familia de v(D) + 1 cortes orientados disjuntos em Dp, o que é um
absurdo, pois v(Dp) = v(D). O
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6.2.1 Abordagem poliédrica

A seguinte versao capacitada do teorema de Lucchesi-Younger segue fa-
cilmente:

Corolério 6.3.1 (Teorema capacitado de Lucchesi-Younger)

Seja D = (V, A) um grafo orientado fracamente conexo e ¢ € Z4 uma
funcdo comprimento. Entdo o comprimento minimo de uma juncéo é igual
ao tamanho méaximo de uma familia de cortes orientados tal que cada arco a
estd presente em no maximo ¢(a) dos cortes orientados.

Demonstracao: Imediato do teorema de Lucchesi-Younger, substituindo
cada arco a = (u,v) por um (u,v)-caminho de comprimento ¢(a), onde
os vértices internos do caminho sao novos (isso significa que arcos de com-
primento nulo sdo contraidos). O

Agora é facil obtermos uma caracterizacao poliédrica. Defina o politopo
das juncoes de D como

Piungses(D) := fecho. conv {X‘]: J é uma juncao de D}. (6.15)

Corolario 6.3.2
O sistema (6.16) é TDI e determina o politopo Pjungses(D)-

< <
g_ma_l para todo a € A, (6.16)

(C’) >1 para todo corte orientado C.

Demonstragao: A total dual integralidade do sistema (6.16) é imediata do
teorema capacitado de Lucchesi-Younger. O fato de que o sistema (6.16)
determina o politopo Piungses(D) agora é trivial, ja que todo vetor integral
que satisfaz (6.16) é obviamente vetor caracteristico de alguma juncao de D.

O]

Vamos mostrar agora que o problema da separagao relativo ao politopo
Piuncses(D) pode ser resolvido em tempo polinomial. E trivial verificarmos
se 0 <z, <1 para todo arco a.

Suponha que temos um algoritmo que, dados um grafo D e uma funcao
capacidade ¢ € Zfo, encontra a capacidade minima de um corte orientado.
Entéo basta utilizar o vetor 2 como vetor de capacidades e verificar se o corte
orientado de capacidade minima tem capacidade maior ou igual a 1. Se esse
for o caso, entao é claro que x satisfaz o sistema (6.16). Caso contrério,
o corte orientado de capacidade minima fornecerd uma restricao de (6.16)
violada por x.

Resta mostrarmos entao um algoritmo que encontra um corte orientado
de capacidade minima.

Construa a partir de D um grafo orientado D’ da seguinte forma. Inici-
almente, tomamos D’ = D. Para cada arco a de D, adicionamos a D’ um
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arco a~', com capacidade infinita. Podemos tomar como infinito uma capa-

cidade suficientemente grande, digamos co := c(A(D)) 41, ja que todo corte
de D tem capacidade estritamente menor que tal valor. Chame de ¢’ a nova
fungao capacidade. Note que temos ¢/(a) = c(a) se a € A(D) e ¢(a) = oo
caso contrario.

Fixe vértices s e t. Seja §25°(S) um (s,t)-corte em D' E fécil ver entdo

que ¢(024(S5)) < oo se, e somente se, 05*(S) é um corte orientado em D.
De fato, se 69(S) = 0, nada temos a demonstrar. Suponha entdo que

I(S) # 0. Se 69(S) é um corte orientado em D, entdo todos os arcos
de §23*(S) tém capacidade finita. Ja se 0%*(S) nao é corte orientado em D,
entao 65'(S) # (0, de modo que existe algum arco em §2*(S) com capacidade
infinita, ou seja, ¢/ (50‘“(5)) = 00, como queriamos.

Suponha entao que 095 (S) é um (s, t)-corte de capacidade minima em D’.
Se ¢/(624(S)) = oo, entdo certamente ndo ha (s,t)-cortes em D que sejam
cortes orientados. J& se ¢/(6%5(S)) < oo, entdo 6%(S) é um corte orientado
em D, e tem capacidade minima dentre todos os cortes orientados de D que
também sao (s, t)-cortes.

Agora basta utilizar a reducéo acima para todos os pares possiveis de
vértices, em conjunto com algum algoritmo que encontra (s,t)-cortes de
capacidade minima, como por exemplo o algoritmo fortemente polinomial
de Edmonds-Karp, para encontrar um corte orientado de capacidade minima
em D.

Concluimos assim, pela equivaléncia entre separacao e otimizagao pro-
vada por Grotschel, Lovasz e Schrijver | ], e pelos resultados de Frank
e Tardos [ |, que existe um algoritmo fortemente polinomial para en-

contrar uma juncao de comprimento minimo.

6.3 Quebra-circuitos em grafos planares

O teorema de Lucchesi-Younger fornece facilmente uma relacao min-
max envolvendo circuitos e quebra-circuitos em grafos planares, através da
dualidade no plano.

Corolario 6.3.3
Seja D um grafo orientado planar. Entao o tamanho minimo de um quebra-
circuitos é igual ao niimero maximo de circuitos disjuntos nos arcos.

Demonstragao: Considere o grafo dual D* de D. E facil ver que um conjunto
de arcos de D é um circuito se, e somente se, o conjunto equivalente em D*
é um corte orientado em D*. Agora o resultado segue imediatamente do
teorema de Lucchesi-Younger. O
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Younger | | mostrou que a hipétese de planaridade nao pode ser re-
movida do corolério 6.3. De fato, considere o grafo orientado D da figura 6.1.
Vamos mostrar que

o tamanho minimo de um quebra-circuitos de D é 2. (6.17)

Suponha, por contradi¢ao, que existe um quebra-circuitos F' de tamanho 1.
Como 0s circuitos Toyox1y1 € ToyoT3y3 Se intersectam apenas no arco rays,
temos certamente xoys € F', de modo que F' = {zoy2}. Mas entdo x1y1x3ys3
é um circuito em D — F, um absurdo. E facil ver que {x1y1,z3y3} é um
quebra-circuitos de D. Provamos assim (6.17).

o T2 z3

Y1 Y2 Y3

Figura 6.1: O tamanho minimo de um quebra-circuitos é 2, mas nao ha 2
circuitos disjuntos nos arcos.

Vamos mostrar agora que D nao tem 2 circuitos disjuntos nos arcos.
Sejam C7 e Cy circuitos em D. Como o grafo subjacente a D é bipartido
e nao tem circuitos de comprimento 2, entao todo circuito de D passa por
exatamente dois vértices dentre {x1,z2,z3}. Seja entao x; € V(C1)NV(Cy).
Como d°**(x;) = 1, entdo é claro que z;y; € A(Cy) N A(C3), de modo que
nao existem 2 circuitos disjuntos nos arcos em D, como queriamos.
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