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1 Introducao

Sejam Ty = (Vi, Er) e Ty = (Vag, Eyy) érvores com n e m vértices, respec-
tivamente. Sejam Ay = {(i,7) | i < jeij € Er} e Ay = {(i,j) | ij €
Eyouk =1 € Vy}. Un mapeamento de T; para Ty é uma funcao o :
Vi — V. Fixados k € V; e um mapeamento o de T; para Tys, definimos
ME) :={i € Vi | a(i) = k} e Ti[\(k)] a subarvore de T} induzida por A(k).
Dadas duas fungoes de custo ¢ : Vi x Vi)y — Ry e w : A x Ay — Ry,

definimos o custo de um mapeamento o como:

Cla) =) clial@d)+ Y w((i.j). (i), a(4)))

1€Vr (1,9)€AT
Solucionar a variacao que estudamos do problema de correspondéncia ine-
zata de grafos (PCIG) é encontrar um mapeamento de T para T); de custo

minimo, satisfazendo as seguintes restrigoes:

Conectividade: T;[A(k)] é uma &rvore para todo k € V.

Cobertura de arestas: (a(i),a(j)) € Ey ou a(i) = a(j) para todo ij €
Ey.

Por simplicidade, usaremos ¢;; e w;} no lugar de, respectivamente, c(i, k)

e w((i, ), (k,1)).



2 Metodologia

O trabalho consistiu em aprendizagem sobre o PCIG e suas variantes, pro-
gramagcao linear em geral e geracao de arvores aleatorias. Foram experimen-
tadas duas bibliotecas que resolvem problemas lineares[3][4] e foi estudada,
implementada e testada uma formulacao de programacao linear inteira apre-
sentada na dissertacdo de mestrado de Alexandre da Silva Freire[I] para
resolver a variagao do PCIG apresentada na Introducao deste trabalho.
Também foi estudado um algoritmo de programacao dinamica descrito

em [1], mas este nao chegou a ser implementado.



3 Solucao com programacao linear inteira

Para todos i € V; e k € V), definimos:

{ 1 sea(i)==k
Tik =

0 caso contrario

Para todos (i,7) € Ar e (k,l) € Ay, definimos:

Yt = , .
0 caso contrario

ij._{ 1 sea(i)=kea(j) =1

Entao podemos definir a fungao objetivo como:

ming' =Y cpcamt Y > wi -yl (1)

i=1 k=1 (4,5)EA (k,1)EAN

No entanto, podemos nos livrar das variaveis . Seja hg = CE") + C(J l) +w
o custo de mapear o par (7, j) para o par (k,[), onde d(u) é o grau de u. Entao,

é facil ver que () é equivalente a:

min z = Z Z h -y (2)

(1,5)€Ar (kl)EANM

Denotamos por dr(u) os vizinhos de w em 7. Dados vértices i,j € V;
e k,l € Vi, definimos S;_; = op,(2) \ {j}, Sij = Si; U Sj_i e Dy :=
{k} U 6TJ\/I(]€> \ {l}

O problema linear pode ser definido agora da seguinte maneira:

ij w
min g E hyy -y

(i,5)€AL (k1)EAN



> oy =1 V(i,j) € A (3)
(k‘,l)EA]\/j
SN w18y V) €A (kD) €Ay k£L (4)
u€S;—j vEDy_y

SNy =Sl yg Vi) € A (kD) € Ay ik #£L 0 (5)

UESj_i vED;_§

DD D =g oA A V(i,j)€ ArekeVy  (6)
u€Sij vedT,, (k)U{k}
Z (?J;?l + yf,i) <1 V(k,l) € Ay tais que k<1 (7)
(ia.j)eAI
yi € {01} V(i,j) € Are (k1) € Ay (8)

As restrigoes ([B]) garantem que cada aresta de 77 é mapeada pra exata-
mente uma aresta de T, ou exatamente um vértice de T);.

As restrigoes @l), (@) e (@) garantem a cobertura de arestas: se i é
mapeado para k e j ¢ mapeado pra [, entao cada vértice u adjacente a ¢ precisa
estar mapeado para k ou para um vértice adjacente a k e, analogamente, cada
vértice v adjacente a j precisa estar mapeado a [ ou a um vértice adjacente
al.

As restrigoes () garantem a conectividade e as restri¢oes () caracte-
rizam o problema de programacao linear inteira.

Em [I] é provado que esta é uma formulagao valida para resolver nossa
variante do PCIG.



4 Implementacoes da formulacao linear

Inicialmente foi utilizado o software livre GLPK[3] para a implementagao
da solugao com programacao linear inteira e depois o software proprietario
Gurobi[4]. Pela forma encapsulada como foi construido o projeto, nao foi

dificil alterar a biblioteca; bastou fazer modificacoes como:

Fungao para adicionar linha no GLPK

void ip_add_row(double *val, char s, double v)
{
int col;
int row = glp_add_rows(ip, 1) - 1;
nrows = row + 1;
glp_set_row_bnds(ip, row + 1, (int) s, v, v);
IP = realloc(IP, sizeof(double *) * nrows);
alloc(IP[row], sizeof(double) * ncols);
for (col = 0; col < ncols; col++) {

IP[row] [col] = vall[col]l;

Funcao para adicionar linha no Gurobi

void ip_add_row(double #*val, char s, double v)
{
int i, k = 0;
double *V;
int *ind;
alloc(V, sizeof (double)*ncols);
alloc(ind, sizeof (int)*ncols);
for (i = 0; i1 < ncols; i++) {
if (valli] !'= 0) {
ind [k]
V [k++]
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}
GRBaddconstr(model, k, ind, V, s, v, NULL);
free(V);

free(ind);

A mudanca de biblioteca no meio do projeto foi interessante para permi-
tir uma comparagao entre os dois resolvedores lineares e checar se a imple-
mentacao retorna o resultado esperado.

Nao convém detalhar os cédigos, mas as implementacoes completas e
comentadas podem ser encontradas em [5] e a diferenca de tempo de execugao

entre as duas implementacoes pode ser vista nos testes na proxima secao.



5 Testes e analise dos resultados

Foi estudado o Cddigo de Prifer para geragao de arvores aleatérias[2] e
implementado um codigo que gera arvores e funcoes de custos como entradas
para o programa que resolve o PCIG[H].

Foram geradas arvores aleatérias com diferentes niimeros de vértices e
cronometrados os tempos de execugé para os dois programas encontrarem

seu mapeamento de custo minimo, sendo obtidos os dados da tabela abaixo:

Teste | |Va| | [Vi| | Tempo (GLPK[3]) | Tempo (Gurobif4])
1 10 10 0.023s 0.023s
2 10 20 2.644s 0.095s
3 20 20 2m18.637s 1.762s
4 10 30 3m6.941s 3.741s
5 20 30 3h5m13.090s 6.646s
6 20 20 — 22.514s
7 20 | 100 — 3m18.480s
8 20 | 200 — 1h22m6.584s

Tabela 1: Tempo de execucao das implementacoes para arvores aleatorias

A partir do Teste 6 nao foi mais utilizado o GLPK, pois o Gurobi mostrou-
se muito mais eficiente.

Foi iniciado um teste com Vj; = 50 e V; = 500 (que resultou numa matriz
de programagao linear com 123302 linhas e 73852 colunas) num computador
de oito processadores 2.83GHz e 32 GB RAM do Instituto de Matematica e
Estatistica da Universidade de Sao Paulo, mas este foi cancelado apds mais

de 48 horas sem resultado.

ITodos os testes foram feitos num Intel Core 2 Duo 2.0GHz rodando Linux 2.6.32 i686.



6 Conclusao

O trabalho nao atingiu nenhum novo resultado, mas foi importante para
proporcionar ao aluno uma experiéncia com programacao linear, com a uti-
lizacao de resolvedores de problemas lineares, contato com um problema real

de otimizacao combinatéria e com pesquisa nessa area.
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