INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

MAT-2453 — CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I (ESCOLA POLITECNICA)
SEGUNDA LISTA DE EXERCICIOS - PROFESSOR: EQUIPE DE PROFESSORES

EXERCICIOS
1. Calcule a derivada de cada uma das fungdes abaixo:
@ f(x) = 5 (e +e™) O f) =5 e ©f(x) =
(d) f(x) =x°+e (@) f(x) = “xz+f (f) f(x) = In(e* +1)
() f(x) = (Inx)>+ (14+2°) (h) f(x) =In (x + VAT +1) @) f(x) ="+ 7
G) f(x) =2 +3% (k) f(x) = In(arctg x) () f(x) = (1+ cos?x)*""
2 2 ln(x3+2x3)
(m) f(x) = (" +3x)7n) (n) f(x) = (3+cos )8 (0) f(x) = — 75
P S0 = (@)= @ f) =t [T @ f(x) = (14 arctg )

Observacgdo 0.1. As fungdes (a) e (b) sdo chamadas, respectivamente, de cosseno hiperbélico e de seno
hiperbdlico e sdo denotadas, respectivamente por cosh e sinh. Verifique que

cosh?(x) —sinh?(x) =1, cosh’(x) =sinh(x), e sinh’(x) = cosh(x), para todo x € R.
2. Suponha que f : [0,1] — R é continua e que 0 < f(x) < 1, para todo x € [0,1]. Prove que existe
c €10,1] tal que f(c) =
3. Suponha f : [0,1] — R continua, f(0) = 1 e f(x) um namero racional para todo x € [0,1]. Prove que
f(x) =1, paratodo x € [0,1].
4. Achar os valores minimo e maximo de:

(@) f(x) =senx —cosx, x € [0, 7] (b) f(x) =v3+2x—x3, -} <x <1
(c) f(x):1+1nx,%<x<4 (d) f(x) = Va3 —2x2, -1 <x <2
(e) f(x)=|x*—-2x3,0<x<3

5. Seja f derivavel em R e seja g dada por g(x) = , x # 0. Suponha que x( é ponto critico de g. Prove

f(x)
X

que xof'(x9) — f(x0) = 0. Prove que a reta tangente ao gréfico de f no ponto de abscissa xy passa pela
origem.
6. Use o TVM para provar as seguintes desigualdades:
(a) [senb—sena| < |b—al|, paratodosa,b € R.
(b) b* —a® > a*(b —a), para todos a,b € Rcom 1 < a < b.

Inb _ In b—
() 57— < F,paral<a<b<e

7. Seja f uma fun(;ao derivavel no intervalo | — 1, +-oo[ tal que f(0) =0e 0 < f'(x) < 1, para todo x > 0.
Mostre que 0 < f(x) < x, para todos x > 0.

8. Mostre que f(x) = (1 + x)!/* ¢ estritamente decrescente em ]0, 4+-oo[. Conclua que
(1+m)°<(1+e)™

9. Prove as seguintes desigualdades:

() > para0<u<b< (b) €™ > n¢

3 3,5
(c) 2xarctgx > In(1 + x2), parax > 0 (d) x — ;C— <senx < X — % +2 oy parax >0

10. Sejam f : R — R derivével e a, b € R tais que f(a) = f(b) = 0. Determine qual das alternativas abaixo
implica a existéncia de um c entre a e b tal que f(c) = 0.
a. f'(a) >0e f'(b) <O. b. f'(a)f’ ( ) > 0. c. f'(a) + f'(b) > 0. d. f'(a) + f'(b) <0

11. Determine c para que a fungdo f(x) = x° + 3x — 9x + ¢ tenha uma tnica raiz real.
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12. Para que valores de k a equacdo 2x> — 9x% + 12x = k tem trés solucdes reais distintas ?
13. Prove que existe um tinico ¢ € R tal que cos(5') = 2 — 3c.

14. Seja f(x) = x” + 7x® — 8x% + ex + 1. Quantas solugdes distintas tem a equacio f”(x) = 0? Mostre que
a equagdo f(x) = 0 tem exatamente trés solugdes reais distintas.

15. Seja ¢ um fungdo continua no intervalo [—1,2] e derivavel em | — 1, 2[, que assume os valores

g-1)=0 g0)=4 g(1)=2 g(2)=2
Considere as afirmacoes:
(I) A equacdo g(x) = 3 tem pelo menos uma solugdo no intervalo [—1,0].
(II) A equacgdo g(x) = 2 tem exatamente uma solug¢do no intervalo [—1,0].
(I) A fungdo ¢ admite um ponto critico no intervalo |1, 2].
Pode-se dizer com certeza que
. todas as afirmacdes sao falsas.
. somente as afirmacoes (I) e (IIT) sdo verdadeiras.
somente as afirmacdes (I) e (II) sdo verdadeiras.
. todas as afirmagdes sdo verdadeiras.
somente a afirmacao (I) é verdadeira.

o on T

16. Dentre as alternativas abaixo, aquela que contém um polindmio que define uma funcao bijetora de R
em R é:
. 3x° — 5x% + 15x.

a

b. 3x° — 5x3 — 15x.
c. 3x° +5x3 — 15x.
d. 3x° — 5x3.

e. 5x3 — 15x.

17. Prove que se p é um polindmio, a equagdo e* — p(x) = 0 ndo pode ter infinitas solugdes reais.
18. Seja f(x) um polindmio de grau 3, com trés raizes reais distintas. Mostre que f tem um ponto de
inflexdo, que é a média aritmética das trés raizes.

19. Seja f : R — R derivavel e com um tdnico ponto critico xo. Prove que se x¢ for ponto de minimo
(maximo) local de f, entdo x( serd o inico ponto de minimo (maximo) global de f.

20. Determine todos os nimeros positivos 4 tais que a curva y = a* corta a reta y = x.

21. (Transferéncia Fuvest 2012) Considere o polindmio p(x) = x3 4+ ax?+bx+c, em que a, b, c sdo nameros
reais. Qual a alternativa verdadeira?

se ¢ > 0 entdo p(x) tera pelo menos uma raiz positiva.

p(x) sempre terd pelo menos um ponto critico.

p(x) sempre tera exatamente um ponto de inflexdo.

se a? < 3b entdo p(x) ndo serd injetora.

se a? < 3b entdo p(x) ndo serd sobrejetora.

®ap TR

22. Determine, caso exista, a constante a para que f(x) = X2+ ¢ tenha
(@) um ponto de minimo local em x = 2.
(b) um ponto de minimo local em x = —3.
Mostre ainda que, para qualquer valor de 4, a funcdo f ndo terd um ponto de maximo local.

23. Seja f uma funcdo cuja derivada tem o gréfico esbogado na figura abaixo:

y=f(x)
| } | | | | |

(@) Em que intervalos f é crescente ou decrescente?

(b) Para quais valores de x f tem um maximo ou minimo local?

(c) Em que intervalos f tem concavidade para cima ou para baixo?
(d) Ache os pontos de inflexdo de f.

(e) Admitindo que f(0) = 0, faga um esbogo do possivel grafico de f.
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24. (Transferéncia Fuvest 2013) Seja f(x) = ax + %, em que 4 e b sdo nlimeros reais. Sabe-se que x = 1 é
ponto de méximo local e que f(1)f(—1) = —3, Nessas condi¢des, a + b vale
a. —3. b. —1. c. 0. d. 1. e. 3.
25. Seja f(x) = 3x* +4x3 — 12x% + 7. O ponto x = —2 é ponto de
a. maximo local mas néo global. b. minimo local mas néo global.
¢. maximo global. d. minimo global. e. inflexdo.

26. (Transferéncia Fuvest 2007) Seja f uma funcdo derivavel até segunda ordem e suponha que o gréfico
da fungéo derivada f’ seja representado pela figura abaixo:

ﬂy

1

N N

Pode-se afirmar que a tinica alternativa incorreta é
. f possui concavidade para cima no intervalo |1, 2].
x = 1 ¢é ponto de méximo local de f e x = 3 é ponto de minimo local de f.
. f possui concavidade para cima no intervalo |3, 4].

. f é crescente para x < 1 e também para x > 3 e decrescente para1l < x < 3.
x = 2 e x = 4 sdo pontos de inflexdo de f.

pRn TP

27. (Transferéncia 2017) Considere as fung¢des derivaveis f e g cujos gréficos estdo esbogados abaixo:

Seja h = f o g. Sabendo que x = 1 é ponto de minimo local de g e que g(1) = 1, é correto afirmar que
. H(1) >0.

. W (1) <o.

. x =1 é ponto de inflexdo de h.

. x =1 é ponto de minimo local de h.
x = 1 é ponto de maximo local de h.

4x +5
28. Seja f(x) = x;C + T Prove que f tem exatamente um ponto de inflexdo e que esse ponto pertence ao
intervalo | — 3, —2[. Esboce o grafico de f.

29. No seu livro de Calculo de 1696, L’'Hopital ilustrou sua regra com o limite da funcao

flx) = V2a3x — x4 — ava2x

a— Vax3
quando x — a, a > 0. O valor desse limite é:
a.a. b. a?. c.3a/2. d. 16a/9. e.0.

o on T
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30. Calcule, caso exista

@ lim D=2 gy D02 (© Tim (Inx)&Y
xol tg () x>0t cotg x Paret
Inx xe*
. o
(d) XE)TM e (e xLITOO e¥’ @ xli)rg\+ Xy, p >0
1 B
. tg(x ) . . 1 tgx
(@) lim x i timy (e~ o) () lim (xsen)
N1 X 1 1 2 1
: = lim (=+1
0 tim a0t lm (o xZ) O tim (§+nx)
. In(1+4x?) ) xsin x + 2x?
(m)}l{1_)rr5 x arctgx () meZn (tgxsecx —sec”x) (0) Ii ch—>0 e¥ e ¥ -2
(p) im (1 + 5x)% ) hm(1 + sen 2x)ﬁ (r) lim (sen x)m
x—0 —0 x—0t
(s) lim (1+43x)7% (1) lim (1— cosx)® (u) lim (2 — x)8(%)
x—=0* x—0* x—1-

arctg(2x?)
-0 In(1 + 3x2)

) Mo, <Z§ J_r 1>x (W)xLiToo <ln(x +3)4 _In(x + 2)x+4) (x) 1

31. Sejam a,b > 0. Mostre que 1_1>r4rr1 (a* +b%)V/* = max{a, b}.
X (o]

32. Esboce o grafico das fung¢des abaixo e dé as equagdes das assintotas, quando existirem.

2 3x —8
@ () =¥ +260 41 O) f(0) =3+ 5 © flry =228
3 3 1 x
@ f(x) = 5 © f() = ® f(x) ==
® f() =< () f(x) =x—=5In(x+2) = 2> () f(x) = arctg(in¥)
—1/x )
() f(x) = **Inx (9 f(x) = () f(x) = (3 el
@) =S00ad A =@ ~hGR43) O f() = Y
(p) f(x) =e* —e> (@ f(x) = {/x(x—1)? (r) f(x) =
33. Seja f: |0, c0[— R dada por f(x) = x(*). Entdo:
a. lir(r)1+ f(x) =1e f éestritamente crescente.
b. Jrclenhuma das outras alternativas é correta.
c. llr(r)l+ f(x) =0e f tem um ponto de minimo local.
d. hrgl+ f(x) =1e f tem um ponto de minimo local.
e. 11r51+ f(x) = 0e f é estritamente crescente.
34. A fungédo f(x) = w possui y = 2x + 5 como assintota. Entdo, a + b vale

x
a. 10. b. 11. c. 12, d. 13. e. 14.
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35. (Transferéncia Fuvest 2002) Sabendo que a figura abaixo é o esbogo do gréfico de uma fungéo f(x) =

(x)
q(x

=

,em que p e g sdo polindmios, tem-se

~

=y

a. graup = grauq > 2.
b. graup = graug < 2.
c. graup > graug > 2.
d. grau p > graug = 2.
e. graup < grauq = 2.
36. Seja f : R — R uma fungdo derivével e seja a2 € IR fixado. Verifique se as afirmagdes sdo verdadeiras
ou falsas. Justifique.
(a) Se f'(x) > 0, para todo x > 4, entdo xl_igloof(x) = +o0.

(b) Se f é derivavel até segunda ordem com f’(x) > 0e f”(x) > 0, para todo x > 4, entdo LHB flx) =
X [ee]
—+00.

: / _ 5 3 —
(c) Se xgrfwf (x) = 0 entdo xgrfwf(x) =LelR

(d) Se existe uma assintota para f (quando x — 4-00) com coeficiente angular m e se existe lirJrrl f(x) =
X—+00

L, entdo L = m.
(e) Se lirJrrl f'(x) =m € R, m # 0 entdo f tem uma assintota com coeficiente angular igual a m.
X——+00

37. Seja f(x) = (x + 6)el’/*. Para quais valores de k a equagdo f(x) = k tem exatamente duas solucdes
reais?
edtb
38. Ache o ponto de minimo de f(x) = e*/x no intervalo ]0, +oo[. Use isso para provar que 0 > e?,

para todosa > 0eb > 0.
2

39. Esboce o grafico de f(x) = x“e* e entdo determine, em fungdo de k, o namero de solugdes reais da

equacio ke* = x2.

40. Seja f(x) = 5+ + 5,
todo x > 0.

41. (P2, 2016) Seja f(x) = €2 +9%* definida no intervalo fechado [—5,1]. Se a é o valor maximo de f e se b
é o valor minimo de f, entdo o produto ab é
a.e?. b.e 14 c. e?. d.e ?. e.e 8

x > 0, onde a > 0. Ache o menor valor de a para o qual tem-se f(x) > 28, para

1
42. (Transferéncia Fuvest 2012) Seja f(x) = 213 Entdo, o coeficiente angular maximo das retas tangen-
tes ao grafico de f é
a.}I. b. %. c. 0. d.—%. e. —1.
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RESPOSTAS

B @-1vim) T3+ B
(0) 11 +1In4 (d) V/=3; 0 () 0;27

0 b.
02l 4 <k<5

i

@)

a: ese tivesse infinitas?

IN
i1

a)a =16;(b)a = —54

BRRRRENEEBRERG
peroapgrSgew

@0 0 ©1 (0 ()0
Hmo (1 M1 GOl (e
KL O+ M1 M)} (0)3
P)e® (@e Me ()er (H1

Wer WMVe W1 ()3

B3l d.

B4 d.

B5l a.

B6l Verdadeiras: (b) e (d)

BZ 0<k<4e V20uk>9%e
(@)1

Nao ha solugdes se k < 0; tem 1 so-
lugdose k = O ou k > 64—2; tem 2 so-
lugdes se k = 64—2 ; tem 3 solugdes se

0<k< 3.
a0 a =28
41l c.

42l b.
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