INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

MAT-2453 — CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I (ESCOLA POLITECNICA)
TERCEIRA LISTA DE EXERCICIOS - PROFESSOR: EQUIPE DE PROFESSORES

1. APLICACOES DE INTEGRAL DEFINIDA - CALCULO DE AREAS
1. Calcule a 4rea da regido compreendida entre os gréaficos das funcdes f(x) = 1+17 eg(x)=1- %2 e as
retasx =0ex = 3.
2. Desenhe a regido A e calcule a sua area:
(@ A={(x,y) eR?:y>x>—4, y<12-3x% e y < 3x> +12x + 12},
b) A={(x,y) eER*:y>x>—1, y<x+1ey>—x>—3x—2}.
3. Determine m > 0 para que a drea delimitada por y = x2,y = %2 e areta y = mx seja igual a 4.

4. Calcule rea da regido plana delimitada pela curva y = x> — x e por sua reta tangente no ponto de
abscissa x = —1.

5. A reta horizontal y = c intercepta a curva y = 2x — 3x> no primeiro quadrante como mostra a figura.
Determine c para que as dreas das duas regides sombreadas sejam iguais.

1
6. Calcule / x + V1 — x?dx, interpretando-a como uma drea.
0

7. Calcule a drea da regido compreendida entre os gréficos de f(x) = x®> —2x +1e g(x) = —x + 1, com
—1<x <1.

8. Sejam f : [—1,3] — R continua com f(x) < 0, para todo x € [—1,3],
A={(x,y) eR*: -1<x<3ey>f(x)} e B={(x,y) €R*: -1 <x<3ey < x*+3}

3
tais que a drea de A N B seja igual a 23. Calcule / f(x)dx.
-1

RESPOSTAS
26 _ 4
1. arctan3 — 2 arctan 2 + e 5.c=3
2. ) 104 b) 107 6 % n %
3. m= 2 7 %
27
4. 9 8 —%

2. INTEGRAIS INDEFINIDAS

Calcule as integrais indefinidas abaixo:

7 2 1
1. /%dx 2. /ezxdx 3. /cos7xdx 4. /taandx
6. /tan x sec® x dx 7. /\s/l% 8./tanxdx

9/tan3xdx 10 /de 11/de 12/xzdx
' ") 142 )14+ )1+ x2
1



13./xx/1—x2dx
16. /xZ\B/x3—|—ldx

19 / dx
) (arcsinx) v1— 2

22. /ex3x2 dx
earctanx
25. | ——d
> / 1+ x2 X
28. /ex cos x dx

31. /xe‘x dx

34. /sec3x dx

37. /siln2 x cos? x dx

dx
0 [t
2x2 4 8x + 20

43, / \/%dx

46. /1n(x—|— V1+x2)dx
49. /sin(lnx) dx

52. / V@ + b2 dx

55. / V3 —2x — x2dx
58. / sin® x dx

61 o ot

64. /sin2 x cos x dx

g dx
b [
sin? x cos? x

x+1
70.
/x2 x2+4)2

73/ 4x2 —3x+3
(2 —2x+2)(x+1)

14. /secx dx

4x 48
17 /szf;—c—i—zodx
20. / S_iexdx
23, / e VI et dx
26. /2x(x+1)2010dx
29. / ¥ Inx dx,r € R
32. /xarctanx dx
35. /coszxdx
38, / smx

Cos X

41/ 3x2 +4x+5
x—1)%(x—2)

44./x2\/1—x2dx
47 /dx
) VB —2x+ a2
X
50. [
53_/dx
a2 4 b2x?
56./ dx
(14 x2)V1—x2
59 /COS X
Sll’l X

62. / sin® x dx

65. /c056(3x) dx
68./,/1_xdx
1+x

71./arcte;nxdx
X

74.
/1+ex

dx

15 /dx
' xvV1+Inx
18./ Vinx .

sin 2x
21.
/ 1+ cos?x

24, / siny/x
x

27. /x sinx dx

30. /(ln x)? dx

33. / arcsin x dx
36. /sin2 x cos® x dx

dx

3x2 —|—4x+5
39/ x—1)(x —2)(x—3)

1,
4 /x +x+
45./eﬁdx

48. /ﬁ Inx dx

3x245x+4
51./ %
x3+x24x—-3

54, / VA2 — 2x + 2dx

57. /cos3xdx

60. /sm cos (;) dx

63. /sinzx cos® x dx
66. /cos x
sin® x

"~ dx
69. / N
(Sugestao: faga u = /x)

x%dx
72./7dx
V2x — x2

75. /ln(le)dx
X
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76./x5e_x3dx 7/ 5
X

x+1
x2—|—4

RESPOSTAS

%6+x—%+k

S +k

%sin7x+k

tanx — x + k

7In|x —2|+k

Ttan*x + k

2\/cosx(tcos’x — 1) +k

—In|cosx| +k

Ttan?x + In| cos x| + k

TIn(1+x2) +k

. %arctanxz—f—k

. x —arctanx + k

=3/ (1= x2)B3 +k

. In|secx + tanx| + k

2V1+Inx+k

5 /51106 +k

. In(2x? + 8x +20) +k

2/(Inx)3+k

. In |arcsen x| + k

.In(14+e*)+k

. —In(1+cos?x) +k

%ex3+k

3V A+ e +k

. —2cos\/x+k

earctgx+k

- 200+ 1)*M (5555 — om7) +k

. —xcosx+sinx +k

. %e"(sinx—kcosx)—kk

2. { %lnx (r+1)2+k ser # —1
%(lnx) +k ser=-1

30. x(Inx)? —2(xIlnx — x) +k

3l. (—x—1)e*+k

32. x2 arctanx — 5 + 5 Larctan x + k

33. xarcsinx + V1 —x2 4+ k

34. %secxtanx+21nsecx+tanx|+k

35. 3(x+sinxcosx) +k

36. %sin3x—%sin5x+k

37. £(x — isindx) +k

38. In|1 +sinx|+k

39. 6In|x —1| —25In|x —2|+22In |x —

3| +k

40. \garctg(x\’}z) + k

41. —221n |x — 1|+ 12

O XU RPDN =

NNNRRRRRBERRIBE @A @R
N ROWOW®HNIULERWNRO

NNDNNDNDN
@ N STl W

A

12 4+25In|x—2|+

2. % + Bnlx — 2| + SIn(1 +

(241)2) 4 ‘g arctan("}l) +k

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

52.

53.
54.

55.
56.
57.
58.
59.

60.
61.

62.
63.
64.
65.

66. —
67.

68.
69.

70.

71.
72.

73.

74.
75. —
76.
77.

Tarcsinx — 1xv1— 22 +k

I(2x? —1)V1— 22+ tarcsinx + k
2(y/x —1)eV¥ +k
xIn(x+vV1+x2) —V1+x2+k
In|vV5—2x+x2+x—1|+k
Zxyx(lnx— %) +k

5 (sin(Inx) — cos(Inx)) +k
IIn|x? — 4] +k

2In|x — 1| 4+ iIn(x* + 2x + 3) +
farctg(x\?l) +k
\/W—Hz’bln bx +va? + b*x?) +

(b7x+ \/az—;bzxz)+k

VaZ—2x+2 + iln(x — 1 +
VxZ—2x+2)+k
1/3 — 2x — x2 + 2arcsen(*£!) + k

farctg( \/"L) +k

sinx — %sm x+k

—cosx+%c053x— 5 COS Sx+k
Zsin® x — m —2In|sinx| +k
%COSS(%) — %cos6(§) +k

stan’x + 3In|tanx|

R = AR
[ —
=3

N~ ‘

3

) 2tan?x
4tantx +k
3x — §sin(2x) + 31—25in(4x) +k

%sin3 X — %sin5 X + 7sin x+k

% — Lsin(4x) + fsin®(2x) +k
6x + fsin(6x) + Zsin(12x) —
144sm (6x) +k

cotg X — gcotg5x +k
tanx + ftan’x — 2cotg(2x) + k
arcsinx + v'1 — x2 + k
2y/x+3Yx+6yx+6In|Yx—1]+
k
£ In|x| — T

— 5n(x® + 4) —
¥
g arctan 5 + 32(x2+4) +k

—ardany 4 ip x| —Inv/1+ 22 +k
arcsin(x — 1) — (532) vV2x —x2 +

k

2In|x + 1| + In(x®> — 2x + 2) +
arctan(x — 1) + k
x—In(1+e%)+k
1(x+1 +ln|x| In(x+1)+k
3(x +1)e ™ +k
ilnlx] — £ — fln(x* + 4) —

%arctan (3) +k
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3. OUTRAS APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

1
1. Calcule / 3 sin(x? + 1) dx.
-1

2. Encontre o volume de uma pirdmide cuja base é o quadrado de lado L e cuja altura é h.

3. Calcule o volume do sélido cuja base é a astréide de equacao X5+ y% — a3 etal que as segOes transversais
por planos paralelos ao plano Oxz sao quadrados.
4. Calcule o comprimento do grafico de f(x) = In(cosx), para0 < x < .
2 2
5. Calcule a 4rea da regido do plano limitada pela elipse % + % =1
6. Determine o volume do s6lido obtido pela rotagdo em torno do eixo Ox do conjunto
(@ A={(x,y) eR*:0<xy <2, x*+y>*<5ex > 0}.
b) A={(xy) ER?:y>re(x—1) +12 <1},
() A={(x,y) ER*:0<x <2ee ¥ <y<e'}.
d A={(x,y) eR?2:x>0,y<lel/x<y<4/x*}.
7. Seja A = {(x,y) e R>:0<x <leln(x+1)+2 <y < e +4}. Determine o volume do sélido obtido
pela rotagdo de A em torno daretay = 2.
8. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno da reta y = 3 da regido delimitada pelas
pardbolasy = x> ey = 2 — x2.
9. O disco x2 + yz <a’é girado em torno da reta x = b, com b > a, para gerar um sélido, com a forma de
um pneu. Esse s6lido é chamado toro. Calcule seu volume.

10. Calcule o volume de uma calota esférica de altura h, h < a, de uma esfera de raio a.

11. Determine o comprimento da curvay = coshx, —3 < x < 4.

12. Um anel esférico é o s6lido que permanece ap6s a perfuragdo de um buraco cilindrico através do centro
de uma esfera sdlida. Se a esfera tem raio R e o anel esférico tem altura &, prove o fato notavel de que o
volume do anel depende de &, mas ndo de R.

RESPOSTAS

1. 0. (c) F(e?—e72)?
2. L?h/3. (d) 2Z.
3. 1. 7. 1T [fl(ex +2)2dx — [ In?(x + 1)dx}
4. In(1+2). M 0
5. 7ab. 8. 37
6. (a) 0527 9. (27tb) (7ra?).

(b) . 10. 7wh2(a — ).

11. senh4 + senh3.
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4. APLICACOES DO TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

1. Seja f uma fungdo continua em um intervalo [a,b] e sejam u(x) e v(x) fungdes diferencidveis cujos
valores estdo em [a, b]. Prove que

v(x)
2 fyde = flo) 5 - flute) 5L

A férmula acima é conhecida como Regra de Leibnitz.
2. Calcule g’(x) onde

(a) g(x) = / et ®) g(x) = /;f sin(£2)dt

0sX

3. Seja F(x / V' 1+ t3dt. Calcule / xF(x)dx em termos de F(2).
4. Seja f uma fungdo continua em um intervalo I contendo a origem e seja
X
y=y(x) = / sin(x —t) f(t) dt
0
Prove que y” +y = f(x) ey(0) = y'(0) = 0, para todo x € I.
x? >
t°) dt
5. Calcule lim fof)#
x=0  [Fe~tdt

X

1/x 1
6. Mostre que f (ic) = /o t2 1 dt + L 211 dt é constante em (0, o0). Qual o valor dessa constante?
282
7. Seja f(x) = / e 7 dt. Mostre que f'(x) —xf(x) =1, para todo x € R.
0

8. Seja F : [1, +00[— R dada por F(x / V13— 1dt.

(a) Calcule o comprimento do graficode Fentrex =1 e x = 4.

. F(x®) —F(8)
(b) Calcule 31(1_)% m
RESPOSTAS
3. 2F(2) - % 6. 7.
5. 0. 8. (@) € (b)12+/511

5. POLINOMIO DE TAYLOR

1. Utilizando o polindmio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e avalie o erro.

(@)v/8,2 (b)In(1,3) (c)sin(0,1)
2. Mostre que:
[
3
3. (a) Seja n > 0 um inteiro {mpar. Mostre que

3 5 _1”—*171 n+2
sinx—(x—x+x+~--+()zx>‘< |2 ,Vx e R.

2 3
Vx € R. (b)Ogex—<1—|—x+x> <x—,Vx€[O,1]

inx — x| <
(@) |sinx — x| < 5 5

3t 5l n! ~— (n+2)!

(b) avalie sin 1 com erro inferior a 1075.
4. (a) Determine o polindmio de Taylor de ordem n da fungdo f(x) = e* em torno de xo = 0.

(b) Avalie e com erro, em médulo, inferior a 107°.
‘( 2n+2

(c) Mostre que ‘exz_ <1+x2+%4+§+...+ o )‘ < (n+1)' ,Vx € R.
(d) Avalie %% com erro inferior a 2718,
5. Seja f :]a,b[— R uma fungio de classe C? e suponha que x( €]a, b[ seja um ponto critico de f. Mostre
que:
(a) se f(xp) > 0, entdo xp é um ponto de minimo local de f;
(b) se f""(xp) < 0, entdo xp é um ponto de méximo local de f.
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1.

'y

(=) NS ) |

7.

8

9.

6. MISCELANEA

Trabalho. Quando uma forca constante de intensidade F é aplicada na direcdo do movimento de um
objeto e esse objeto é deslocado de uma distancia d, definimos o trabalho W realizado pela forga sobre
o objeto por W = F.d, se a forca age no sentido do movimento e por W = —F.d, se ela age no sentido
oposto. Suponha agora que um objeto estd se movendo na direc¢do positiva ao longo do eixo x, sujeito
a uma forca varidvel F(x). Defina o trabalho W realizado pela forca sobre o objeto quando este é
deslocado de x = a até x = b, e encontre uma férmula para calculé-lo.

. Energia cinética. Use as notagdes do exercicio anterior, a segunda lei de Newton e a regra da cadeia

dv  dvdx dv

—_— = —— = 0—

dt  dxdt dx
para mostrar que o trabalho realizado por uma forga F atuando sobre uma particula de massa m que
se moveu de x; até x; é

" L o, 1 5

W= / F(x)dx = —mv; — =mvy,
x 2 2

onde v; e v sdo as velocidades do corpo em x; e x. Em Fisica, a expressao %mvz é chamada de
energia cinética de um corpo em movimento com velocidade v. Portanto, o trabalho realizado por
uma forca é igual a variacdo da energia cinética do corpo e podemos determinar o trabalho calculando
esta variacdo.

. Suponha que uma particula se desloca ao longo do eixo 0x, segundo uma fungéo horéria x : [to, t1] —

R e sob a¢do de uma for¢a f(x) i ,dada f : R — R continua. Admita que a dindmica da particula é
governada por um modelo relativistico: sua massa m depende da sua velocidade v, segundo a func¢do
m : (—c,¢) — R definida por (dados ¢ > 0 velocidade da luz e my > 0 massa de repouso):

m(v) = M

2
(%
1-(32)
e sua fungdo hordria x satisfaz a equagdo diferencial:

d / /
S ()X (1)) = £ (x(1)).

Mostre que, se interpretarmos o trabalho fx? f(x)dx realizado pela for¢a f quando a particula se
desloca de xg = x(t9) a x; = x(t1) como variacdo de energia AE, e se Am = m(x'(t1)) — m(x'(to)),
entdo

AE = Am ¢,
Sugestdo: Use o teorema de mudanga de varidveis na integral de Riemann e o teorema fundamental
do célculo.

X t
Seja G(x) = / if/e”2 du | dt. Calcule G'(x) e G"(x).
0 0
Calcule o comprimento da astréide x5+ y% — a3,

|
Seja f(x :/ dt, x € R.
RS =) e
(a) Mostre que f é crescente e impar.

(b) Mostre que f(x) < f(1)+1— %, Vx > 1. (Sugestdo: Integre 0 < 11 = < tlz delax.)

:

(c) Mostre que lim f(x) existe e é um ntimero real positivo.
X—>00

(d) Esboce o gréfico de f(x), localizando seu ponto de inflexdo.
Estude as seguintes integrais de Riemann impréprias:

1 +o00 1 +o0 x
(a) /O In(x)dx;  (b) /1 i © /0 e~ dx.

1
. 2 . . _
Avalie / e* dx com erro inferior a 10°.
0

Mostre, usando o polindmio de Taylor, que

1 1
2 +
dr—(1- 2+ 2 _ < )
/0 cos(x”)dx < 52! 9.4l 13.6!>‘ — 15.7!
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RESPOSTAS

4. G'(x —xfoe du, 5. 6a.
G"(x fo e’ du + ye¥’ 7. -1 ()% (1L

7. TESTES

X
Questdo 1. Sabendo que f :]0, +00[— R é uma fun¢éo continua que satisfaz a equagéo 2 + / f(t)ydt = e,
a
para todo x > 0 e algum a > 0, entdo f(t) é igual a:
@) t2e3Vh () t73e3VE (o) 3e3VE  (d)t3e2VE (o) t3e2 VN,

2
x
Questdo 2. Seja R a regido do primeiro quadrante delimitada pela curvay =1+ - pela reta normal a

essa curva no ponto (2,3). O volume do sélido gerado pela rotagdo da regido R em torno do eixo Ox é:

() 3505 (b) 35 (0 B (d) B (o) B

/2 sinx 5
Questao 3. / cos x </ e dt> dx é igual a:
0 1

(@ —e+1) b)ie—2); (©-ie—1); @ile+1); (—ie-1).
eax_ebx

o0
uestdo 4. Se a e b sdo niumeros positivos distintos entao / dx vale
Q P 0 (4 e™)(1+e)

@0, 1 (©a—b (d)(@a—b)n2 (e (”b;b)lnz.

Questdo 5. O valor de / (cost + /1 + t2sin’ t cos® t) dt é:

—7/4
@VE ©% 02 @-% ©o

/4

Questdo 6. Sobre / : sin’(£) dt — / : cos’ ()
Jo sin’( 0 sin’(

dt pod fi :
3(£) + cos’ (1) 3() + cos?(1) pode ser afirmar que

(a) vale 0;
(b) é positiva e menor que LX
(c) énegativa e maior que — g ;
(d) é maior que g,
(e) é menor que — ;
Questdo 7. A integral / dx é
ln x
2 2 3
(a) 1/ (b) 5/ (C) E/ (d) In g/ (e) In E

Questdo 8. A regido limitada pelas curvasy = x ey = x2

do eixo Oy. O volume do soélido obtido é:

(a)

no primeiro quadrante é rotacionada em torno

T T T 27 3
5 O @ @T @3-

~ d x 2 .
Questio 9. O valor de I /x3 e dté

1 er

T @l @uR (e -3),

6

(@ e (e’ —1); (b)4x%"; (c)
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RESPOSTAS

1. (b) 6. (a)
2. (e) 7. (d)
3. () 8. (b)
4. (e) 9. (e)
5. (a)
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