MAT-2454 — Calculo Diferencial e Integral II — EP-USP

Prova Substitutiva — Solu¢oes — Tipo A

TESTES

SOLUCOES

Sejam as seguintes fungdes:
I f(x,y) =e *cosy —e Ycosx,

1. Derivando diretamente cada uma das fungdes te-
mos que:

IL f(x,y) = x>+ 3xy?, _ -z —y Pf  Pf
1L flx,y) = ln(\/m) L f(x,y) =e *cosy —e Ycosx = @4_@ =0.
. ~ . ~ ~ . 92 92
Quais das fungoes gglma ;;1}) solucdo da seguinte L f(x,y) = % + 352 = L n 87]2( — 12x £ 0.
equagdo diferencial Fyl + i 0? * Rf Y Pf
Y L f(x,y) = In(vAZ+97) = S5 5 = 0.
a. ApenasIelll A Yy
b. Apenas Il eIl Alternativa correta: a.
c. Apenas IIIL
d. Apenas L.
e. Apenas II.
Oy Oy By X 2xy
2. O valord li 6 2. = ) —=),
vatorde (x,y)lin(o,o) (x6 + y*)sin(2xy) ¢ (x6 + y*)sin(2xy) (x6 + y4> (2) (sin(ny))
al/2 b.1 ¢0 d2 e inexistente. temos um produto‘onde o primeiro fator é limi-

tado, o segundo tende a zero e o teceiro tende
a 1.(via limite fundamental).
5,3
X
lim g 1 Y -
(x)—(0,0) (x6 + y*)sin(2xy)
Alternativa correta: c.

Assim, temos que

3. O valor da constante c tal que, para qualquer
ponto da intersecdo das esferas
(x—c)+12+22=3ex?+(y—1)2+22=1

os correspondentes planos tangentes sejam ortogo-
nais é

a.2; b.vV3 cv2; d.0; e 3

3. Consideremos as funcdes de classe C* f(x,y,z) =

(x—c)?+y?+22eg(x,yz) = >+ (y—1)2+ 22

Seja (x0,Y0,z0) um ponto na intersec¢do das super-

ficies de nivel f(x,y,z) = 3 e g(x,y,z) = 1. Para

que os respectivos planos tangentes as esferas se-

jam ortogonais no ponto (xo, Yo, zo) devemos ter que

Vf(xo,v0,20) L Vg(x0,40,20). Assim, o ponto

(%0, Y0, 20) deve satisfazer as seguintes equagdes

1. (JCQ *C)XQ +y0(y0 *1) +Z% =0= x(2,+y%+z% =
cxo + Yo,

2. (xo—c)+y3+2z3 =3 = B+yi+z =3+
2cxg —c%e

3. x4 (yo—1)2+23 =1= x5+ 3 +23 =2y,

donde obtemos, primeiramente, 1o = cx( e portanto

> =3.

Alternativa correta: b.

4. O valores des para que a fungéo

f(x,y) = 2a%x* + ay® — 4x> — 2ay

tenha exatamente 1 ponto de sela e 2 minimos locais
sdo:

a<0;

.a=0;

a>0;

.a>0;

inexistentes.

oo T

4. Com a = 0 obtemos f(x,y) = —4x” e assim f

tem infinitos pontos de méaximo e nenhum ponto de

sela. Portanto a2 # 0. Assim, os pontos criticos de

f s@o solugdes de Vf = (0,0), ou seja, do sistema
8a%x> —8x =0

{ 2ay —2a =0

Assim, os pontos criticos de f sdo P} = (0,1),P, =

(1/a,1) e P3 = (—1/a,1). Para classificar esses pon-
92
tos criticos devemos calcular 552 (x,y) e o Hessiano

H(x,y) de f em cada um deles, obtendo H(0,1) =
—16a, H (1/a,1) = 32a e H (—1/a4,1) = 32a. Portanto,
para ter exatamente um ponto de sela e dois mini-
mos locais é necessério que a > 0.

Alternativa correta: d.




QUESTOES DISSERTATIVAS

Questdo 1 (Valor: 2.0 pontos). Seja
2,3

fum):{x:ﬂﬁfse@ﬂ)#wﬂ)
k, se (x,y) = (0,0)

a. Existe k € R para que f seja continua em (0,0)? Caso afirmativo determine k. Justifique a sua resposta.
b. Existe k € R para que f seja diferencidvel em (0,0)? Caso afirmativo determine k. Justifique a sua resposta.

Solugio.
a. Observemos que
2,3 2,2
im 7icy4: im y.73y4:,
(xy)—(0,0) X* +y (xy)—(00)" x*+y
2,2
pois y — 0 quando (x,y) — (0,0) e a funcéo xiCTyyAL é limitada. De fato, se (x,y) # (0,0), temos
0< (P—yP)P=x =222 4yt = 0< 2P < 1(x4+y4) ~0< Xy e
- - -2 Tty T2

Logo para que f seja continua em (0, 0), o valor de k deve ser igual a 0.
b. Nao existe k tal que f seja diferencidvel em (0,0). Pelo item anterior, se f fosse diferencidvel em (0,0), o valor de
£(0,0) deve ser igual a 0. Primeiro notemos que as derivadas parciais de f em (0,0) existem

0+1,0) — £(0,0) 0

of T 92
ax (00 = i n D
% (0,0) = 1im FOOTH = AO0) L1, 0
ay h—0 h h—0
Vejamos, porém, que f ndo ¢ diferencidvel em (0,0):
) 9
L SO4R0+k) —£(0,0) - £(0,0)(x = 0) + 3£(0,0)(y — 0) ) 1253
im = lim .
(hk)—(0,0) Vh? +k? (hk)=(0,0) (h* + k*)vVh? + k?
Considerando a curva parametrizada por y(t) = (t,t), t € R, temos que y(t) = (0,0) e o limite se reduz a

243 £

t
lim = lim = lim .
=0 (14 + )V 12 90 (264)V/212 150 24/2¢]

Esse limite ndo existe porque seus limites laterais nao sdo iguais.




Questao 2 (Valor: 2.0 pontos). Seja f = f(x,y) uma fungao de classe C? e seja g: R> — R dada por
g(u,v) = uf(u® + 2uv,v* — 2uv).

Calcule 1), sabendo que

2
98
0udv 1,
e x —3y+2z— 8 =0 ¢éuma equagio do plano tangente ao grafico de f no ponto (3, -1, f(3,—1));

2 2
e oL =5te - =1e

axay 0x2
82f
ayz( -1)=-1.

Solugio. Consideremos X (u,v) = u? +2uve Y(u,v) = v> — 2uv. Assim, g(u,v) = uf(X(u,v),Y(u,v)). Pela regra da

cadeia obtemos:
So(1,0) = u (fx(X(u,0),Y(u,0)) Xo(u,v) + fy(X(u,0), Y (u,0))Yo(u,v)).
Derivando, agora em relacdo a u,
Quo(1,0) = fx(X(u,0), Y (u,0)) Xo(u,v) + fy(X(1,0),Y (u,0)) Yo (u,v)
+ uXo (1, 0)[fax (X (u,0), Y (u,0)) Xy (u,0) + fyx(X(u,v),Y(4,0)) Y0, (1, 0)]
+ ufe(X(u,0), Y (u,0))Xuo (1, )
+ uYo (1, v) [fry (X(1,0), Y (1, 0)) Xu (1, 0) + fyy (X (11, 0),Y (1, 0)) Yo (1, 0)]
+ ufy(X(u,0), Y (u,0))Yuo (1, 0).

Por hipétese, fy(3,—1) = ~1/2 e f,(3,—1) = 3/2. Por outro lado, X;(3,—1) = 4, X,(3,-1) = 2, Y,(3,-1) = -1,
Y»(3,—1) =0, Xuu(3,—1) = Yy (3, —1) = —2. Substituindo, obtemos g,»(1,1)= 1.



Questao 3 (Valor: 2.0 pontos). Determine o volume minimo do sélido limitado pelos planos x = 0,y = 0,z = 0 e um
plano que é tangente ao elipsoide

em um ponto do octante x > 0,y > 0ez > 0.
Solugdo. A equagdo do plano tangente ao elipsoide num ponto (u, v, w) é
(x—u)%%—(y—v)%v—i-(z—wﬂw:o
Logo, os pontos de intersecdo deste plano tangente com os eixos coordenandos sédo
e Interse¢do com eixo X no ponto (%, 0,0),
e Intersegdo com eixo Y no ponto (0, %, 0),

1
e Intersegdo com eixo Z no ponto (0,0, %)

Observe que o sélido determinado pelos planos x = 0, y = 0, z = 0 e o plano tangente ao elipsoide no ponto
(4,v,w) é uma piramide cujo volume é

2
u,0,w) = —
A )=
Observe que o dominio de f sdo os pontos satisfazendo # > 0, v > 0 e w > 0. Precisamos determinar o valor minimo
2 2
PN .. u 4 £ © 1k .
de f sujeita a restrigdo vy + 5 + w? = 1. Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, os candidatos a extremantes
locais tornam compativel o seguinte sistema
2 Au
—— = 24
uspw 2
2 2Au
LW — 3"
UGSwW 3
2
-—— =2)\w
Uow
uz  v?
—+ 5+ =1
4 3
A tinica solugdo desse sistema é u = 2/v3,v =1, w =1/v/3e A = —9/2. Ora, observe que a fungdo f cresce quando

nos aproximamos a origem, em particular f é ilimitada superiormente. Por isto, o ponto (2/+/3,1,1/+/3) é o ponto de
minimo absoluto com valor minimo absoluto f(2/v3,1,1/v3) = 3.



	Questões Dissertativas

