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10.

INSTRUCOES

. Ndo é permitido portar celular (mesmo desligado) durante o exame. Sobre a carteira deixe

apenas lapis, borracha, caneta e um documento de identificacdo com foto. Carteiras, mochi-
las e blusas devem permancer a frente da sala, juntamente com os celulares (ndo custa repe-
tir) e demais aparelhos eletronicos, que devem estar desligados.

Preencha a tinta, e de maneira legivel, todos os campos acima.

. Esta prova tem duragdo méxima de 2 horas. A entrega da prova e saida da sala s6 é permi-

tida ap6s 10h40min.

As questdes dissertativas podem ser feitas a tinta (azul ou preta) ou a lapis.

. Utilize, se necessdrio, as paginas seguintes (exceto a tiltima) para rascunho. Sé sera consid-

erado na correcdo das questdes dissertativas o que estiver na folha com seu enunciado.

Mantenha a organizacdo, limpeza e legibilidade na redacdo das questdes dissertativas, jus-
tificando todas as suas afirmagodes.

Preencha, a tinta e completamente, os campos para seu nimero USP (deixando as primeiras
colunas em branco, caso tenha menos de 8 digitos), ntimero da turma (de matricula nesta
disciplina) e para as alternativas de cada teste. Evite erros nesse momento.

. Assinale apenas uma-alternativa por questdo. Em caso de erro, assinale também a alterna-

tiva que julgar correta e indique expressamente qual delas deve ser considerada na prépria
folha de respostas;ao lado da questao correspondente.

. Néo haverd tempo adicional para transcricdo das alternativas dos testes para a folha de

respostas.

Nio destaque nenhuma folha de sua prova.

Assinatura:

BoA PROVA!
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Teste 1 [afirms1] Considere as seguintes afirmacoes

L. Se f(x,y) é diferencidvel em R? e tal que %(1, -3)<0e gjyc(l, -3) <0,
of

entao 57 (1,—3) < 0 para todo vetor unitério i € R,

II. Existe uma fungéo diferencidvel f(x,y) em R? tal que o plano tangente ao gréfico de f no
ponto (1,2,0) éz=x+2y—5

d
ITI. Existe uma fungao f(x,y) de classe C? tal que % (x,y) =x+3e g]];(x,y) =5x—y.
IV. Seja f(x,y) diferencidvel em IR? e considere os vetores unitdrios @ = (1/2,V3/2) e
d d
¥ = (—V3/2,1/2). Entdo para todo (x,y) € R, Vf(x,y) = %ﬁ’—k a—gﬁ.

)
V. Se f : R? — R tem derivada direcional a—];,(0,0) para todo vetor uniério i € IR?, entdo f é
diferenciavel em (0,0).

Assinale a alternativa correta:

. Apenas as afirmacdes Il e IV sdo verdadeiras.
Apenas as afirmacgdes II e Il sdo verdadeiras.
Apenas as afirmacdes I e III sdo verdadeiras.
D] Apenas as afirmacdes I e V sdo falsas.
Apenas as afirmacdes III, IV e V sdo falsas.

Solucdo:
L. falsa, pois se i é unitdrio e tem"as duas coordenadas negativas entdo %(L -3) =
(Vf(1,-3),i) > 0.
II. verdadeira, basta tomar f(x,y) = x + 2y — 5.
9 f 0% f

III. falsa, pois nesse caso terfamos Syox (x,y) =0#5= 5x0y (x,y) = 5, donde tal f ndo poderia

ser de classe C2.

IV. verdadeira, pois {il,7} é uma base ortonormal de R? e ao escrever Vf = wil + 7 temos
w=(Vf,ii)ep=(VfD)

V. falsa, basta considerar a func¢do do exercicio 5.3 da Lista 2.
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Teste 2 [afirms2] Considere as seguintes afirmacoes

I. Existe uma funcdo diferencidvel f(x,y) em IR? tal que o plano tangente ao grafico de f no
ponto (1,2,0) éz=x+2y —5

II. Se f(x,y) é diferencidvel em R? e tal que g(l, -3)<0e g(l, -3) <0,

ox dy
entdo % (1,—3) < 0 para todo vetor unitério i € R?.
III. Seja f(x,y) diferencidvel em IR? e considere os vetores unitdrios # = (1/2,V3/2) e
¥ = (—V3/2,1/2). Entdo para todo (x,y) € R, Vf(x,y) = %ﬁ—i— %z’f.
: < 2 of of
IV. Existe uma fungdo f(x,y) de classe C* tal que a(x,y) =x+3e @(x,y) =5x—.

%)
V. Se f : R*> — R tem derivada direcional a—i_(,(0,0) para todo vetor uniario i# € IR?, entio f é
diferenciavel em (0,0).

Assinale a alternativa correta:

B Apenas as afirmagdes I e I1I sdo verdadeiras.
Apenas as afirmagoes Il e IV sdo verdadeiras.
Apenas as afirmacdes Il e Il sdo verdadeiras:
[D] Apenas as afirmagdes I e V sio falsas.

Apenas as afirmacoes III, IV e V séo falsas.
Solugio:

L. verdadeira, basta tomar f(x,y) =x + 2y — 5.

d
II. falsa, pois se ii é unitdrio e tem as duas coordenadas negativas entdo 8%;(1' -3) =
(Vf(1,-3),i) > 0.

I11. verdadeira, pois {il, 7} € uma base ortonormal de R? e ao escrever Vf = aii + BT temos
P

a = (Vf,il) e p= (VF,0).

Rf _ P

IV. falsa, pois nesse caso terfamos Syox (x,y) =0#5 axay (x,y) =5, donde tal f ndo poderia

ser-de classe C2.

V. falsa, basta considerar a fung¢do do exercicio 5.3 da Lista 2.
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Teste 3 [pltgl] Qual das seguintes curvas estd contida no plano tangente a superficie z =

V/1+2x%2 + y% no ponto (1,1,2)?
- v(t

t

I
—~

L2t +1,21)

bt V/1+38)

2t +1,t+2,—2t)
3t 2,2t — 1,2t2)

I
TN

t

t

Il
N

()
v(t)
-7()
v(t)
()

.'yt

Solugdo: Aqui temos zx(1,1) = 1 e z,(1,1) = /2. A equacdo do plano tangente é 7r: 2x +
y —2z+1 = 0. Como nenhuma das curvas esta contida nesse plano todas as alternativas serdo
consideradas corretas.

(3t+1,¢+1,3t +3)

Teste 4 [pltg2] Qual das seguintes curvas estd contida no plano tangente a-superficie z =

v/1+ x2 4 2y? no ponto (1,1,2)?

) = (2t+1,42t)
() = (bt V1+32)

)= (t+2,2t+1,-21)
y(t) = (2t —1,3t—2, tz)
)= (t+1,3t+1,3t +3)

Solugdo: Aqui temos zx(1,1) = 1/2 e zy(1,1)'= 1. A equagdo do plano tangente é 77: x + 2y —
2z+1 = 0. Como nenhuma das curvas ‘estd contida nesse plano todas as alternativas serdo
consideradas corretas.

Teste 5 [p1tg3] Qual das seguintes'curvas estd contida no plano tangente a superficie z =

v/1+2x2 +y2 no ponto (1,+1,2)?
) = (3t,2t + 1,2t)

() = (1 ~t/1+ 38)

) = (2t—1,t —2,2t)

y(t) = (3t 2,1-2t, 2t2)

t) = (Bt +1,2t +1,2t +2)

Solugdo: Aqui temos zy(1, —1) = 1ez,(1, —1) = —1/2.A equacdo do plano tangente é 77: 2x —y —
2z +1 = 0. E facil ver que a curva () = (3,2t + 1,2t) é a tnica cujas coordenadas satisfazem a
equacdo de 7r. Como em outras versdes desta questdo nenhuma das curvas esta contida no plano
correto, todas as alternativas serdo consideradas corretas.
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Teste 6 [pltg4] Qual das seguintes curvas estd contida no plano tangente a superficie z =

v/1+ x2+2y? no ponto (1, —1,2)?

= (2t+1,3t+1,-3t—1)
Solugdo: Aqui temos z,(1,—1) = 1e zy(l, —1) = —1/2.A equagdo do plano tangente é 7r: x —
2y —2z+1 = 0. E facil ver que a curva y(t) = (2t +1,3t,2 —2t) é a tinica cujas coordenadas

satisfazem a equacdo de 7. Como em outras versdes desta questdo nenhuma das curvas estd
contida no plano correto, todas as alternativas serdo consideradas corretas.

x2
Teste 7 [edp1] Seja f(x,y) = y~>/?¢, onde y > 0. O valor da constante &, para que f satisfaca a

equagao
of 19 (29
dy  x20x (x ax)'x#o’

(e

- o = —4. x =4 o= -2 @ x =2 inexistente.
Solucgdo: Derivando diretamente temos que
2 (2x2 + 3ay) 1/, 2 (2x% + 3ay)
fo=eh e e (), =2

£ 2 .
donde a equacdo propostaverifica-se se e somente se —— = —, ou seja, « = —4.
03

20
x2
Teste 8 [edp2] Seja f(x,y) =y >/?¢*,ondey > 0. O valor da constante &, para que f satisfaca a

equagao
of 19 [ ,0f
@— ng)x(xax>/x7é0/

[N

. o =4. o = —4. a=—2. @ n=2. inexistente.

Solugdo: Derivando diretamente temos que

2 (2x2 + 3ay) 1/, 2 (2x2 + 3ay)
fom e g o (), =2 e

- o 1 2 .
donde a equacdo proposta verifica-se se e somente se —— = ——, ou seja, & = 4.
20 a2
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x2
Teste 9 [edp3] Seja f(x,y) = y~3/%¢*, onde y > 0. O valor da constante &, para que f satisfaca a

equagao
of L 19 (29f
2@_ x2 0x (x 8x>'x7é0

[N

. a=—2. n=2. a = —4. @ x =4 inexistente.
Solugdo: Derivando diretamente temos que

2 (2x2 + 3ay) 1/, 2 (2x2 + 3ay)
fy=—e Ty ¢ 2 (x fx)xzze R/

x s 1 )
donde a equagdo proposta verifica-se se e somente se —— ou seja, x = —2.
«

:E,

%2

Teste 10 [edp4] Seja f(x,y) = y~°/ 26";7, onde y > 0. O valor da constante «, para que f satisfaga

a equagao
of 19 (29f
2@_ x2 0x <x ax)'x#o

[eN

- o= 2. o= -2 a = —4. @ x = 4. inexistente.

Solugdo: Derivando diretamente temos que

2 (222 +3ay)

K 2
f, = —ets (2x* 4+ 3ay)

Lo 2
P e ?(x fx)x—Ze/ PEa

£ 1 2 )
donde a equacdo proposta verifica-se se e somente se — = —, ou seja, & = 2.
X«
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Teste 11 [cadeiall Seja G(x,y) uma fungao diferencidvel em IR? tal que
G(t3 —(t—1)cos(t* —1),1— t2) =3~ > —t, paratodo t € R.

Assinale a alternativa da direcdo e sentido de maior varia¢do da fun¢do G no ponto (1,0).

Hoy MWy EHo-op By Wl oos-o

Solugdo: A direcdo e sentido procurados sdo as dadas por VG(1,0). Para descobrir este vetor,
derivamos a expressdo acima em relacdo a t, usando a regra da cadeia:

G (t3 — (t—1)cos(f> —1),1 - t2) (382 — cos(2 — 1) + (t — 1)2t sin(2 — 1))+
Gy(t3 —(t—1)cos(> —1),1— tz)(fzt) =322t 1.
O ponto (1,0) é atingido quanto t = +1:
o t=1:2G,(1,0) — 2G,(1,0) = 0;
o t = —1:2G,(1,0) +2G,(1,0) = 4
Destas duas equagdes temos VG(1,0) = (1,1). Como em uma das versdes desta questdo nen-

huma das alternativas contém a resposta correta todas asalternativas serdo consideradas ade-
quadas.

Teste 12 [cadeia2] Seja G(x,y) uma fungao diferencidvel'em R? tal que
G(l — 12,3 — (t — 1) cos(t* — 1)) = 1>+ t* +t, paratodo t € R.

Assinale a alternativa da diregdo e sentido de maior varia¢do da fun¢do G no ponto (0, 1).

m 1. H . m 2. W - W o).

Solugdo: A diregdo e sentido proeurados sdo as dadas por VG(0,1). Para descobrir este vetor,
derivamos a expressdo acima em relacdo a ¢, usando a regra da cadeia:

Gy (1 — 12,3 — (t —1) cos(t>— 1)) (—2t)+

Gy (1 Z2 8 (f—1) cos(f? — 1)) (32 — cos(f2 — 1) + (¢ — 1)2tsin(2 — 1)) = —32 + 2t + 1.
O ponto (0, 1)-€é atingido quanto t = +1:

o t =11: —2G,(0,1) +2G,(0,1) = 0;

o t="-1:2G,(0,1) +2G,(0,1) = —4.

Destas duas equagodes temos VG(1,0) = (—1,—1). Como em uma das versdes desta questdo
nenhuma das alternativas contém a resposta correta todas as alternativas serdo consideradas ad-
equadas.
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Teste 13 [cadeia3] Seja G(x,y) uma fungao diferencidvel em IR? tal que
G<t3 — (t—1)cos(t* —1),1 - 2t2) =12t para todo t € R.

Assinale a alternativa da direcdo e sentido de maior variac¢do da func¢do G no ponto (1, —1).

W 2. W (2 W - W (2. W (12

Solugdo: A diregdo e sentido procurados sdo as dadas por VG(1, —1). Para descobrir este vetor,
derivamos a expressdo acima em relacéo a t, usando a regra da cadeia:

Gx(t3 — (t—1)cos(f? —1),1 - 2t2) (382 — cos(2 — 1) + (£ — 1)2tsin(£2 — 1))+
Gy (t3 — (t—1)cos(> —1),1— 2t2) (—4t) =32 —2t — 1.
O ponto (1, —1) é atingido quanto t = +1:
o t=1:2Gy(1,—1) —4Gy(1,-1) = 0;
o t=—1:2Gy(1,—1) +4G,(1,-1) = 4.
Destas duas equagdes temos VG(1,—1) = (1,1/2). Como em uma das versdes desta questdo

nenhuma das alternativas contém a resposta correta todas as alternativas serdo consideradas ad-
equadas.

Teste 14 [cadeiad] Seja G(x,y) uma fungao diferencidvel'em R? tal que
G(l — 262,13 — (t —1) cos(t* — 1)) = 3+ #* 4+t paratodot € R.

Assinale a alternativa da diregdo e sentido de maior variac¢do da fung¢do G no ponto (—1,1).
W (L. W (21 W - W 2.
B (1.

Solugdo: A direcao e sentido procurados sado as dadas por VG(—1,1). Para descobrir este vetor,
derivamos a expressdo-acima em relacdo a ¢, usando a regra da cadeia:

Gy (1 — 282,83 — (£ =1) cos (> — 1)) (—4t)+

Gy (1 — 212,15 — (t—1) cos(£* — 1)) (312 — cos(2 — 1) + (t — 1)2tsin(2 — 1)) = —32 + 2t + 1.
Oponto (—1,1) é atingido quanto t = £1:

o t= 1 —4G,(~1,1) +2G,(~1,1) = 0;

o t= —1:4G,(1,—1) +2G,(1,—1) = —4.

Destas duas equagdes temos VG(—1,1) = (—1/2,—1). Como nesta versdo da questdo nenhuma
das alternativas contém a resposta correta todas as alternativas serdo consideradas adequadas.
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Teste 15 [temp1] Admita que T(x,y) = 16 — 2x? — y? represente uma distribuicdo de temper-
atura no plano xy. Determine uma parametrizagdo <y(t) para a trajetoria descrita por um ponto
P que se desloca, a partir do ponto (1, 1), sempre na diregéo e sentido de méximo crescimento da
temperatura.

W)= (c*e?),t>0

y(t) = (e, e7¥), 120

y(t) = (e*,e¥), £ >0

D] y(t) = (e*,e*), t >0
Y(t)=(1+e*,14+e2),t>0

Solugdo: A trajetéria procurada é aquela cujo vetor tangente é paralelo ao gradiente de’T em cada
ponto, ou seja, {’y’(t), VT(’y(t))} é linearmente dependente. Como VT(x,y) = (—4x,—2y), a
curva y(t) = (x(t),y(t)) deve satisfazer, para todo t > 0,

{x’(t) = —dx(t)
y'(t) =-2y(t),’

com x(0) = y(0) = 1,donde x(t) = e # ey(t) =e 2, t > 0.

Teste 16 [temp2] Admita que T(x,y) = 16 — x> —2y? represente uma distribuicio de temper-
atura no plano xy. Determine uma parametrizagdo y(t) para a trajetoria descrita por um ponto
P que se desloca, a partir do ponto (1, 1), sempre na diregdo e sentido de méximo crescimento da
temperatura.

Solugdo: A trajetéria procurada é aquela cujo vetor tangente é paralelo ao gradiente de T em cada
ponto, ou seja, {’y’(t), VT(’y(t))} é linearmente dependente. Como VT(x,y) = (—2x,—4y), a
curva y(t) = (x(t),y(t)) deve satisfazer, para todo t > 0,

{x/(t) = —2x(t)
y'(t) = —4y(t),’

com x(0) = y(0) = 1,donde x(t) = e 2 ey(t) = e *,t > 0.
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Questdo 1. Considere uma funcdo f: R?> — R de classe C!. Suponha que:

3

(i) a imagem da curva plana y(t) = sec2(t),te(t)), para t € E,— , esteja contida numa
g p g p X ]

curva de nivel de f.

2
—4u —4
(ii) a imagem da curva no espago o(u) = (ﬁ, %, Vau — v 2u + ﬁ), com u > 0,

esteja contida no grafico de f.

Determine uma equacéo do plano tangente ao grafico de f no ponto (2, -1, f(2, —1)).

Solugio: Para determinar o plano tangente em questdo, devemos determinar V (2, —1). Para
tanto observamos que (i) nos diz que (f o y)(t) é constante. Derivando com a regra da cadeia
temos que (V£ (y(t)),7/(t)) = 0. Para t = 37/4 temos

— 4, (2,—1) +2f,(2,—1) = 0. (1)
Por outro lado, (ii) nos diz que f (\/ﬂ, %) = V/4u — V/2u + \/u. Fazendo u = 4 temos
f(2,—1) = 2 e, derivando no ponto u = 4, obtemos

1 5 5
fo(z’_l) + Zlfy(z, -1) = R 2)

Com isso, V£ (2, —1) = (5/66,10/66) e portanto o plano procurado é

5 10 5 10
”'@(X—z)ﬂL%(y‘FU—Z‘FZ—O ou &JH—@y—z—kZ—O.
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Questio 2. Considere uma funcao f: R?> — R de classe C!. Suponha que:
p q

(i) a imagem da curva plana y(t) = (cossec?(t),cotg(t)), para t €]0, ], esteja contida numa
curva de nivel de f.

2 —4u—4
(ii) a imagem da curva no espago o(u) = (ﬁ, %, Vau — ¥ 2u + ﬁ), comu > 0,

esteja contida no grafico de f.

Determine uma equagéo do plano tangente ao grafico de f no ponto (2, -1, f(2, —1)).

Solugdo: Para determinar o plano tangente em questdo, devemos determinar V f(2, —1). Para
tanto observamos que (i) nos diz que (f o 7)(t) é constante. Derivando com a regra da cadeia
temos que (V£ (y(t)),7/(t)) = 0. Para t = 37/4 temos

4f¢(2,—1) —2f,(2,—1) = 0. €)

Por outro lado, (ii) nos diz que f (\/ﬂ, %) = V/4u — V/2u + /u. Fazendo u = 4 temos

f(2,—1) = 2 e, derivando no ponto u = 4, obtemos

1 5 5
12D+ 1f2,-1) = 2 @)

Com isso, Vf(2,—1) = (5/66,10/66) e portanto o plano procurado é

5 10
T (x )+66

5 10
o6 (y+1)—z4+2=0 ou —x+@y—z+2—0.

66
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Questio 3. Seja

Fxy) = {"y2se“ () sevo

0, sey = 0.
. . of of . .
. Determinar as funcdes 5x © y’ explicitando os dominios.
of y e
"oy é continua em (1,0)? Justifique

. f é diferencidvel em (1,0)? Justifique.

. f é diferencidvel em (x,y) paray # 0? Justifique.

Solugio:

. Sey =0, entdo

Fo(x,0) = %E]%f(vah,O})l—f(x,O) e
) —

. f(x,0+k
,0) =1

f(x,0)

= lim xksin(¥/x?) = 0.
k=0

Sey # 0, entdo

fe(x,y) = y?sin(x/y2) + x cos(x/?)
2
fy(x,y) = 2xy sin(+/y2) — 2% cos(x/2).

. Ndo, pois ( %m} ) fy(x,y) ndo existe, ja que a primeira parcela tende a zero e a segunda nao
x,y)—(1,0

tem limite.

. Devemos estudar o limite

f(1+h,0+k)— f(1,0) — fx(1,0)h — f,(1,0)k

,
(i~ 00) N
k
= 1 1+ h)ksin((1+h)/k2) ————
(h,k)lgzo,m( h)ksin( /k)\/h2+k2
= 0,

donde f é diferencidvel em (1,0).

.. Sim; pois nesses pontos fy e f, sdo fungdes continuas, ou seja, f ¢é de classe C*.
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Questio 4. Seja

2 Y
Z, 0
Flry) = yx“sen (x2> se x #
0, sex = 0.
. . of of . e
a. Determinar as funcdes 5x € '’ explicitando os dominios.
f & conti o
b. 3 ¢ continua em (0, 1)? Justifique

c. f édiferencidvel em (0,1)? Justifique.

d. f é diferencidvel em (x,y) para x # 0? Justifique.

Solugio:

a. Se x = 0, entdo

f:(0,y) = lim fO+ ’WQZ —fOy)
)

o fOy+k
fy(0,y) = lim k

= lim hysin(v/n*) =0e
h—0

—fOy _,

Se x # 0, entdo

fr(x,y) = x?sin(v/x2) + yeos(v/x2)
2
fy(x,y) = 2xy sin(v/22) — 2“1/; cos(¥/x2).

b. Nao, pois ( %1m( ) fx(x,y) ndo existe, ja que a primeira parcela tende a zero e a segunda nao
x,y)—(0,1

tem limite.

c. Devemos estudar o limite

f(h,1+k)—f(0,1) = fx(0,1)h — f,(0,1)k

¢
(1= (00) VIZ T k2
i
— fim (14 K)hsin((40)/8) ——
gL+ RS0/ g

(h
= O,

donde f é diferencidvel em (0, 1).

d. Sim, pois nesses pontos fy e fy sdo fungdes continuas, ou seja, f € de classe C L



