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SEGUNDA LISTA DE EXERCICIOS - PROFESSOR: EQUIPE DE PROFESSORES

BONS ESTUDOS!

1. DERIVADAS PARCIAIS, DIFERENCIABILIDADE E PLANO TANGENTE

EXERCICIOS

1.1.

1.2.

1.3.

14.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das fungdes:

a. f(x,y) = arctan (%), b. f(x,y) =In (1 + cos?(xy?)).

Dada a funcdo f(x,y) = x(x* + yz)_% e (%) ache gﬁ(l,O).

Dica. Neste caso, usar a defini¢do de derivada parcial é menos trabalhoso do que aplicar as
regras de derivagao.

Verifique que a fungdo u(x,y) = In /x% + y? é solucdo da equagdo de Laplace bidimensional
Fu
ox?  dy?

xy? '
Seja f(x,y) = 4 248 € By) 7 (0,0);

0, se (x,y) = (0,0).
of  of

a. Mostre que as derivadas parciais = e == existem em todos os pontos.

ox oy
b. f é continua em (0,0)?
c. f édiferencidvel em (0,0)?

3

Seja f(x,y) = { 1 g2 ¢ &) 7 (0.0);

0, se (x,y) = (0,0).
a. Mostre que f é continua em (0,0).

of of
b. Calcule 5(0,0) e @(0,0).

c. f édiferencidvel em (0,0)?

aff

——e 3y sdo continuas em (0,0)?

Seja g(x,y) = /3x* + 2y*. Mostre que g é de classe C! em RR?.

Determine o conjunto de pontos de R? onde f nao é diferencivel, sendo:
a. f(x,y) = Y2+ y%5b. fx,y) = xlyl; e fx,y) = eV d. f(x,y) = cos(/x2 +y?).

Ache a equagdo do plano tangente e a equagdo da reta normal a cada superficie no ponto
indicado: L
a.z =e" ¥, no ponto (0,0,1); b.z = e*In(%), no ponto (3,2,0).

Mostre que os gréficos das funcdes f(x,y) = \/x2+y2 e g(x,y) = (x> + y?) + 3 se inter-
sectam no ponto (3,4,5) e t¢ém o mesmo plano tangente nesse ponto.

Determine uma equacdo do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente ao
grafico de ¢(x,y) = x°y. Existe um s6 plano?



1.11. Determine k € R para que o plano tangente ao gréfico de f(x,y) = In(x? + ky?) no ponto

(2,1, f(2,1)) seja perpendicular ao plano 3x +z = 0.

1.12. Seja f : R — R uma fungdo derivdvel. Mostre que todos os planos tangentes & superficie
z=xf (;) passam pela origem.
2. REGRA DA CADEIA
EXERCICIOS
Jow Jdw . . . o

2.1. Calcule 5 © ™ pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituigao se-
guida de aplicacdo das regras de derivacdo parcial.
a.w=x>2+vy% x=t+uy="2tu.

b. w= xziyz; x =tcosu,y = tsenu.

2.2. Sejam f : R?> — R, diferencidvel em R?, com Vf(—2,-2) = (a,—4) e

g(t) = f(2t3 — 4t t* —3t).

Determine a para que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 1 seja paralela a

retay = 2x + 3.

2.3. Seja f : R? — R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2x +y +z = 7 é 0
plano tangente ao grafico de f no ponto (0,2, f(0,2)). Seja

g(u,v) = uf (sen (u* — v°),2u*v).

Determine a € R para que o plano tangente ao gréfico de ¢ no ponto (1,1,¢(1,1)) seja

paralelo ao vetor (4,2,a).

2.4. Neste exercicio vamos explicitar as solu¢des da equagdo da onda unidimensional, ou seja,
determinar funcdes u : A C R? — R tais que uy = %y, ¢ € R. Este método foi descrito
por Jean le Rond d’Alembert em torno de 1750.

a. Mostre que a mudanga de coordenadas { = x — ct e § = x + ct permite escrever a equagao
da onda na forma ug, = 0.

b. Determine todas as solu¢des de uz, = 0, concluindo que as solugdes da equagéo original
sdo da forma u(x,t) = f(x —ct) + g(x + ct), onde f e g sdo fungdes reais duas vezes
derivéaveis.

Observacao 2.1. A forma da solugdo nos diz que ela é a composicdo de duas ondas arbitra-

rias viajando em sentidos opostos com velocidade c. Veja uma animagdo clicando aqui.

2.5. Sejam f,¢: R — R, derivaveis até 22 ordem. Mostre que u(x,y) = xf(x +y) +yg(x +y) é
solucdo da equagao

0u ?u  d*u
A B B
ox?  oxdy = dy?
2.6. Seja u = u(x,y) funcdo de classe C?> em R? e defina v(r,0) = u(r cos 0, rsen ). Verifique que
a9 19 1 0%
= e 2(r,0) + fai’( 6) + —2@(1’,0) — Au(rcosd,rsen8),

sendo Au, por definicdo, dado por Au = 1y + 1y,

2.7. Seja f : A C R? — R uma funcdo harmonica no aberto A, ou seja, fuu, + foo = 0, para

todo (#,v) € A. Sejam ainda g,/ : B C R? — R funcdes de classe C? no aberto B tais que
(g(x,y),h(x,y)) € Aparatodo (x,y) € B e satisfagam g, = hy e hy = —gy,.
a. Mostre que gxx + gyy = hax + hyy = 0.

b. Mostre que 3 £ (5 (), h(x, ) + azf<< ¥),h(x,y)) = 0.
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2.8. Seja f = f(x,y) funcdo de classe C? em R?. Se u(s, t) = f(e°cost, e sent), mostre que

gi(es Cost,essent)r—i— Bj;(e cost,e sent)}2 — o2 [<31:(S’ t)>2+ (?;tl 6 t)>2]

e que

2f

922 e’cost,e’sent) =

Pf Qu Qu
s s —2s
(e’ cost,e’sent) + 32 5 (e [8 5 (s,t) + 2 (s,t)} :

2.9. Seja f = f(x,y) uma fungao de classe C? e seja ¢ : R?> — R dada por
g(u,v) = uf(u* —v,u+20).
Sabendo que 3x + 5y = z + 26 é uma equagdo do plano tangente ao grafico de f no ponto

2 2 32 2
(1,4, f(1,4)), aa gy(l 4) = g j;(l 4)=1e ayjz((l 4) = —1, calcule 82150(_2'3)'

2.10. Seja F(r,s) = G(e®,7°cos(s)), onde G = G(x,y) é uma funcio de classe C?> em R?. Deter-
2

F oG
mine 52 (1,0) sabendo que @(tz +1,t+1) => -2t +3.
3. VETOR GRADIENTE E SUAS APLICACOES
EXERCICIOS

3.1. Se f(x,y) = x?+ 4y?, ache o vetor gradiente Vf(2,1) e use-o para achar a reta tangente
a curva de nivel 8 de f no ponto (2,1). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o vetor
gradiente.

3.2. Seja r a reta tangente a curva x° + 3xy +y> + 3x = 18 no ponto (1,2). Determine as retas que
sdo tangentes a curva x> + xy + y*> = 7 e paralelas a reta r.

3.3. Seja f : R2 — R uma fungéo diferencidvel em R2. Fixado um certo P = (xp,y0) € R?,
sabe-se que o plano tangente ao gréfico de f no ponto (xo, yo, f(%x0,¥0)) tem equagdo —2x +
2y — z+ 3 = 0. Determine, entre as curvas abaixo, uma que ndo pode ser a curva de nivel
de f que contém o ponto P:

ay(t) = (—1,1‘); b.y(t) = <t55,—23t3+3t>; (8 = (BB +1).

3.4. Considere uma fungdo f : R> — R de classe C!. Suponha que:
(i) a imagem da curva plana (t) = (cotg(t),sec?(t)), para t €]0,71/2[, esteja contida
numa curva de nivel de f.

3 3
(ii) a imagem da curva no espago o(u) = (W, u?+1, % — \éﬂ + 1), com u > 0, esteja

contida no gréfico de f.
a. Determine V£(1,2).

b. Calcule gji(l 2),onde 7 = (%, \f)
¢. Determine uma equagéo do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,2, f(1,2)).

3.5. O gradiente de f(x,y) = x> + y* é tangente a imagem da curva 7(t) = (t?,t) em um ponto
P = 9(tp) com tp > 0. Considere a curva de nivel de f que contém P. Encontre a equagao
da reta tangente a essa curva no ponto P.

3.6. Sejam f : R? — R uma funcdo diferencidvel e y(t) = (t,2t%,t?),t € R, uma curva cuja
imagem estd contida no grafico de f. Seja r a reta tangente a curva de nivel 4 de f no ponto
(2,8). Sabendo que a reta r contém o ponto (1, —4), determine o vetor gradiente de f no
ponto (2,8) e a equacdo do plano tangente ao grafico de f no ponto (2,8, f(2,8)).
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3.7. Seja f : R> — R uma fungao diferencivel e seja 7t o plano tangente ao gréfico de f no ponto
(%0, Yo, f (x0,40)) e seja y(t) = (1 + %, t),t # 0 uma parametrizagdo para a curva de nivel 1
de f. Suponha que y(tp) = (xo,y0) para algum ty. Determine uma equagado para o plano 7t

1
sabendo que ele contém os pontos | 1,1, 5)e (4,1,2).

3.8. Mostre que f(x,y) = +/x%y é continua em (0,0) e tem todas as derivadas direcionais em
(0,0). A funcdo f é diferenciavel em (0,0)?

3.9. Ache a derivada direcional méxima de f no ponto dado e dé a diregdo em que ela ocorre.
a. f(x,y) =xe ¥ +3yem (1,0); b.f(x,y) =In(x>+y?) em (1,2).

3.10. Determine todos os pontos de IR?> nos quais a diregdo de maior variagdo da fungio
f(x,y) = x*> +y* — 2x — 4y é a do vetor (1,1).
3.11. Seja f uma funcio diferencidvel em R? tal que y(t) = (t + 1, —t?), para todo t € R é uma

curva de nivel de f. Sabendo que % (—1,—4) = 2, determine a derivada direcional de f no

ox

4
ponto (—1, —4) e na direcdo e sentido do vetor if = <§, 5) .

3.12. Sabe-se que f : R? — R é diferencidvel em R? e que o grafico de f contém as imagens

t t t 1
de ambas curvas y(t) = (—2, 5 2) ed(u) = (u +1Lu,u+2+ u) , u # 0. Determine
o \2" 2)’ S\ 272 )
4. POLINOMIO DE TAYLOR
EXERCICIOS

4.1. Seja f(x,y) = In(x + y). Determine o polindmio de Taylor de ordem 1 de f em volta do
ponto (3, 1). Mostre que para todo (x,y) com x +y > 1,

In(x )~ (x+y—1)] < 2 (x +y— 172

4.2. Sejam f(x,y) = x> + > — x> + 4y e P;(x,y) o polindmio de Taylor de ordem 1 de f em volta
do ponto (1,1). Mostre que para todo (x,y) € R, com [x — 1| <le|y—1| <1,

f(xy) = Pl y)| <5(x —1)* +6(y —1)%
Usando P;(x,y), calcule um valor aproximado para f(1.001,0.99) e estime o erro cometido
com essa aproximagao.

4.3. Seja a fungdo f(x,y) = x> +y° — 3xy + 8.
a. Determine o polindmio de Taylor P; (x,y) de ordem 1 de f, em torno do ponto (1,1).
b. Escreva a Férmula de Taylor para o resto E1(x,y) = f(x,y) — P1(x,y).
c. Usando o item (b), mostre que, para todo (x,y) € R?>,com x > 1/2ey > 1/2, vale que

Ei(x,y) > 3(x —y)>

5. MAIS ALGUNS EXEMPLOS

EXERCICIOS
x2 2

Xy ,
5.1. Considere f(x,y) = {xZ + A se (x,y) # (0,0);

0, se (x,y) = (0,0).
a. Mostre que f é diferencidvel em (0,0).

af o
b. As derivadas parciais = e a]yc sdo continuas em (0,0)?

f
dx
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3
T |
5.2. Seja f(x, y) — { xz + yZ’ se (x’ y) ?é (0/ 0)/

0, se (x,y) = (0,0).

af df

a. Verifique que g(O, y) = y para todo y, e que 3y (x,0) = 0, para todo x.
?*f ?*f
b. Verifique que e ay(O,O) =0eque Jyox (0,0) = 1.

3
5.3. Seja f(x,y) = {x2 +y?’ se (x,y) # (0,0);
0, se (x,y) = (0,0).
a. Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).
b. Mostre que ;f(’y(t)) #Vf(y(t) 7' (t)emt =0, onde y(t) =
of

c. Seja il = (m,n) um vetor unitério. Calcule ?(0 0).

(—t,—t).

d. f é diferencidvel em (0,0)? Justifique.

x3y
5.4. Seja f(x,y) = {x4+y2' se (x,y) # (0,0);

0, se (x,y) = (0,0).
Mostre que existem as derivadas direcionais de f em todas as dire¢des no ponto (0,0) e que

gf(o 0) = (V£(0,0), if) para todo vetor unitario i. A fun¢do f é diferencidvel em (0,0)?
RESPOSTAS

I a. fo(x,y) = #yyzefy(x,y) = 2z BA Vf(2,1) = (4,8); aretaér : x+

b filvy) = gL 2y —4=0
DIABY Trees() BIZ 4(x —1)+5(y—2) =0ed(x+1)+
fylxy) = ) 5(y+2) =0.

M —2. B3] c. ) ye s

M4 Nao é continua nem diferencidvel a.Vf(1,2) = (L, 3);b. 5% c. 2x +
em (0,0). y—-2z-2=0.

M8 3£(0,0) = 1e (0,00 = 0; nao B X = (3,;) +A(-L1)A R

é diferencidvel em (0,0); nenhumas

das derivadas parciais é continua

em (0,0).
7 a. f nao é diferenciavel em nenhum
pontodaretay = —x.

b. f ndo é diferencidvel nos pontos
da forma (a,0) com a # 0.
c., d. f é diferencidvel em R? pois é
de classe C! em RR?.
M8 a.z = 1ler : X = (0,0,1) +
A(0,0,1),A € R.
b.ely—2z—-2 = 0er : X =
(3,2,0) + A(0,€%,-2),A € R.
6x —y —z + 6 = 0 (sim, s6 um).
I k = 8.
212 a = 3.
2Bl a=—
21.
Fy = s%e*°Gyy + 6125 cos sGyy +
9r# cos sG y TS 2e"Gy + 67 cos sGy;
0.

Blel V£(2,8) = (12,-1)el12x —y —z =
12.

ll A x+y—2z=1
Bl8l f nao é diferencidvel em

(0,0).
B]E] \fe(12)b 2 (%%)

BII0 nos pontos da reta x—y+1=0.
1
B2 242,

42l Py (x,y) = 3x + 7y — 5
£(1.001,0.99) ~ 4,931; o erro é de
ordem 1073,

a. Pi(x,y) = 7, b. Ei(x,y) =
3(e(x =1 = (x =Dy —1) +d(y—

para algum ponto (c,d) interno ao
segmento que une (x,y) a (1,1).

Bl fy: nao; f,: sim.

V(0,0) = (1,0); %(0,0) = m?%
nao.

f nédo é diferencidvel em (0,0).

1)2),
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