MAT5711 — Calculo Avancado
Segunda Prova — 30/05/2016

INSTRUCOES

1. Escolha até quatro questdes de modo tal que a soma ndo exceda 11 pontos.
2. Indique suas op¢des na primeira pagina da folha de respostas.
3. Justifique todas as passagens em suas solucdes.

QUESTOES

Questao 1 (Valor: 2.0 pontos). Sejam M uma n-variedade compacta com bordo em R"” e N um campo normal a
JdM, unitdrio e que aponta para fora de M.

a. Mostre que o operador de divergéncia satisfaz a seguinte regra
div(fX) = fdivX + (Vf,X),
para toda fungdo f € .# (M) e todo campo X € 2 (M).
b. Mostre que /M<Vf, X) = /BMf<X' N)dS — /Mfdiv(X). Reescreva essa formula quando M é um intervalo fe-

chado em R e (talvez) surpreenda-se.

Questdo 2 (Valor: 2.0 pontos). Mostre que o conjunto X = {A € M(RR) : Posto (A) = 1}, é uma subvariedade

de dimensdo 3 em R* = M,(R). Decida se X é orientdvel, exibindo um campo normal unitdrio a X em caso
afirmativo.

Dica. Inspire-se no que foi feito em aula num caso semelhante ou pense na fun¢ao determinante em M, (R) \ {0}.

Questao 3 (Valor: 2.0 pontos). Seja M uma n-variedade em R"*1, Mostre que M é orientavel se e somente se existe
uma n-forma que nunca se anula sobre M.

Questao 4 (Valor: 3.0 pontos). Calcule:

a. L F-dr,onde F = (x2+yy2 +z, o —T—yzl In(2+ 210)) e 7y é dada pela interse¢do das superficies x> +y> =9 e
z = y?, orientada de modo que sua proje¢do no plano Oxy é percorrida no sentido horério.

b. /(F,N} dS,onde F = (3%, x?y — 23ye*, —x?2+x24+2%),S = {(x,y,z) e R¥®: x>+ y> +z> =5,z >0} eNéa
nf)rmal a esfera tal que (N, (0,0,1)) > 0.

Dica. Lembre-se: Stokes é nosso amigo!

Questao 5 (Valor: 3.0 pontos). Seja M C R3 um aberto limitado tal que sua fronteira seja uma variedade de classe
C! orientada com normal unitdrio #n apontando para fora de M e 0 ¢ 9M. Mostre que

/ (x,n}ds {O,seO¢M,
)

M [xP " )4, se0 e M.

Questdo 6 (Valor: 3.0 pontos). Sejam ) C R? um aberto contendo o disco unitario D = {(x,y) € R?: x> +y? <1}

e : Q — R*dadapor¢(x,y) = (f(x,y),g(x,y)), onde f>(x,y) + g*(x,y) = 1.
a. Mostre que frgy — fygx = 0 em Q).

b. SendoS! = {(x,y) € R?: x2 + y* = 1}, calcule fslfdgfgdf.

c. Conclua que ndo pode existir fun¢do ¢ com as propriedades acima tal que sua restricdo a S' seja a identidade.

BoaA Prova!



