MAT5711 — Célculo Avancado
Primeira Prova — 09/05/2012

Escolha duas dentre as trés primeiras questoes e mais duas dentre as trés titilmas questoes.
Indique suas opg¢oes na primeira pdgina da folha de respostas e justifique todas as passagens.

Questao 1 (Valor: 2,0 pontos). Calcule o volume da bola unitaria euclideana em R%, isto é, o
volume de B = {(x,y,z,w) € R* : X2 + 1> + 2> + w? < 1}.

Dica. Calcule inicialmente o volume de uma bola de raio r em R3 e use isso para determinar o
volume pedido.

Questao 2 (Valor: 2,0 pontos). Sejam p = (p1,...,pn) € R"talque p, > 0e A C R"1 um
conjunto limitado J-mensuravel. Defina S C R” por

S={xeR":x=(1-t)a+tp paratodoa € A x {0}e0 <t<1}.
Determine o volume de S em termos do volume de A.

Dica. Procure um difeomorfismo entre Se A x (0,1).

Questao 3 (Valor: 3,0 pontos). Sejam A e B subconjuntos J-mensuraveis de R”. Mostre que uma
funcao f : AUB — R é integrdvel se e somente se as restricoes f|4 : A — Re f|p : B— Rsao
funcdes integraveis e, nesse caso,

Lo+ f=[ flax [ 7ls

Questdo 4 (Valor: 3,0 pontos). Seja A um aberto de R® e denote repesctivamente por .% (A) e
Z (A) os conjuntos dos campos escalares e de vetores sobre A.

a. Mostre que existem isomorfismos lineares #;, 0 < i < 1, e ,Bj, 2 < j < 3, definidos como no
diagrama (0.1) abaixo tais quedoag = a1 0V, dow; = Bporotedo fy = B3 odiv.
b. Use o item anterior para concluir que rotoV = 0 e divorot = 0.

F(A) — Z(A) = Z(A) =T F(4)

(0.1) txol “1l ﬁzl ﬁzl
0%(4) —4 al(4) —45 ?(A) —4 03(A)
Questao 5 (Valor: 2,0 pontos). Sejam k > 1 e w uma k-forma diferencial em R".
a. Mostre que w A w = 0.
b. O item acima implica que w A dw = 0? Prove ou dé um contra-exemplo.
c. Mostreque sek = n — 1 entdo w A dw = 0.
Questdo 6 (Valor: 3.0 pontos). Mostre que a 1-cadeia {(x,y,z) € R®>: x> +y> = 1ez = 0} ndo
pode ser o bordo de nenhuma 2-cadeia em IR3 \ {(0,0,z) : z € R}.
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