MAT0326 — Geometria Diferencial I
Primeira Prova — 11/09/2012 — Solucoes

Questao 1 (Valor: 2.0 = 0.5 + 1.5 pontos).

1
a. Mostre que cos ( arctan(x)) = .
aue cos {arctan®)) = s 1
b. Determine uma curva plana « : R — R?, parametrizada por comprimento de arco, tal que x,(s) = 114 e

«(0) = (0,0).

Solugdo. a. Como arctan(x) € ( — 5, %) temos que sec (arctan(x)) > 0 e entdo

cos (arctan(x)) = ! = ! - !
"~ sec (arctan(x)) B \/1 + tan? (arctan(x)) V142

b. Lembremos que se x(s) > 0,s € I é uma fun¢do dada entdo toda curva parametrizada por comprimento de
arco, « : I — IR?, que tem «(s) como curvatura é dadeﬂ por

a(s) = (a—i—/OSCOSG(t)dt,b—i—/OssinG(t) dt>,

onde 0(¢) = fot x(s) ds + ¢. As constantes 4, b e ¢ determinam a “posicdo” da curva no plano.
Podemos escolher ¢ = 0 e entédo

t
0(t) = / K(s) ds = arctan(t).
0
Assim,

a(s) = (a + /OS cos (arctan(t)) dt, b+ /OS sin (arctan(t)) dt) .

Do item anterior temos que cos (arctan(t)) = \/117152 e disto concluimos que sin (arctan(t)) = \/1:_71}2 Logo

"S

s 1 t
a(s) = a+/ 7dt,b+/
(s) ( 0 V14++#2 0 V1412

Como «(0) = (0,0), devemos tera =0eb = —1.

dt) = (a+In(s+ V145, b+ V1+).

105 extremos de integracdo levam em conta o fato de que 0 € I
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Questao 2 (Valor: 2.0 = 0.5 4+ 1.5 pontos). Sejaa : [ — R3 uma curva regular. Podemos definir seu triedro de
Frenet, sua curvatura e sua torsao em termos da reparamentrizacao de « pelo seu comprimento de arco como se
segue. Sejam s(t) o comprimento de arco de a(t) e B(s) = a(f(s)) a reparamentrizacdo de « por comprimento de
arco. Definimos entao que

Tau(t) = Tﬁ(s), Ny (t) = Nﬁ(s), Bu(t) = Bﬂ(s) e Ky (t) = Kﬁ(s), T, (1) = Tﬁ(s).
Sejaa : R — R3 a curva dada por a(t) = (cosht,sinht, ).
a. Mostre que « é regular e calcule seu comprimento de arco.
b. Determine os vetores tangente, normal e binormal de &, bem como sua curvatura e torsao.

Solugdo. a. Temos que a/(t) = (sinht,cosht, 1) e portanto, para todo + € R, |a/(¢)] > 1. Logo a é uma curva
regular.

Calculando explicitamente temos |«/(t)| = /2 cosh(t), donde
t t
s(t) = / o (£)| dt = / V2 cosh(t) dt = v/2sinh(t).
Jo 0

b. Qualquer que seja a parametrizacdo da curva temos

o (t) 1
= = —(tanht,1,secht).
WO = V2! )

|@/(t) Ao (1)]
|/ (£)?
o(f) = |(—sinht,cosht, —1)| _ 1
2/2 cosh® ¢t 2cosh?t
De B = T A N e das equacgdes de Frenet segue-se que
T'=xN = N(t) = (secht,0,—tanht)

Lembrando que a curvatura de uma curva regular é «(t) = ea”(t) = (cosh t,sinh t,0) temos

1 h
(—tanht,1,—secht) e B'(t)= —— t(fsech t,0,tanht)

v v

1
B=1N = 1(t)=(B,N)= ———.
(B =1 ) 2 cosh? ¢t

B=TAN = B(t)=
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Questdo 3 (Valor: 2.0 = 1.5+ 0.5 pontos). Sejaa : I — R3 uma curva regular cujas curvatura e torsdao nunca se
anulam e sejam T, N e B seus vetores tangente, normal e binormal, respectivamente.
N AN/, N" £y’
a. Mostre que < 5 ) = (E)
IN| (£)" +1
b. Conclua que « é uma hélice se e somente se o conjunto {N, N’, N’} é linearmente dependente.

,onde x e T sdo a curvatura e a torsao de «, respectivamente.

Solugdo. a. Das equacdes de Frenet temos
0.1) NAN' =NA(—«T —1B) = B — T.
Derivando N’ obtemos
(0.2) N" = (=T —1B) = —(K'T +«T' + UB+1B') = —kappa'T — (xk* + T*)N — T'B.
De e e de {T,N, B} ser base ortonormal segue-se que (N A N’,N") = —«xt’ + «’t. Além disso
temos que |[N’|*> = x? + 72. Logo,

(NAN',N"Y  —xt +x'T _ % B (g)’

N2 R ()P (5P

. 1 K . . .
b. Uma curva é uma hélice se e somente se — é contante. Segue-se do item anterior que isso ocoire se e somente
T

se (NAN’,N") =0, ou seja se e somente se os vetores N, N’ e N” sdo linearmente dependentes.
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Questdo 4 (Valor: 3.0 = 1.0 + 2.0 pontos). Sejaa : I — R3 uma curva regular cujas curvatura e torsdao nunca se
anulam.

a. Suponha que a imagem de « estd contida numa esfera centrada na origem. Mostre que

’ !
0.3) Iy (1 (1) ) —0.
K T \ K
Dica. Escrevan = (T +yN + 6B.

b. Mostre agora que se (0.3) é satisfeita pelas curvatura e torsao de uma curva « entdo a imagem de « estd contida
em alguma esfera.

Dica. Usando os valores de , 77 e 6 obtidos acima, mostre que a curva « — ({T + #N + 6B) é constante e por-
tanto um fortissimo candidato a centro da esfera procurada.

Solugdo. a. Podemos supor incialmente que « estd paramentrizada por comprimento de arco e como, por hip6-
tese, a curva tem seu traco contido numa esfera centrada na origem temos que |«(t)| = r, donde («,a’) = 0.
Como o triedro de Frenet em cada t € I é uma base ortonormal para R® podemos escrever

a(t) = C(O)T(t) +n(E)N(E) +6()B(t).
Omitindo ¢, derivando e usando as equacoes de Frenet temos
(0.4) o =0T+T +4y'N+yN+6B+6B = (' —yx)T+ ({x +n' +601)N + (—n7 + theta)B.

Como (w,a’) = 0 temos que «(t) € [N(t), B(t)], donde { = 0. Além disso, (a’, N) = («/, B) = 0 e portanto as
coordenadas em (0.4) satisfazem

7+t = 0
—nt+6 = 0
-k = 1,
onde a ultima equacao segue do fato que &’ = T, pois « é parametrizada por comprimento de arco. Assim
temos que yy = %1 el = —11?/ = (%)/% Isto substituido na segunda equacao do sistema acima da
’ /
(2 -o
K T \K
, , 1 1,1,/ N -
b. Reciprocamente, considere a curva f = a + ;N — ?(E) ) B, onde x e T sdo as curvatura e torsdo de «a,

enquanto N e B sdo os vetores normal e binormal de a. Célculo diretos usando o triedro de Frenet mostram

que
o= (0= () e (T (20) e o

Isto mostra que, para todo t € I, 3(t) = P € R® é ponto. Finalmente
2
1 1,1,/ 1 1,721 )
SN—(=(2)) Bl =5+ (=) = =R?
K (T(K)> K2+{(K” T2

uma constante. Segue-se entao que o traco de « estd contido na esfera de centro P e raio R.

N
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Questdo 5 (Valor: 3.0 pontos). Seja S?(1) a esfera unitdria centrada na origem de R3 e sejam « e 8 curvas regulares
dadas pela intersegdo de S?(1) com x = y e de S?(1) comy = %, respectivamente.
a. Parametrize as curvas « e .

b. Calcule o comprimento do arco ligando os pontos (%, %, @) e (%, %, — @) tanto pela curva « quanto por S.
c. Determine o angulo que os vetores normais de « e 3 fazem com o vetor normal a S?(1).
Solugdo. a. A curvaa é dada pela intersecdo das superficies x2 4+ y? +z2 = 1 ey = z. Disto temos que 2x? +z% = 1
1
e portanto x(t) = —=cost e z(t) = sint. Logo,
p (£) 7 (£) g
cost cost
a(t) = —,——=,sint | ,t € |0,27|.
2 ( v2' V2 ) 027
A curva B é dada pela intersecdo das superficies x> + y> +2z2 = ley = %, ou seja, x* +z> = % e portanto

x(t) = ? cost e z(t) = v/32sint. Logo,

B(t) = (? cos t,;,\fsint> ,t € [0,2m].

=3
N

. A curva a é um circulo de centro (0,0,0) e raio 1, logo o seu comprimento de arco entre os pontos (%, %, %) e

11 V2 A T AT
(j, 5 77>, que produzem um arco de angulo 7, € 7.

Analogamente, a curva g é um circulo de centro (0, %, 0) eraio @ Logo o comprimento de arco de  entre os

pontos (%, %, @) e (%, %, —4) é @ arccos —%, pois o angulo entre os segmentos que ligam os pontos dados
ao centro de B é arccos —3.

c. Um vetor normal unitdrio a esfera unitaria em cada ponto, N(p), pode ser o proprio vetor posigﬁ(ﬂ ou seja

N(p) = p.
Para a curva a temos

, sint sint

(5

y cost cost .

o' = <_ﬁ,_ﬁ'_smt> = —n

Sendo N, o vetor normal unitério a curva &, temos que &’ = AN,, jd que |«’| = 1 e a é uma curva plana.

Como o vetor normal a esfera no ponto a(t) é a(t) temos que Z(N,, N(«)) = Z(a”, ) = 7.
Para a curva beta temos

g = (—?sint,O,?cost)
,B” - (—?cost,O,—?Siﬂf)

Como antes, indicando por Ng o vetor normal a curva j temos que 8 = ANg, pois |B'| = @ e ptambém é
uma curva plana. Deste modo, o angulo 6 entre Ng e N (beta) satisfaz

cosf = <Nﬁ'N(ﬁ)> _ 34 _ —ﬁ =0= 5—”

CINglIN(B) VB2 2 6

2Na sua solucdo vocé poderia ter escolhido o vetor oposto e a resposta obtida difere da aqui apresentada por 7.
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Questdo 6 (Valor: 3.0 pontos). SejaS = {(x,y,z) € R3: z = y?> — x?}. Para cada 6 € [0, 71| seja ap a curva dada
pela intersecao de S com o plano que contém o eixo Oz e faz angulo 6 com o eixo Ox.

a. Parametrize a curva ay.

b. Determine x,, (a curvatura de «g).

c. Determine os valores de 6 para os quais «,, € mdximo e minimo no ponto (0,0,0).

/ A 1
Dica. A curvatura de uma curva regular qualquer em R3 é dada por x = w
Solugao. a. Paracada 6 € [0, 7] o plano em questao é dado pela equagao cosfx + sinfy = 0, ou y = — cotx, se

8 #0,mex =0,sef = 0, 7. Deste modo a curva dada pela interse¢do da superficie z = y? — x> com um desses
planos pode ser parametrizada, para f € R, por

2 (t) = (t, — cotft, (1 — cot? G)tz), sef £0,
¢ B (0/ t/_tz)/ Seﬂ = 0, 7T.

b. Seguindo a sugestdo dada no enunciado, os ingredientes para o calculo da curvatura de &y sdo

““:(mezu—mﬁmm sef #0,7 o o — (0,0,2(1 — cot?h)), sed #0,7
7 10,1, —21), sef =0, %7 1(0,0,-2), sef =0,
Assim,
2
2|1—cot? |V1+cot? § o, se 0 +£0,7
Kay (t) = (1—|-cot2 6+4(1—cot? 9)21‘2) 2
%, sef =0, .
(1+4£2)2

c. O ponto (0,0,0) corresponde a t = 0 em cada ag. Queremos encontrar extremos da fungéo x,,(0) : [0, 7] = R

dada por

21—cot?0] _
mAmz{lﬂf9 2| cos(26)|, sed #0,7

2, sef =0, .
Claramente o valor méximo de xy(0) é atingido quando 6 = 0, 5, 77, onde xy(0) = 2 e é minimo quanto
0=1, %, onde x4(0) = 0.
Observagdo 0.1. Note que aqui estamos considerando a curvatura sem sinal das curvas planas ay. Seria inte-

ressante e de grande utilidade para os préximos tépicos do curso estudar esse tipo de problema considerando
a curvatura com sinal.



