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Modelo do votante

Sistema de particulas: inicialmente, 79 € {0, 1}Zd: configuragdo de
opinides (0 ou 1) de individuos postados em Z€.

Cada individuo é equipado de um alarme. No desenrolar do tempo
(continuo) a partir do instante inicial (t = 0), cada alarme de cada
individuo soa, independentemente dos demais, a taxa 1 (i.e., a
intervalos iid com distribuicdo exponencial para cada individuo).

Ty,i ~ Exp(1) iid,
xezd i=1,2,...
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Modelo do votante (cont)
Cada vez que o alarme soa para o individuo em x € Z9, ele escolhe
um de seus vizinhos mais préximos em Z¢ uniformemente ao
acaso, e adota a opinido que este individuo tem neste tempo; i.e.,
se s* for um dos tempos em que o alarme de x soa e y for o
vizinho de x selecionado neste tempo, entdo 7s+(x) = ns+(y).

Note que este mecanismo de troca de opinido estd bem definido
localmente quase certamente pois ndo ha coincidéncia de toques
de alarme com probabilidade 1, i.e.,

P(Sx,; =S, para algum x # y ou i # j) =0,
onde Sy =7, Txin>1 xez9

Vamos a seguir apontar uma propriedade chave deste modelo,
formulada em termos de um objeto chave, definido a partir dos
mesmos ingrediente do modelo, que em particular implica em que
ele estd bem definido globalmente para todo tempo quase
certamente. Comegcamos com o segundo.



Modelo do votante (cont)

x=0

Setas a partir de cada individuo, num toque de seu alarme, apontam para
o vizinho a ser consultado na ado¢c3o de nova opinido.



Passeios aleatérios coalescentes em tempo reverso

Para x € Z9 e t > 0, seja X*(s), 0 < s < t o processo de saltos
cuja trajetéria comega em (x, t) e percorre o espago-tempo em
sentido temporal contrario ao do tempo do modelo do votante,
inicialmente seguindo a linha de tempo a partir de (x, t) (para trés
no tempo); quando encontra uma marca de toque de alarme, a
trajetdria salta para o vizinho da posicao corrente, seguindo a seta.
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Passeios aleatdrios coalescentes em tempo reverso (cont)

Na figura, temos X~ 1f(t) = (1,0).

Notemos que para cada x € Z9 e t > 0 fixos, X*(s),0<s<té
um passeio aleatério simples e simétrico em Z9 comecando em x.

Para pares distintos (x1, t1), ..., (xk, tk), k > 2, X*ti(-),
i=1,...k, s3o passeios aleatdrios coalescentes, isto é, sdo
passeios aleatdrios independentes até (eventualmente) se
encontrarem, quando coalescem e seguem juntos a partir dai.



Passeios aleatdrios coalescentes em tempo reverso (cont)
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Dualidade

O modelo do votante (1; = {n:(x); x € Z9},t > 0) exibe uma relagio de
dualidade com o sistema de passeios aleatdrios coalescentes
{X¥t();x € Z9,t > 0}:

ne(x) = no(X*t(t)) para cada x € Z9,t > 0. (1)

Para mostrar que (1) estd bem definido quase certamente para todo
(x,t), x € Z9, t > 0, simultaneamente*, basta fazer isto para cada
(x,5x), x € Z4, i > 17 (pois para cada S ;_1 < t < Sy, temos que
X*Hs)=x,se0<s<t— S5 1) e Xt —5_1) = XX’SXJ—l(O),
onde S, o = 0).

Para que que X*>«i esteja bem definido para dado x € Z9 e i > 1, basta
que ndo seja explosivo, isto é, ndo dé um ndmero infinito de saltos em
tempo finito. Isto é claramente verdadeiro (quase certamente) para cada
x € Z9 e i > 1 individualmente, e logo simultaneamente.

*Note que se trata de um conjunto n3o enumerdvel de condic&es.
"Neste caso, temos um conjunto enumeravel de condicdes.



Comportamento assintético do modelo
(n¢, t > 0) estd entdo bem definido, e é um processo de Markov
em .
Queremos estudar o comportamento assintético da distribuicdo de
7 quando t — oo

Para isto, vamos supor que 79, a condigdo inicial do modelo do
votante, tenha distribuicdo m,, a probabilidade produto em

{0,1}% tq ma(n(0) = 1) = a.

Vamos usar a dualidade com os passeio aleatérios coalescentes
para escrever

ne(x) = no(X*H(t)), x € Z9,t > 0.

Notemos a seguir que para cada t > 0,
{ne(x), x € Z9} ~ {ije(x) = mo(X*(2)), x € 2}, (2)

onde X = {X*(-), x € Z9} é um sistema de passeio aleatdrios
coalescentes em tempo reverso comegando no tempo 0.



Tempos e enderecos de salto de {X*(-), x € Z9}

t<o0
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Classes coalescidas

Para 0 <t < o0, seja L a relacdo de equivaléncia em Z9 tq x & 3%
se X* e XY coalescerem até o tempo t, e seja Cy = {C} a familia
de classes de equivaléncia determinadas por X, que particionam
AR

Seja v; a distribuicdo de probabilidade de {7i;(x), x € Z9}. Entio,
dado /1"’, temos que a cada cada classe de C;, independentemente
das demais, seré atribuida (por v¢(-|¥)) opinido identicamente
igual a 1 com probabilidade «, e opinido identicamente igual a 0
com probabilidade 1 — «.

Para cada t > 0 e x € Z9, seja C,(t) a classe de C; a que pertence
X, e note que, para 0 < s < t, temos que

Ce(5) © Cu(t) e Cu(00) = Uro Cu(1).
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Distribuicdo assintdtica
Segue de (3) que v¢(:|¥) = voo(-|X) quando t — co. (Verifique.)
Teorema 1. {n:(x), x € Z9} = 1 := Voo quando t — 0.
Dem. Segue imediatamentente de (2) e da observagdo acima.

Teorema 2. (Aglomerag3o)
Emd=1e2, u,=ad +(1—a)d,
onde 41 é a medida que atribui prob 1 a configuragdo n = 1,

e dp é a medida que atribui prob 1 a configuracdo n = 0.

Teorema 3. (Coexisténcia)

Em d > 3, p, atribui probabilidade 1 a

e {0, 17 Y pun(x) =00 e Y cp(l —n(x)) = o).
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Aglomeracao vs Coexisténcia

Para ambas demonstracdes, notemos que para x, y € Z9,

X*(-) — X¥(-) é um passeio simples e simétrico em Z? (em tempo
continuo) com absor¢do na origem (ie, é uma cadeia de Markov
em Z9 com as transices do passeio aleatério simples e simétrico
em toda parte, a ndo ser na origem, onde é absorvente).

Dem. do Teo 2: Como o passeio aleatdrio simples e simétrico é

recorrente em Z9, d =1 e 2, temos que Cos = Z9 qc nestes casos.

O resultado segue imediatamente.

Dem. do Teo 3: Basta mostrar que ha qc infinitas classes
(distintas) de C. Para isto, vamos mostrar que hd qc uma
sequéncia infinita (x,)n>1 tq x1 = 0 e Gy (00) # Cy;(00) se
i,j>0,i%#j.
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Dem. do Teo 3 (cont)

Seja PP a distribuicio de X, e consideremos o evento

A={Vn>1ley,...,yo1 €29 Iy, € Z9 tq
Gy, (00) # C(00) se i =0,...,n—1}.

Vamos mostrar que P(A) = 1. Basta considerar o caso em que n > 1 e
Y1y -y Yn_1 € Z9 estdo fixos (pois se trata de uma quantidade
enumerdvel de condicdes).

Como o passeio aleatério simples e simétrico é recorrente em Z9, d > 3,
dado z € Z9, temos que a prob de XZ e X¥ coalescerem (eventualmente)
se anula no limite em que |z| — oo paracada i=0,...,n—1.

Seja B, o evento em que para, algum i =0,...,n—1, X* e X”
coalescem. Entdo P(B,) — 0 qdo |z| — .

Logo, existe uma sequéncia (z) tal que 3, P(B,,) < oo, e por
Borel-Cantelli, existe qc N < oo tq X*¥ e X' n3o coalescem para cada
i=0,...,n—1. Basta entdo tomar y, = zy. O
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