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Processos Markovianos de salto dependentes da densidade

Para tratar do segundo regime do SIR (m = pun; | ~ Exp(1)),
vamos observar (adiante) que o par ((Xs(t), Yn(t)))e>0 que
descreve a evolucdo temporal dos niimeros de inds suscetiveis e
infecciosos, resp, € um processo Markoviano de salto dependente
da densidade. Comecaremos entdo por desenvolver uma teoria
geral para o comportamento assintético deste tipo de processo qdo
certo parametro n diverge em termos de uma Lei dos Grandes
Nimeros levando a solugdes de certas equagdes diferenciais
ordindrias (deterministicas).



PMSDD

O modelo

Para n > 1, seja (Z,(t))r>0 uma cadeia de Markov em tempo
continuo em K,, um subconjunto finito de Z¢ com a ppdde que
existe um subconjunto compacto K de R tq %IC,, CKVn.

As taxas de transicao de Z, sao dadas dadas por
zz+12 =npy(z/n), z,z+ 1 € Ky, £ # 0, onde

By K — Rt ¢ €79 é uma familia de funcBes continuas tq
L:={teczZ: B, #0} #0 é finito.

Tomaremos a condigdo inicial Z,(0) deterministica.
Temos entdo as seguintes conds infinetisimais:
P(Z,(t + h) = z+ 4| Z,(t) = z) = hnBe(z/n) + o(h), £ # 0;

1
BZy(t 1 h) = 2Zo(t) = 2) = 1 — S fule/m) o). O



Construcao via Processos de Poisson

Sejam Yy, ¢ € Z9 uma familia iid de processos de Poisson de taxa
1, e facamos

2,6)= 2,0+ Y vi(n [ 5u(z5)/n 2)
lel

Ent3o Z, é uma realizacdo do processo descrito no slide anterior.
(Verifique.)



Lei dos Grandes Ndmeros

Seja Y, = Yy(t)—t, t >0, £ € Z9 e facamos Z, = Z,/n, eseja F a fc
de tendéncia tq F(x) = Y ,c . (Be(x), x € RY.

Entdo (2) é equivalente a

Zn( +Ze Yg /m ds+/0tF(_,,(s))ds. (3)

LeLl

Lema 1

Seja Y = (Y(t))r>0 um processo de Poisson de taxa 1, e seja
Y(t) = Y(t) —t. Dado t > 0, temos entdo qc que

SUPp<s<t %|\A/(ns)| — 0 qdo n — oc.

Dem. Exercicio



LGN (cont)

Segue das conds sobre 8y — sup,cx Be(x) < 00, |L] < 0o — e do
Lema 2 que o termo central a dir em (3) se anula no limite qdo
n — oo para cada t > 0.

Supondo que Z,(0) — z € K qdo n — oo, isto sugere que o
comportamento assintético de Z,(t) qdo n — oo é o mesmo
daquele da sl¢ da eq integral

z(t)y=z+ /Ot F(z(s))ds. (4)

Vamos enunciar e provar um resultado nesta direcdo em seguida.



Teorema 2

Suponha que F seja Lipschitz continua em K e que

Z,(0) — z € K qdo n — oo. Entdo para todo t > 0

lim o0 SUPo<s<¢ | Zn(s) — 2(s)] £ 0,

onde z(-) é a Unica sl¢ de (4).

Obs. 1) A existéncia e a unicidade de sl¢ (global) de (4) nas conds
do Teo 2 sdo estabelecidas na teoria (bésica) das eqs diferenciais
ordindrias.

2) Este resultado pode ser enunciado em conds mais gerais sobre o
espaco de estados de Z, e 3y. Vide Andersson & Britton; Ethier &
Kurtz.

Como ingrediente da prova do Teo 2, passamos a seguir a um
resultado de anilise.



Desigualdade de Gronwall

Suponha que f seja uma f¢ real tq 0 < f(t) < a+ bfot f(s)ds,
para certas constantes positivas a, b, e todo t > 0. Entdo

f(t) < aebt, t >0.

Dem. Iterando a desigualdade do enunciado, obtemos

t t S1
f(t) < a—l—b/ f(s1) dsi < a+b/ (a+b/ f(sz)dSQ)dsl
0 0 0
t S1
= a-+ abt + b2/ / f(s2) dsp dsy
0 0

t S1 S2
§a—|—abt+b2// a—l—b/ f(53)d53 dszdsl

= a+ a(bt) + +b3// / (s3) ds3 dsy ds;

oo

k=0



Dem. Teo 2

Sejam 3y = maxycx Be(x), £ € L, e M a cte de Lipschitz de F em K.
Entdo paras <t

|Z,(s) — z( _z+Z£ v@ n 5@
teL 0
+Js (F<2n<u> F(z(v)))d \
< |Z,(0 —2‘4— €] sup *|Yg nByu) |+/\/I/ | Z,(u) — z(u)|du.
0<u<

el
Gronwall =

1Z0(5) = 2(3)] < [1Z0(0) = 2| + X per [l suPocyce  Ve(nByu)]

e, logo,
sup 12,(5) — 2(5)] < [1,(0) 2l + 3 11| sup > V(nfou)] &M
0<s<t o<u<t N

LeLl

e o resultado segue do Lema 1 e da hipdtese sobre a condi¢do inicial. [J



Aplicacdo ao SIR no segundo regime

Obs. Modificaremos a partir de agora a definicdo do modelo: as setas
(orientadas) de infecgdo (efetivas ou n3o) entre pares (ordenados) de inds
distintos da pop segundo PPs de taxa A\/n, independentes para pares
distintos. Para ter a definigcdo original nesta forma, seria necessario
estipular A/(m + n — 1) como a taxa dos PPs. Isto modificaria o
resultado a ser apresentado e discutido abaixo, mas de uma forma
quantitativa apenas.

Z, = (Xy, Yy) é um PMSDD em K, = {0,...,n} x {0,...,(1 4+ p)n}
com taxas de transicdo

Ty (xLysny = 2 =M € G0 0y =y =1,
onde X =%Xey =2 elogo
B—1n(x,y) =Axy e Bo,—1(x,y) =y,

(x,y) € K:=10,1] x [0,1+ p] € R2.
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Aplicagdo ao SIR (cont)

Temos F(x,y) = (—Axy, Axy — y), e logo p/(x,y), (X', y") € K:
[F(x,y) = F(X',y')l < M[(x,y) = (x',y')|, onde M = 2A(1 + p) + 1.
Segue do Teo 2 que

limp— 00 SUPg<s<t |Z,,(s) — z(s)] £,
onde z(-) € a tnica sl¢c de

x'(t) = =Ax(t)y(t), x(0)=1

Y1) = Mx(t)y(t) — y(t), y(0) = p,
e segue que

x(t) = e~ (),

V() =14 () — e,
onde w(-) é a lnica slg de w'(t) = 14 p — w(t) — e ), w(0) = 0.
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Obs.

1) Sendo limite de uma f¢ n3o negativa e ndo crescente, x(-) tem tb esta
ppdde; logo, w(-) é uma f¢ n3o negativa e n3o decrescente, e logo tende
a um limite W qdo t — oo; logo, x(t) — X := e™*" qdo t — oo.

Agora, w tem que ser finito, pois se ndo y(t), que é igualmente n3o
negativa (sendo limite de f¢ ndo negativa), se torna negativa a partir de
algum t.

De fato, ¢ facil ver que ¢(W) = lim;_o0 ¢(w(t)) = 1 + u, onde

B(x) = dr(x) = x + e, do contrario w/(t) é uniforme/e positiva e
lim; 00 w(t) = co. Concluimos que W = ¥»(1 + p), onde ) = ¢;1 éa
fc inversa de ¢ (-) em (7,00), onde 7 = 7, é a maior raiz de ¢(x) =1
em [0,00). Logo, & = e *¥2(1+1) > 0V A\, u > 0. E tb que

lim; 00 y(t) = 0.

Notemos que ¢ — id qdo A — oo e logo X = (A, ) — 0 qdo ou
A — 00 ou p — oo (com o outro pardmetro fixo > 0).

Tb temos que K(\, 1) = L qdo X =0, e K(\,u) e A =1—71

qdo p— 0. E (A, ) < 1.
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Obs. (cont)

2) Finalmente, qto ao comportamento de y(-), note que se A <1,
entdo y é n3o crescente.

Ao contrario, se A > 1, entdo y inicialmente cresce até um ponto
de maximo, e é decrescente em seguida.
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