Recorréncia positiva é propriedade de classe

Suponha que x seja recorrente positivo, i.e.,
E.(T,) < oo, (1)

e x <> y. Vamos mostrar que
E,(T,) < oco. (2)

Podemos tomar y # x.

Vamos supor que Xy = = e particionar o conjunto de tempos N em ciclos: para ¢ > 1:
Co = {Téeil), e ,Ty) — 1}, onde T =0 e, para { > 1, T ¢ o tempo da (-ésima passagem de
(X,) por z.

Note que, por hipétese, todos os ciclos sao finitos e seus respectivos comprimentos C; :=
79 — 7Y sios v.a’s iid com média finita.

Além disso, pela Propriedade Forte de Markov, eventos que dependem somente do que
ocorre com o processo em ciclos diferentes sao independentes.

Para ¢ > 1, seja A, o evento em que (X,,) visita y durante o ¢-ésimo ciclo, i.e.,

A, = {X,, =y para algum n € Cs}.

Entao, Aj, As, ... sdo eventos independentes e identicamente distribuidos. Seja p = P(A;).

Notemos que p > 0, caso contrario P,(X,, = y para algum n > 0) = 0, em contradi¢cdo com
T —=y.

Seja Ly = inf{¢ > 1 : A, ocorre} e Ly = inf{¢ > Ly : A, ocorre}, a primeira e segunda
vez que acontece de (X,,) visitar y durante um ciclo. Note que L; e Ly — Ly sdo v.a.’s iid
Geométricas com parametro p.

Vamos supor agora que p < 1. O caso em que p = 1 é mais simples. Notemos que

Ex(Tr) = Ez(T(l)) = EI(Tagl)Vll)p + Ex(Tél)’Ai) =Tp+ ' q,

T

onde ¢ = 1 — p, e concluimos de (1) e p,g > 0 que 7, 7" < 0.
Notando que T, < oo IP.-quase certamente, z = x,y, temos agora que, de novo pela PF'M,

que By(T,) = E,(Ty" = T}"), e que T, = T}V < T — {70 = 3002, G
Logo,
l1+k
Ey(Ty) S Z Z Em(CZ|L1 - 61, L2 - 61 + k) Pw(Ll - gl, L2 - 51 + k) (3)
01,k>1 0=0,

Temos agora que P, (L = l1, Ly = Ly + k) = ¢"“pg"~1p = ¢+ 2p? e notemos que

T, sel =100 +Ek

(Cy| Ly Ly &2 1 ) {7—/, se by <l </ly+k.

Substituindo em (3), concluimos que, fazendo 7 = max{r, 7'} < oo,

E,(T,) <7p° ) (k+1)¢" 2 = fp?{ > qel_l}{ Y (k+1) qk_l} < 00,

£1,k>1 6>1 k>1



