Diagonalizagao de matriz estocastica 2 x 2

Seja
_{1l—-a «a
P- (157 1%)

uma matriz estocdstica, onde a, 3 € [0,1]. Se o+ 3 = 0, entao P é diagonal,
um caso trivial. Suponha entao que

a+3>0. (1)

Para diagonalizar P, vamos comecar por achar seus auto valores.

Autovalores de P
O polinémio caracteristico associado a P é dado por

mqp_xn:dm(l_g_* 1_§_A):;f—@—a—ﬁﬂ+l—a—ﬁ

(2)

onde I é a matriz identidade, e suas raizes, os autovalores de P, sao

)‘.1:1, )\2:1—&‘—,8 (3)

Autovetores de P
Um auto vetor v; = (x1,) de P associado a A; deve satisfazer

Pvi = Av] =V, (4)

onde, dado um vetor v, v! denota o vetor transposto de v. (4) pode ser

escrito
(50 12) ()=(0) ®

o que equivale ao sistema de equagoes

(1-a)er+ap = o (6)
Bri+(1=-B)y = (7)
que por sua vez equivale a
ay = ar (8)
Bx1 = By1. (9)



De (1) concluimos que x; = 3, e logo podemos tomar
vy =(1,1) (10)

como auto vetor de P associado a A;.
Repetindo o procedimento para As, temos

(lﬁalfﬁ)(ii):“—ﬂ—m(ij) (1)

0 que equivale ao sistema de equagoes

(I-a)zz+ay = (1-a- [Pz (12)
Bra+(1—-Blyp = (1 —a— By (13)
que por sua vez equivale a
Yz = —535-?2- {14)
De (1) concluimos que
V2 = (—a, ) (15)

é um auto vetor de P associado a As.

Diagonalizagao de P
Sejam agora

- (33)-(17)
o= (3 8)-(hitn) w

Das relagoes entre auto valores e auto vetores, segue que
PA = AD. (18)

De (1) temos que det A # 0; logo A ¢é inversivel, e logo

- 5(4T) 1)

Concluimos finalmente que

P =ADA™. (20)



Comportamento assintético de poténcias de P
De (20) temos que

no__ na-—-1_ 1 0 -1
P"=AD"A —A(D (1_&,_5}”)1& . (21)
para nn > 1.

Pela continuidade das operagoes com matrizes envolvidas, temos que o
comportamento assintotico de P se reduz ao comportamento assintotico da
sequéncia numérica ((1 — a — 3)")p>1. Fora o casoem que a+ 3 =0, ja
excluido em (1), vamos excluir também o caso em que o« = 3 = 1 (trata-se
de um outro caso deterministico). Nos demais casos, temos que

(1l—-a-—-p"—0 (22)

quando n — oo (pois entdo |1 — o — 3| < 1), e finalmente

3
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