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Equacdes de Kolmogorov

Tempos de parada

Uma va T > 0 é dita um tempo de parada para (X;) se o evento
{T < t} depender apenas de (X;)s<; para todo t

Teorema 1 (Ppdde Forte de Markov)

Seja (X¢) ~ PMS(1,Q) e T um t.p. p/(X¢).
Entdo, dados {T < oo} e {X7 = x},
(XT+¢)e>0 ~ PMS(d4, Q), indep de (Xs)s<T-



Eqs Kolmogorov (cont)

Teorema 2

Seja (X:) um processo de saltos cont a dir em S finito. Seja Q
uma @-matriz em S com matriz de saltos . S3o equivalentes:

(a) Dado que Xy = x, a cadeia de saltos (Y},) é uma CM(dx, M), e
p/n>1, dados Yy, ..., Ys—1, 0s tempos entre saltos T1,..., T,
sdo va's exps indep c/txs qy,, ..., qy, ;. resp.

(b) Para t,h > 0, dado X; = x, X¢4h é indep de (Xs)s<¢ € qdo
h 10, unif/e em t
P(Xeth =y | Xt = X) = 6xy + qxyh + o(h);
(c)Dados n>1e0<tg<t; < -+ <thr1€Xx0,-..<Xpt1 €S:
IED(th+1 = Xn+1| Xt = Xn, ..., Xy = x0) = PXan+1(tn+1 — tn),
onde {P(t) = (P (t); x,y € S), t > 0} é a sl¢ da eq avan¢ada
P'(t) =P(1)Q, P(0) =L



Dem. Teo 2

@
(@a=b) Pu(Xp=x)>P(T1>h)=e%"=1+ gy + o(h)
e para y # x
@
]P)X(Xh = y) > ]P)X(Tl <Y = Y, T, > h) = (1 — e*qxh)wxye*th
= Gy + 0o(h)
Logo,

1 0
—

(3 )
1= P(Xn=y) = 6g+(D_ay)h+o(h)=1+o(h),
y y
e podemos concluir que as >'s em (1) e (2) sdo ='s.

(b= c) Fagamos Py, (t) =P, (X; =y). Dados x,y € S e t,h > 0:
Py (t 4 h) =32, Pu(Xe = 2)P(Xen = y|Xe = 2)
= 222 Pee(t)(0y + Gzyh + o((h))



(b = c) (cont)
Logo,
H(Po(t+h) = Py (t)) = ¥, Pa(t)azy + %52
segue que
limajo (P (t + h) = Py (1) = (P(£)Q)sy
Podemos repetir o argumento com Py, (t) e Py, (t — h), e obter

Py (t) = (P(£)Q)sy-

(c = a) Como no caso do PP.
g

Obs. 1) Como S ¢ finito, como ja vimos, podemos substituir a eq
avancada pela atrasada

= QP(t), P(0) =1

(j& que ambas eqgs tém uma dnica e mesma slg).



Obs. (cont)

2) Note que (b) pode ser escrita de forma matricial. Seja
P(s,t) = (Puy(t — 5))xyes-

Entdo, (b) equivale a

P(t,t+h) =1+ Qh+o(h).

Logo, para n > 1,
P(t) = P(0,£) = P(0, £)P(£,2t) ... p({n=L)t )

n’> n n
~ 1+ QL +0o(L)) — €@
qdo n — oo.



S infinito

Vamos escrever as eqs de Kolmogorov.
Eqgs avancadas
P'(t) =P(t)Q, P(0) =1
ou
P>/<y(t) =2 25 Pxe(t)Gzys X,y €S, Pey(0) = by
Eqs atrasadas
P'(t) = QP(t), P(0) =1
ou

P;y(t) =2 ,e5 GzPz(t), X,y €8, Py (0) = b, .



Teorema 3

Seja Q uma Q-matriz. Ent3o a eq atrasada tem uma slg minima
ndo negativa P(t), t > 0. Esta sl¢ tem a ppdde de semigrupo:

P(s)P(t) =P(s+1t), s,t > 0.
Obs. Se S for finito, ent3o pelo Teo 2 do ¢j de slides inicial sobre

CMTC, temos que P(t) = eQ, que pelo mesmo resultado é a
nica sl¢c de ambas eqs de Kolmogorov.



Teorema 4

Seja (X:) um processo minimo cont a dir em S *. Seja Q uma
Q@-matriz em S com matriz de saltos I e semigrupo P(t) dado
acima. S3o equivalentes:

(a) Dado Xy = x, a cadeia de saltos (Y,) ~ CM(dx, M), e dados

n>1leYy,...,Ys_1, 0s tempos de visita sucessivos T1,..., T,

sdo va's exps indep c/txs qy,, ..., qy,_,, resp.

(b) Dados n >1e0<ty <ty <- -+ <tht1€X0,... < Xpp1 €S:
P(th+l = Xn+1 |th = Xny.-- ,Xto = X()) = PXan+1(tn+1 — tn).

Nestas conds, chamaremos (X;) de PMS com gerador (ou gerado
por) Q. Not: (X:) ~ PMS(-,Q)

*Vide Slide 15 do ¢j de slides inicial sobre CMTC.



Dem. Teos 3 e 4

Seja (Xt) o PMS minimo associado a Q construido nos slides da aula
sobre PMS (vide Slide 4 daquele cj de slides), e seja

'DX)’( ) Py (Xt ) P(t) = ('ny(t))x,yES-

1) Vamos mostrar que P satisfaz a eq atrasada. P/x,y € S, dado Ti:

Py (t) = Pu(Xe = y| Ty > t)e™ %" / ds g e~ * Z’R’XZ 2 (t— )

z#x
t
= 0y " + / dse™%* Z Gz Py (t —5) (1)
0 z#X
Logo,
Py (t)e™" = oy, +/ ds ) G €% Pay(s), (2)
ZH#X

o que mostra que P,,(t) é continua e diferencidvel (pois a série no
integrando é uni/e conv e logo uma f¢ cont).
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Dem. Teos 3 e 4 (cont)

Diferenciando (2) nos dois lados:

g, et Py (t) + et P>l<y(t) = Zz;ﬁx Qxz ethPZy(t)'

e logo, cancelando e%*! nos dois lados, e como g, = —gxx:
P)Qy(t) = Zz Axz sz(t) (3)

2) O mesmo argumento para provar (1) (condiciona/o em T; e o destino
do 1o salto, usando a ppdde de Markov e homog temporal) tb prova que,
para n > 0,

]P)X(Xt =y, t< Sn+1) = 5Xyeint
t
+/ dS equs Z qszz(Xt—S = ya t ) < SI'I) (4)
0
z#x

Por outro lado, se P(t) satisfaz a eq atrasada (na forma diferencial),
entdo tb a satisfaz na forma integral (para ver isto, basta percorrer os
passos de (1) a (3) acima em reverso.)
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Dem. Teos 3 e 4 (cont)

Py (t) = Oy %t /dse qxquXZ 2 (t—s). (5)

zZ#X
Se P, (t) > 0, entdo

Pu(Xe =y, t < So) =0 < Py (t) ¥V x,y €S. (6)
Subst (6) em (4) e usando (5) recursiva/e, obtemos
P.(X; =y, t < S,;) < P, (t) ¥V n, e tomando limite gdo n — oo:

II;DX()<t‘ = }/) S ’E)Xy(t) |:lminimali//

3) A ppdde de semigrupo segue da ppdde de Markov:
ny(s + t) Z ]P) ( = Z)]P) (X5+t y‘XS = Z)
:ZZ]P)X( SZZ) Z(Xt:.y) |:|Te03
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Dem. Teos 3 e 4 (cont)

4) Supondo que (X;) satisfaz (a), como fizemos até agora, e
usando a PM:

IP>()<i'n+1 = Xn+1‘th = Xny .- 7Xf0 = XO) = PXan+1(tn+1 - tn)'
e (b) esta satisfeita. Finalmente, um argumento como aquele

utilizado para o PP mostra que (b) implica em (a). Oreo s

Obs. Se Q for n3o explosiva, entdo temos unicidade das sl¢s
probabilisticas das eqgs atrasadas.

Exemplo de processo ndo minimo: PN explosivo voltando a origem
(c/prob 1) em (.

Teorema 5

A sl¢ minima n3o negativa da eq atrasada coincide com a sl¢
minima n3o negativa da eq avancada.

Dem. Livro
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