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Modelo de Ising (ferromagnético) em Z¢

Spins em Z4
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S={-1, —i—l}Zd ... configuragdes de spins em Z9.



Modelo de Ising
Material (ferro)magnético em equilibrio termodindmico:
A C Z9, finito: Sy = {-1, +1}A
Energia/Hamiltoniano de o € Sp c¢/cond de fronteira € Szq
Hil(o) = — Z*nyUny - Z hyoy — Z JyyOxny,
X,y €A xeA xEN,yEN

onde J,, >0, x,y € Z% J, =0, se ||x — y|1 # 1: ctes de acoplamento;
(hx)xeze € [07oo)Zd: campo externo.

Eventual/e: Jy, =J >0, x ~y b he=0n=+1lou=0
1

Medida de Gibbs: pji(0) = =7 exp{—BH\ (o)}, o € Sp, onde
A

B >0 (par: inv temp); Z) = Z e PH(@); normalizacso
o ESA

*Cada par conta sé uma vez na soma.
"Not: x ~ y se ||x — y|l1 = 1; x, y ditos vizinhos mais préximos



Obs. (h,=0;n=+4+1oun=-1)

1) Competicdo entre confs alinhadas (com maiores pesos de Gibbs
individuais) e confs desordenadas (em maior ndmero), mediada

p/ B

2) Qto maior 3, maior o peso das confs alinhadas;

)
3) Em vol finito, 5 > 0: tendéncia de alinha/o com a fronteira;
4) Em vol infinito: tendéncia pode desaparecer;

)

5) oy =J >0, x~y, vol oo, d > 2: trans. fase; 3 . € (0,00):

a) se 8 < f¢, alinhamento desaparece;

b) 8 > (.: alinhamento persiste (magnetizagcdo espontinea);
6) Jyy = J, x ~y, d = 1: ndo hd magnetiza¢do espontdnea;

7) Jyy =J, x~y, hy=h>0: alinha/o com o campo vence.



Desigualdades de correlacao

De agora em diante: 7 = +1 (fronteira +) ou = 0 (fronteira livre)
(subst 1 por + ou 0, resp, em H, p e Z).

Dado) #AC Aeoc €Sn sejaoa=][cnox eop=1
Not: 1) Dada f : Sy >R e x =+ ou O:
(= i(N) = [ F@)dui(e) = 3 Flo
geS)
2) (oaioB)) = (0a0B)A — (CA)A(TB)A-
Proposicao 1. (#'s de Griffiths)
VAL BCAex=4+o0ul
(i) {oa)} > 0

(i) (ca;08)7 > 0.



+'s Griffiths

Dem. Basta fazer o caso * = 0, pois

(oA = limpso0(oa)?, (0)
onde A\=AUITA, OTA={y ¢ AN: x~y}, e hy=hem dTA.
(i) Basta mostrar que

Z oA EXp { Z Jyox0y, + Z hxax} >0 (1)

ocE€SH X,y €N x€EN
(8 incorporado nos Js e hs, spg).

Sejam {e;, ie M ={1,....M}} e {x;,j e N ={1,...,N}}
enumeragdes dos elos e sitios de A, resp; fagamos J; = Jo, = Jy, 2,

Oe; = 0y,07, onde y;, z; sdo as extr de e;, e hj = hy; entdo

exp{--} = i % ; (Z) ;UA(;EZM J;aei>k<§/hj0>g>"k



Dem. Griffiths (i) (cont)

Expandindo as poténcias, temos, resp,

E Jil...ikae,-l...e,-ka E hjl---jn—kO—le'“Xjn_k’

(i15emsix ) EMEK (1sefn—k ) EN—K

onde Jfl‘..fk = Jil T Jfk > 01 O'e,-l...e,-k = Ue,-l o O'e;ky
e similarmente h; ; , >0e Oy ooy
e

Logo, o lado esq de (1) fica:
o0 n OF

1 n
Zﬁz k ZJ’l ' Z hjs.. JnkZUAUe,1 OXjy X0
n=1 k=0 1y Jiyeesdn—k

para certo F C A (que pode ser ().
Basta agora verificar que se F # (), ent3o
2oor=11 > <] > o=0 Dg
oES xeN\F oxe{-1,+1} x€F oxe{-1,+1}
N——

2 0



Dem. Griffiths (ii)

Seja ¢’ uma cépia indep de o, ie, o’ tem distr marg uQ = u
(omitimos indices 0 e A no resto da dem) e € indep de ¢; entdo

(oa;08) = (0a0B) — (0a)(oB) = 3((ca —0l)(oB —0F)).  (2)
/ o
Sejam agora, para x € A, 7 = X ; x. T, = ox 5 X entdo
O'A—O'//4: HO’X— HO’; = H(Tx+T)/<)_ H(TX_T)/()
XEA X€EA X€EA x€EA

= Z H Ty H T {1 — (—1)‘A\C| } = Z acTc TA\C;
—— —
CCA xeC  xeA\C ac>0 CCA
e T/IA\C
(ca—0h)os—0g)=> ac bo  TcoTacTmp (3)

CCA
bcs  1—(~1)IB\DI



Dem. Griffiths (ii) (cont)

Repetindo:
(o0a—0)h)(og —0g) = E acbp ¢ p T;\\C Té\D (3)
CCA
DCB

Por outro lado (inc 8 nos Js e hs),

Jy
P
2~jxy(TxTy+TlT/) 2hyTx= hXTX
1
w(o)u(a') = -2 exp{ZJXy 0x0y + 03,0, +Zh ox + oy )}

X,y (4)

" Z%((0a — 0y)(08 — 0p)) =

ZacbD Z TCTDTA\CTB\D exp{ZJ Te; +T —i—Zthj}

ggg TA,TAES:={—1,0,+1}"
(5)



Dem. Griffiths (ii) (cont)

A soma interna em (5) pode ser escrita da seguinte forma:

Z TC TD exp { Z Jire, Z EjTXj} T;‘\C T‘é\D exp { Z .]:Té}
TASTAES) J i
ZTcTDeXp{ZJTe+ZhTX} (6)

TAES,

X Z Tac TB\D exp{ZJT } (7)

TAES]

Os fatores em (6,7) sdo similares — no segundo o campo externo é = 0.
Basta mostrar que o primeiro é > 0.
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Dem. Griffiths (ii) (cont)

Procedendo como em (i), expandindo a exp, a expr em (6) pode ser
escrita como a soma de termos > 0 multiplicando termos da forma

Z HT)’SX, com F C Aek,€{0,1,2}, x € A.
T/\GS/’\XGF

Como na parte (i), esta soma é um produto de fatores obviamente
positivos multiplicado por produto de termos da forma

Z 7K, p/algum x € A,
~€{-1,0,+1}

Cada uma destas somas acima é obvia/e > 0, se kx =0 ou 2;
e se anula, se k, = 1; de toda forma, é sempre > 0.

Logo, a expr em (5) é > 0, e o resultado segue da subst em (2).
S
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+#'s Griffiths — Corolarios

1) Dado A C A, (oa)x cresc em cada Jyy, € hy, x,y €\, e .. em .

Pois, tomando a derivada de (o)} em relagdo a qquer um destes
argumentos, basta notar que é > 0:

aoalh = (0aioh % (Tah = (oA 00 )R

sdo ambas > 0 por Griffiths (ii).
2) De (0) e de 1), segue que (c4)% < (ga).

3) "(oa)p € crescente em d." Seja d > 2 e suponha que
AC 791t x {0}; seja A~ ={xe€Zt: (x,0) € AL
De 1): (oa)h = (oa-)4-, onde A= = {x € Z971: (x,0) € A}.
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#'s Griffiths — Coroldrios (cont)
4) Se ACAC N, entdo: a) (5a)Q < (ca)%. e b) (0a)x > (oa)r-
Checagem de a): explicitando dep em J = {J,, }, temos que
Jx s s A;
(AR = (@A)} (1), com JS, = { v SerE

0, c.C.

Checagem de b): explicitando dep em h = {hy}, temos que
hy, sex €N,

<O-A>;\F(J) = |Imh—>oo<0-A>/4\>/(h+), com J)—J}_/ = {h e

4') De 4) segue que, dada (A,),>1 uma seq cresc (na ordem de
inclusdo) de subcjs finitos de Z9 tq U,>1A, = Z9. Entdo VA C Z4
finito, os seguintes limites existem (por monotonicidade)

(0a)* = limpoo(oa)s , * =0, +, (*)
e ndo dependem da particular seq (A,)n>1 satisfazendo as conds
acima. (Verifique!)



Limite termodinamico

Para x = 0,4, de 4') acima segue que os limites (04)*, A C Z¢
finito, definidos acima, podem ser usados para obter medidas de
probabilidade ;* em (S,G), onde S = {~1,41}%" e G é a
o-élgebra gerada pelos subcjs cilindricos de S tq

p*(oa) = (oa)* YA C Z9 finito.
(Isto segue do fato de qq f¢ cilindrica f : S — R é uma comb
linear de o4's com A's finitost.)

Pelo restante deste tépico do curso, vamos nos ater a estas
medidas de Gibbs em volume infinito, em particular, ;7.

N3o é dificil checar que as ppddes de monotonicidade de ziy
estabelecidas acima sao herdadas por p*.

Hnclusive A =0
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Transicao de fase

Vamos tomar o modelo sem campo, ie, com h, = 0. Neste caso,
temos a simetria por troca global de spins o, — —ox Vx em ,ug)\
para todo A finito, e entdo tb em u®. Logo a magnetizacio da
origem c/ fronteira livre 1%(o9) = (09)? = 0.

N3o é dificil ver por um argumento direto que se houver um
caminho v (no mesmo sentido usado em percola¢do) ligando a
origem a fronteira de A finito tq J. > 0 em todos os elos de 7,
ese 3> 0, entdo (dg)x > 0. (Veremos um argumento indireto
adiante.)

Mas isto nd3o garante que (o)™ > 0 para todo 3 > 0, mesmo que
Jyy seja uniforme/e positivo para todo elo vizinho mais préximo
(x,y) de Z9 (na linguagem de percolagdo).

A seguir definimos o parametro critico do modelo.
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Transicdo de fase (cont)
Be =sup{B >0: (og)" =0}

{---} é ndo-vazio (verifique que contém 0), mas pode ser
ilimitado, neste caso 8. = co. Pela monotonicidade em j3:

=0, sef<p

(o0)™ ‘

>0, sef>0.
Diremos que o modelo de Ising exibe transicdo de fase (n3o trivial)
se fc € (0,00).
Veremos que o modelo de Ising homogéneo (Jy, =J >0, x ~ y)
sem campo ext (hy = 0) exibe transicio de fase em d > 2.5

Isto serd feito, diferentemente do mais usual, por meio de uma
representacdo do modelo de Ising em termos de um modelo de
percolacdo dependente, que por sua vez serd comparado com o
modelo independente que ja estudamos.

Comecamos a seguir pelo modelo de percolagdo dependente.

§Pode-se mostrar que Bc = co em d = 1.
16



Modelo de Aglomerados Aleatérios

Vamos voltar ao quadro do modelo de percolagdo, desta vez em
volume finito.

Sejam Q, = {—n,...,n}?, &, ={(x,y) € &% x,y € Q,},

glj— = {<XaY> € gd tXe Qn}v € 85n+1 = gn+1 \gr—:—

Seja Q, = {0, 1}5'7+ o esp de confs de elos fechados e abertos de
Ot ={ye€Z?: y~ xpara algum x € Q,} (como no mod de
perc, mas em vol fin), e seja

Q2 = Q, x {1}%1 o esp de confs de elos fechados e abertos de
Qnt1 em que os elos de OE, 11 estdo todos abertos (amarrados).
Para w € Qp, W' € Q] tq W'[¢+ = w, seja N(w) o nimero de
aglomerados distintos determinados por w’' em Q1.

Obs. Aglomerados distintos de €2, (usando sé elos de w) que
tocam 01 Q,, ;= Q" \ Q, fazem parte de um mesmo aglomerado
qdo adicionamos os elos abertos/amarrados de 9,4 1.
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MAA (cont)

|
T
e

w € Qy (linhas escuras); N(w) =5

e

Sejam p € [0,1] e g > 0 pardmetros. Seja a prob em Q,
dn(w) = ¢ (w) = 7 gV P(w), (8)

onde P =P, é a prob produto em £, tq we L Bernoulli(p),
e € £, (como em perc indep), e Z, é a normalizag3o:

Zy = Z(p, q) = Xeq, I" P(w) = E(q"). (9)

18



Obs.

1) 5 é 0 modelo de perc indep (em Q7F):;

2) Para g # 1, trata-se de um modelo de perc dependente, ie, as
va's we, € € E,T sdo dependentes.

3) Veremos adiante que ha uma repr simples da medida de Gibbs
/fén do modelo de Ising em termos de Ph? (modelo dependente),
com p = p(f) uma f¢ de (3 a ser explicitada. Isto pode parecer ndo
facilitar muito, pois transferimos a andlise de /‘5,7 para qﬁ’,?’z, que
nao é particularmente simples, a n3o ser que podemos comparar
77 com g > 1 a ¢2*, que é o caso indep, por cima e por baixo.

Com isto, obteremos o resultado de trans de fase para o modelo de
Ising a partir do resultado de trans de fase que j& obtivemos para
percolacdo independente.
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Desigualdades de comparacao

Proposicdo 2. (#'s de comparag3o)

Para g > 1, existe p’ = p'(p, q) cont em (p, q), cresc em p, tq
p'(1,q) =1eparatodon>0e X: & — R crescente, temos

oh M (X) < 6h(X) < h1(X), (10)
onde ¢ (X) é a esperanca de X sob ¢

Dem. Segue do Exercicio 2 da Lista 2.

Obs. 1) Podemos de fato tomar p’ =

P _ 1
pripa ~ T (g1 ()

o que indica a monotonici// em p, mas tb em g (p’ \, em q).

2) Sejam a esfera em L; centrada em 0 de raio k,
Sk = {X S Zd : HXHl = k}, e 85;( = Sn \ Skfl, k>1,

e o evento {0 <> 05k} = Uyeps, {0 < x}.

20



Obs. (cont)

Fazendo X = 10c5s,3 em (10), k < n+1:
P10 <5 8S,) < PP9(0 <> DS)) < ¢PL(0 +» DSy).

Sejam agora

07 (p) = lim lim |orlf @290 <> 05¢);

q k—o0o n—

07 (p) = I|m lim sup ¢2:9(0 <+ 95k)

—00 p—oo

Entdo 6(p') = 01(p") < 05 (p) < 05 (p) < 61(p) = 6(p). e logo
05(p) =0,se p<pe;eby(p) >0, sep >p.ep>pei=f(pe)

onde fy(p) = P'(p,0) (11 77'() = 17 —;): (12)

(" Transicdo de fase n3o trivial’'no MAAem d >2: p. < 1= p. < 1;
MAA "trivial"em d = 1).
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Obs.

3) O limite ¢P9 := lim,_,o, ¢h'? existe (como uma prob em
(Q,F)) para g > 1 e 0 (p) = 05 (p) =: O4(p) = ¢P9(|C| = o).

04(p) /" em p; fazendo pc(q) = sup{f4(p) = 0}, e logo

>0, sep>p(q)

(MAA exibe trans fase n3o trivial em d > 2 e é trivial em d = 1.)

04(p) {_ 0. sep<pcla) (12): pe < pe(q) < pe.

4) Podemos definir um outro MAA em Q,,, desta vez com fronteira
livre, ie, sem a amarragdo da fronteira imposta acima. Este modelo
tb se relaciona com o modelo de Ising, mas o com fronteira livre.
O limite em n do modelo livre tb existe e tem propriedades
semelhantes as do modelo amarrado.
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Representacao FK do modelo de Ising

Vamos estabelecer uma repr do modelo de Ising homogéneo e sem campo
(Jy =4 >0, x~y; hy=0) com fronteira + em termos de um MAA
com g =2 e p= p(BJ) adequado.

Vamos comecar tomando J = 1 spg (ou incorporando J em f3).

Dado 0 € S, := Sg,, usando a not o, intr no slide 6 (abaixo de (3))

1 + Oe 1 oe—1
15 (0) = g, (0) = e’ e 70 = e e (7, (13)

com o|p+g, = +1. ' (14)
O fator de Gibbs de o pode ser escrito da seguinte forma:

[Tecer €77 =leees (Pde(o) + (1 = p)),
onde p=1— e e §(0) = 1{,,—1}. Expandimos o produto:

Yo I wselo)) [T 1 —-p) =

weQy ecEwe=1 ec&Fwe=0
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Representacdo FK (cont)

=> II é@ II » H 1-p) = 3 xo(@)Bw). (15)

WEN, e:we=1 e:we=1 ewe=l we,
onde
Xo(w) = 1{c tem o mesmo sinal em cada o aglomerado de (Q},w)}.

Logo, Z = Spes, ¢ 2eci T = X0, Tes, Xo(@) (). (16)
Recordando (14), concluimos que a soma interna em (16) vale 2V'(«),
onde N'(w) é o # de aglomerados de (Q;',w) que ndo tocam 9" Q,,.
Note que N'(w) = N(w) — 1. Logo

Dado w € Q,,, seja Cy,...,Cy uma enum dos aglos #'s de (9, w),

onde N = N(w), tq C; é o aglom da fronteira. Ent3o:
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Representacdo FK (cont)

Yo(@) = 1{ole, = +1 TIY, 1{ole, = L ou = +1)

=2V 11 {0, = +1} [N, 3 1{o]c, = 1 ou = +1}

= 2N_1 PW(O'), (17)
onde, dadaw € Q, e Cy,...,Cpn, P, € a prob em S, que atribui
spin +1 aos sitios de Q,, conectados a fronteira (8+Q,,) —ie, a
C1 N Q, —, e, para os sitios de cada C;, atribui o mesmo spin —1

ou +1, escolhido uniformemente ao acaso, e de forma
independente para Cjs #'s.

Subst (17) em (15) e (16), segue de (13) que
wh(o Z Pu(0) 2V IP(w) = Y P, a)—2N @P(w),

M weQn we,
onde Z, = Z,(p, ) Em outras palavras:

=) Pu(0) ¢5%(w (18)

BIS
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Magnetizacao

De (18), a magnetizacdo

(00)5 = 1 (00) = X seq, Pulo0) $h%(w).
Dada w € €2,, se 0 n3o estiver conectada a fronteira de Q, por um
caminho aberto de w (ie, se 0 € C; para algum i = 2,..., N(w)),
entdo P, (0o) é a esperanca da distr unif em {—1,+1}, e logo
P.(o0) = 0.
Por outro lado, se 0 estiver conectada a fronteira (ie, se 0 € Cy),
entdo P,(op) = 1.
Logo (o0)t = ¢52(0 +» 97 Q,), e de (10):

Py (0 > 07 Q,) < (00)} <Pp(0 <> 0TQ,).

Tomando limp_ o
(i) (ii)

0(p') < (00)" < 6(p). (19)
ondep=1—e2Pep = 3 = };::zﬁ. (20)
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Transicao de fase

De (19) e (20) e dos resultados para percolagdo independente:

1) Em d =1, p < 1 para todo 3 < oo, e logo de (19ii) (og)™ =0,
e o modelo de Ising unidimensional é trivial.

2)Emd>2 p:.<1:

a)sel—e 2 < p. = B <log, /1%, entdo (og)™ (12 0;

(191)
Hpc , entdo (og)" > 0;

b) se h —5 > pc = B> log

logo, o modelo de Ismg exibe trans de fase fi trivialem d >2e

log |/ 1=5- < Bc < log 1+p°
2') Em d = 2, temos cotas explicitas (pons sabemos que p. = 1/2):

log v2 < Bc < log /3
(Sabe-se, neste caso, que 5. = log\/1+ ﬁ)

3) Podemos mostrar em geral que se (0o)" = 0, entdo u* = 10, ie, as
medidas de Gibbs em vol co com fronteira livre e + sdo iguais (o que
obvia/e n3o é caso se ut(0g) = (o0)" > 0= 1°(09)).
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