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Processo de contato

Sistema de particulas: inicialmente, 79 € Q = {0, 1}Zd: estado de
satide de individuos postados em Z9 (0 = saudavel; 1 = infectado).
Cada individuo é equipado de um alarme. No desenrolar do tempo
(continuo) a partir do instante inicial (t = 0), cada alarme de cada
individuo soa, independentemente dos demais, a taxa 1 (i.e., a
intervalos iid com distribuicdo exponencial para cada individuo).

T..i ~ Exp(1) iid,

xeZd i=1,2,..
T
* (como no modelo do
votante)

TD, 1
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Processo de contato (cont)

Cada vez que o alarme toca para o individuo em x € Z9, se ele
estiver saudavel imediatamente antes daquele momento, entdo
assim ele continua; se, ao contrario, ele estiver infectado
imediatamente antes do toque, entdo ele se torna saudavel a partir
daquele momento (até eventual e possivelmente ser reinfectado,
pelo mecanismo de infec¢do a ser descrito a seguir). Este é o
mecanismo de cura.

H4 um mecanismo de infeccdo. Cada elo orientado de
El={e=(xy): x,yeliel|x—yli=1}

tem igualmente um alarme que toca, neste caso a taxa A > 0,

independentemente dos outros alarmes de elos ou sitios.

A cada toque do alarme do elo (x, y), digamos no tempo t*,
diremos que (x,y)(t*) é um elo de infec¢do, e, se, imediatamente
antes de t*, x estiver infectado e y estiver saudavel, entdo a
infeccdo serd transmitida em t* de x para y, que se torna infectado
a partir de t* (até eventualmente se curar, pelo mecanismo de
cura); do contrério, nada ocorre.



Processo de contato (cont)
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Processo de contato (cont)

Dada uma configurac3o inicial ng € €2, seja n: a configuragdo do
processo no tempo t > 0.

Como obter 7; a partir de 797

Dados x,y € Z9 e 0 < s < t, um caminho (de infeccdo) ligando
(x,s) a (y, t) é qualquer sequéncia

(XO,rU)v(XOarl)?(lerl)a"‘7(Xn71>rn71)a(xn7 rnfl)a(Xnv rl‘l)v
onden>1,xp=x,x,=y, €
(Xi—1, Xi) el i=1,...ms=rn<n<---<r1<r=t,

com a propriedade de que (xj_1,x;)(r;) é um elo (de infec¢do) para
i=1,...,n e nenhum intervalo [r;_1,r], i=1,...,n, contém
qualquer marca de cura.

Note que se (x,s) a (y, t) estiverem ligados por um caminho e
ns(x) =1, entdo n:(y) = 1.



Processo de contato (cont)

Logo, dado 1o € Q, seja A= {x € Z9 : no(x) = 1}, e dado y € Z¢,
temos que

n:(y) = 1{existe um caminho entre (x,0) a (y, t) para algum x € A}.

Obs. 1) Note que podemos ver os caminhos evoluindo no sentido
temporal positivo ou negativo (do tempo s ao tempo t, ou reversamente,
no caso reverso, as setas sdo seguidas no sentido reverso).

2) Em ambos sentidos, podemos comparar o conjunto de caminhos a
partir do ponto espago-temporal (z, r) com o ¢j de caminhos de um
processo de ramificacdo auxiliar, descrito a seguir no sentido temporal
positivo (o caso negativo é similar):

O processo de ramificagdo se inicia com um individuo (recém nascido)
em (z, r); este individuo sobrevive até o primeiro toque do alarme de z
ap6s r, digamos no tempo r* > r; seus (eventuais) descendentes
(imediatos) sdo as extremidades (z/,r), r < r’ < r*, correspondentes a
elos (de infecgdo) (z,z')(r") ocorrendo entre os tempos r e r*; r' é o
instante de nascimento do descendente em (z’, r').



Obs. 2 (cont)

Para darmos continuidade a descricdo da familia iniciada em (z, r),
de forma a termos o quadro do processo de ramificac3o,
estipulamos uma linha de tempo prépria para cada (eventual)
descendente (Z’, r’) a partir do tempo r’, com marcas de cura e
elos de infeccdo acedentes * préprios, com a mesma distribuicdo do
que para o processo de contato, mas, diferentemente daquele
processo, independentes das marcas e elos das demais linhas de
tempo dos outros membros da familia. (Veja a construgdo do
processo auxiliar para o modelo SIR no préximo tépico do curso,
com descri¢do com sorte mais detalhada.)

Podemos acoplar o processo de contato e o processo auxiliar de
forma que todos os caminhos do processo de contato a partir de
(z,r) estejam contidos no conjunto de caminhos a partir de (z, r)
do processo auxiliar.

*Um elo de infecgdo (x, y)(-) é dito acedente a linha de tempo de x, e
incidente a linha de tempo de y.



Acoplamento

x=0

Caminhos do processo de ramificagdo a partir de (0, 0),
acoplados aos do processo de contato.



Processo auxiliar

Notemos agora que o nimero de caminhos distintos do processo auxiliar
comegando em (x, s) e chegando até o tempo t T, digamos N, é um
processo de nascimento e morte em N, com taxa de nascimento em n
igual a 2dAn e taxa de morte igual a n.

Este processo é ndo explosivo (basta comparar com o caso igualmente
n3o explosivo do mesmo processo sem mortes), logo temos para cada

y € Z9, t >0, apenas um niimero finito de caminhos de cada (y, t)
chegando até o tempo 0 (em sentido temporal reverso), e logo o mesmo
vale para o processo de contato.

Usando o acoplamento, temos que N; domina Ny =3 _;am:(y) Vt>s
(sob a cond 75(y) = dxy). A ndo explosividade de (N;)s~s implica entdo
na n3o explosividade de (N;)¢ss.

Segue que (7, t > 0), da mesma forma que para o modelo do votante,
estd bem definido quase certamente, e é um processo de Markov em Q.
As vezes escreveremos 7;° para enfatizar a dependéncia na condicio
inicial.

"Digamos no sentido temporal positivo, em que s < t; mas argumento
similar funciona em sentido negativo/reverso.



Dualidade

Como a distribuicdo das marcas de cura e setas é invariante por
reversdo no tempo (acompanhada de reversdo no sentido das setas,
como indicado na Obs 1, Slide 6), temos a seguinte relacdo de
dualidade: vamos denotar por W; o conjunto de sitios infectados
no tempo t, ie, V2 = {x € Z9 : n:(x) = 1}, onde A indica o cj de
sitios infectados no tempo inicial; do ponto acima e e da Obs 1,
Slide 6, segue que

P(VANB#0)=P(WEBNA£0D) (%),
A BCZ9
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Monotonicidade

H34 trés tipos de monotonicidade no processo de contato a serem
observadas neste ponto.

1) Dadas 7, ¢ € Q tais que < ¢ (na ordem parcial j& apresentada),
entdo segue da constru¢io do processo de contato acima que 1y < (;
para cada t > 0.

2) Podemos acoplar processos de contato, digamos 7 e 1/, com taxas de
infeccdo diferentes, digamos A < )\, respectivamente, come¢ando da
mesma configurag3o inicial — i.e., no = nj —, de tal forma que as
marcas de cura de 17 e 17 s30 as mesmas, e o ¢j de elos de infeccio de i
estd contido no de 7’; de forma que, finalmente, 1, < n; para todo t > 0.

3) Como no caso do modelo de percolagdo podemos acoplar processos de
contato, digamos 77 e 17/, com a mesma taxa de infeccdo, mas em
dimensdes diferentes, digamos d < d’, respectivamente, com a mesma
conf inicial nas primeiras d coordenadas, tq 7;(x) < 7/(x) V x' € Z% e
t >0, onde x = (x{,...,x}).
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Sobrevivéncia da infeccao

Uma questdo bdsica sobre o comportamento assintético no tempo
do processo de contato é sobre a sobrevivéncia indefinida de
infeccdo inicial.

Obs. 1) Note que, claramente, se 79 =0, entdon; =0V t > 0.
2) Se > czaMo(x) =00, entdo qc Y czaNe(x) =00 ¥V t > 0.

Logo a questdo da sobrevivéncia (indefinida) de infec¢do inicial sé
é ndo trivial se 0 < > 7a no(x) < oo.

Vamos a seguir tomar 79 = dg (i.e., inicialmente a origem e
somente a origem estd infectada).

Seja 0 = 0(\) = (N, d) = P( 3, cpa7e(x) > 0V t > 0lng = d).

Das ppddes de monotonicidade 2 e 3 apresentadas no slide anterior
segue que 0 é n3o decrescente em \ e d.
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Transicao de fase

Seja Ac = Ac(d) =sup{A >0: 6 =0}.

Teorema 1
Para todo d > 1, temos que A € (0, 00).

O Teo 1 segue imediatamente das seguintes proposicoes.

Proposicao 1
Se A < %, entio § = 0.
Proposicao 2

—

Existe \g < oo tal que, se A > A, entdo 6(\,1) > 0.

13



Dem. Prop 1

Basta argumentar, por comparacdo com o processo auxiliar, como
ja fizemos acima, que se A < %, entdo o processo de nascimento e
morte N;, com Ny = 1, visita a origem qc.

Como vimos acima (no Slide 9), N; é um PNM, e podemos
verificar que cadeia de saltos é um passeio aleatério simples em N

com absor¢do na origem e prob de transicdo de na n+ 1 igual a
2d)
T+2dX-

Segue que qdo A\ < %, a prob de absorcao na origem de N, e logo
do correspodente N, é 1.

g
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Percolacao orientada 1-dependente em 2 dimensoes

O argumento para a Proposicdo 2 consistird numa compara¢do com um
modelo de percolagcao de elos como se segue.

Para n >0, sejam W, = {(¢{,n) € Z?: £+ n=pare —n < { < n},
W =Up>oW,, e L = (W, 5) o grafo com ¢j de sitios W e ¢j de elos
E={({x,y): x=({,n) € W, paraalgum n>0ey = ({£1,n+1)},

onde (x,y) é um elo orientado (de x a y).

0,0
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Percolagdo orientada (cont)

Seja ' = {0, 1}5. Dada W € Q’, diremos que o elo € estd aberto (em
w), se wg =1, e € esta fechado, se ws = 0.

Para x,y € W, dizemos que x e y estdo conectados (em w € Q') se

x = y ou se houver um caminho orientado de elos abertos ligando x a y:
isto é, supondo que y» > xp, existe n > 1e x = zy,21,...,2, =y tq
(zi—1,z;) € € estd aberto, i=1,...,n.

Seja €= C(w) = {y € W : y est4 conectado a 0}.

Seja agora P uma probabilidade em €’ com a ppdde de que para cada
€= (x,y) € &, temos que P(wz = 1) = p, e, sob P, wz é indep de
{wixryy : x #x" ey # y'}, onde wg é o valor em € de w € Q.

Tal modelo probabilistico serd dito um modelo de percolagdo orientada
1-dependente. Seja 6 = P(|C| = o0).

Lema 1

Para P como acima, existe pg < 1 tq, se p > pp, entdo 6 > 0.
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Dualidade

O argumento para provar o Lema 1 é semelhante aquele para o Lema 2
dos slides sobre 0 modelo de percolacio de elos independentes em Z¢
(que trata do caso bidimensional, como agora). Comegamos com
consideragbes geométricas.

Seja IL* o grafo dual de IL*, formado pelos elos secantes a elos de & para
cada €€ €, seja e* o elo (n3o orientado) ortogonal e secante a € no
ponto médio de € e de mesmo comprimento de €, e facamos

E* ={e*: €c &}; e seja W* o ¢j de extremidades de elos de £*.

L* = (W*, &%).

) e y
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Fato geométrico

—

Se, para dada w € @', |C(w)| < o0, entdo existe um caminho auto
evitante em L* a partir de um ponto do lado esquerdo de W* até um
ponto do lado direito, como ilustrado a seguir.

Os elos pretos (abertos) e ausentes (fechados) determinam C; os elos
azuis sdo irrelevantes nesta determinacdo.

Para prosseguir, é conveniente girar o espaco por —45°:

18



Fato geométrico (cont)

O caminho autoevitante (em vermelho), comegando
do lado esquerdo, e terminando do lado de baixo
da figura, cruza elos primais fechados no sentido
esquerda-direita e para baixo; nos outros sentidos
(direita-esquerda e para cima) n3o h3 restricdo (os
elos primais correspondentes podem estar abertos ou
fechados, sem qualquer consequéncia). Neste caso,
dizemos que tal caminho circunscreve a origem.

Notemos que os estados dos elos azuis da figura ndo
importam na determinac3o de C.

(0,0)

Vamos a seguir argumentar a validade do fato geométrico.
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Fato geométrico (dem.)

Voltando ao espaco original (desfazendo a rotacio), vamos argumentar o
fato geométrico por indugdo sobre a altura de C ie.,

H:=max{x > 0: x = (x1, %) € C}.

O fato é ébvio para H = 0. Supondo que seja vélido para H=n>0¢e
tomemos w € Q' tq H = n+ 1. Vamos supor que ambos os elos primais
a partir de (0,0) estejam abertos, do contrdrio o argumento é similar, e
deixado como exercicio para o leitor.

Sejam C; e C, os aglomerados de (—1,1) e (1,1) respectivamente.
Ent3o, temos que H; e H,, as alturas respectivas, sdo ambas < n e logo
a hipétese de indugdo vale para Ci1 e C». H4 cruzamentos esquerda-direita
dos respectivos Wi e W3, digamos ;1 e 72, resp.

Se 1 e 7 se cruzarem, entdo a caminho 73 igual a y; até o (primeiro)
ponto de cruzamento, e depois igual a 7> tem as ppddes procuradas.

20



Dem. do fato geométrico (cont)

Se 71 e 72 ndo se cruzarem, entdo um fica por cima do outro; digamos
que 7 fica por cima; o outro caso é semelhante.

Note entdo que do ponto de saida a direita de ; até a primeira
extremidade do (ltimo elo de v, (na ordem com que o caminho é
percorrido, da esquerda para a direita), hd um caminho, digamos +/, da
direita para a esquerda na figura girada. Neste caso, 3 igual a 1 até o
encontro com «/, depois igual a 7’ até o encontro com o dltimo elo de
72, e depois igual a este elo, tem as ppddes procuradas. (]

21



llustracao do argumento acima
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Dem. do Lema 1

Cada caminho auto evitante como acima (na figura girada), tem ao
menos tantos elos percorridos para baixo quanto elos percorridos para
cima, e ao menos tantos elos percorridos da esquerda para a direita
quanto elos percorridos da direita para esquerda. Entdo num tal
caminho, v, com com n elos, temos ao menos g percorridos para baixo
ou da esquerda para a direita; vamos enumerar estes elos de v ey, ..., ek,

g
na ordem que sdo percorridos, comegando a esquerda de W*, k > 7.

Agora notemos que os elos primais correspondentes a e, e,..., €, a
saber, €1, ..., €, resp., estdo todos fechados. Além disto, de

€1, €3, 65,. .., €, nenhum par de elos tém qualquer extremidade em
comum, onde £ é o maior impar menos ou igual a k. Logo wg,, .. .,ws,

sdo independentes sob P.

Logo a probabilidade de ~ circunscrever a origem é cotada por cima por
(1-pf<1-pt
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Dem. do Lema 1 (cont.)

Seja A} o conjunto de caminhos de L* com n elos que circunscrevem a
origem. Temos que

P(|C] < o0) < > _n>2 2_en: P(7 circunscreve a origem)

< anz(l - p)%l/\ﬁl-

Como v € A}, precisam no lado esquerdo de W* e terminar do lado
direito, e ter comprimento n, entdo ha no maximo n — 1 possibilidades
para o ponto inicial de 7, e subsequentemente no maximo 3 possibidades
para cada passo de . Logo, |A%| < (n—1)3""1, e concluimos que

P(IC] < 00) < 3,51 n(39)" =: ¢(p), onde g = (1 — p)i.

Como ¢ é continua, decrescente em (%, 1], e ¢(1) = 0, temos que existe
po < 1tq, se p > po, entdo P(|C] < o0) < 1, e logo § > 0. O
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Dem. da Proposicao 2

Vamos considerar o modelo de percolagdo orientada em W em que o elo
((¢,n); (€ +1,n+ 1)) estd aberto se e somente se ndo houver marcas de
cura nos intervalos de tempo {¢} x (en,e(n+1)) e

{{ +1} x (en,e(n+ 1)), e, além disto, houver um elo de infecgdo

(€; £ + 1)(s) para algum s € (en,e(n+ 1)), onde € > 0, a ser escolhido.

Similarmente, elo ((¢, n); (¢ — 1,n+ 1)) estd aberto se e somente se ndo
houver marcas de cura nos intervalos de tempo {{} x (en,e(n+ 1)) e
{¢ —1} x (en,e(n+1)), e, além disto, houver um elo de infec¢do

(¢; 0 —1)(s) para algum s € (en,e(n+ 1)).

Podemos verificar prontamente que se trata de um modelo de percolacio
orientada 1-dependente, e podemos escolher eps > 0 e A > 0 tal que
p = p(g,\) > po, o limiar estipulado no enunciado do Lema 1.

Como |C| = co = | sobrevivéncia da infecgdo inicialmente na origem no
processo de contato, o resultado segue do Lema 1. O

25



Medidas invariantes

A medida g, probabilidade 1 na configuracido n =0=0, é
obviamente invariante para o processo de contato (a dindmica ela
prépria ndo altera esta configuragdo).

Se vg = g, entdo vy = g V t > 0, onde v; € a distribuicdo de
ne, t > 0.

No outro extremo, o que acontece com v; se vy = 01, que atribui
probabilidade 1 na configuragdon=1=17

Seja v} a distribuicdo de i}, t > 0.
Pelas ppddes de Markov, homogeneidade temporal, e
monotonicidade de (7;) (vide ponto 1 no Slide 10), temos que

1
1 s 1
Mivs ~Ne <Ng, s, t > 0.

Logo, 7 = lim;_, v/} existe (por monotonicidade).
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Nao trivialidade de 7

Teorema 2
7 é invariante por translacdes e 7(n(0) = 1) = 6.
Em particular,

1. se § =0, entdo iV = o0;

2.se >0, entdo i = p.

Dem. A primeira afirmacg3do é clara. Para a verificar a segunda,
vamos usar a relacdo de dualidade (x) — vide Slide 10.

7(n(0) = 1) = lim; 00 1 (1(0) = 1)

D imesno (X g n(x) > 0) = . O
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Obs.

Vale o seguinte resultado.

Teorema da convergéncia completa
Dada uma conf ¢ € Q, temos que
Vs = ac7+ (1 —a¢)do

quando t — oo, onde

ac =P( X epane(x) >0Vt > 0\770 =¢).

Dem. Liggett (1999)
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