Capitulo 4

Variaveis aleatorias

Neste capitulo, introduzimos as variaveis aleatérias e suas distribuicoes de
probabilidade.

Definicao 4.1 Dado um experimento aleatorio, descrito pelo espaco de pro-
babilidades (Q2,E,P), uma fun¢io numérica X : Q — R serd dita uma
varidvel aleatdria (do experimento).

Exemplo 4.2 No Exemplo 3.1, X = “numero lancado” é uma varidvel alea-
toria. Mais precisamente, X : Q = {1,2,...,6} — R tal que X(w) = w €
uma fung¢ao numérica do experimento, e logo € uma varidvel aleatoria.

Exemplo 4.3 No Exemplo 3.2, X = “numero escolhido” € uma varidvel
aleatoria. Neste caso, X : Q= [0,1] — R tal que X (w) = w.

Exemplo 4.4 No Exemplo 3.5, X = “numero de lan¢camentos” é uma va-
ridvel aleatoria. Neste caso, X : Q@ — R tal que X (w) = w.

Exemplo 4.5 No Exemplo 3.7, X = “soma dos numeros lancados” é uma
varidvel aleatoria. Neste caso, X : Q = {(i,7) : 4,7 = 1,2,...,6} — R tal
que X((2,7)) =i+].

Exemplo 4.6 No Ezemplo 3.6, X = “distancia do ponto escolhido a ori-
gem” é uma wvaridvel aleatoria. Neste caso, X : Q@ = C — R tal que

X((z,y)) = Va? + 2.

113



Exemplo 4.7 (Amostragem aleatéria) De volta ao contexto do pardgra-
fo sobre amostragem aleatdria em populagoes (comegando na pdgina 91),
seja 11 uma populagio e X : I — R uma varidvel (numérica) definida em 11
(neste contezto, para diferenciar de varidvel aleatoria, falaremos em variavel
populacional ). Agora, consideremos uma amostragem casual simples de ta-
manho 1 nesta populagao. Como visto no pardgrafo mencionado acima, o
espaco amostral € 2 = II. Podemos considerar entdo o valor da varidvel X
no individuo sorteado. Neste contexto, X : 0 — R € uma varidvel aleatoria.

No Ezemplo 3.8, X = 1,11 ... € a varidvel (aleatéria) indicadora de mulher.

Exemplo 4.8 (Amostragem casual simples com/sem reposi¢ao) No
Ezemplo 3.9, X = “numero de mulheres na amostra” é uma varidvel aleato-
ria. Podemos considerar o caso sem reposicao também.

4.1 Distribuicao de probabilidades de varia-
veis aleatodrias

O que nos interessa nas variaveis aleatorias sao suas distribuicoes de pro-
babilidade, isto é, as probabilidades dos diversos eventos envolvendo tais
variaveis. Como no caso das variaveis populacionais, temos o caso discreto e
0 caso continuo.

No Exemplo 4.2, os valores possiveis de X perfazem o conjunto {1,...,6}.
Seguem exemplos de eventos envolvendo a v.a. X.

(X =1} = {w: X(w) = 1} = {1}, {X =2} = {2},
{X <2} ={w: X(w) <2} ={1,2}, {X >3} ={3,4,5}
Entao,

P({X = 1}) ='P(X = 1) = B({1}) = }
P(X <2) = P({1,2}) = 1, B(X > 3) = P({3,4,5}) =

= 3,

1Omitiremos daqui para frente as chaves dos eventos envolvendo varidveis aleatérias
dentro do sinal de probabilidade.
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5 4 3 2 1

5 6 7 & 9 10 11 12
T 6 5 T
3

36 36 36 36 36 36 36 36

Tabela 4.1

4.1.1 Variaveis aleatérias discretas

Quando o conjunto de valores possiveis de uma v.a. X for finito ou infinito
enumeravel, como no exemplo acima, em que ele é finito, dizemos que X é dis-
creta. Neste caso, sendo Vy = {x;, i = 1,2,...} o conjunto de valores, entao
se tivermos as probabilidades de todos os eventos { X = z;},i =1,2,..., (que
diremos unitarios), entao, pela aditividade da probabilidade (3.20), podemos
obter as probabilidades de eventos compostos como {X < w}, {X > z},
onde w, z sao nimeros arbitrarios, e outros, como segue.

P(X <w)= Y PX=umz) PX>z2=)> PX=u)

i <w x>

A distribuicao de probabilidades de X é pois determinada pelas probabi-
lidades dos eventos unitarios, ou em outras palavras pela func¢ao de probabi-
lidade P(X =) : Vx — [0,1].

No Exemplo 4.2, a distribuigao (de probabilidades) de X é pois dada por

i=1,...,6 (4.1)
No Exemplo 4.4, temos Vx = {1,2,...}, os inteiros positivos, e, como ja

vimos no Exemplo 3.5, P(X = i) = P({i}) =27, i € V.
No Exemplo 4.5, Vx ={2,3,...,12}, e

(X=2p = {(Ly}

{(X=3r = {(1,2),2, 1}

{(X=4} = {(1,3),(2,2),3,1)}
{(X=5} = {(1,4),(2,3),3,2),4 1)}

e assim por diante, de forma que, lembrando que se trata de um espacgo equi-
provavel, podemos representar a funcao de probabilidade de X na Tabela 4.1.
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4.1.2 Variaveis aleatdrias continuas

No caso em que Vx for um conjunto infinito nao enumerével, em geral nao
é suficiente obter as probabilidades dos eventos unitarios {X = z}, = € Vx
(nos casos que veremos nestas notas, estas probabilidades se anulam todas).
Vejam a discussao feita no paragrafo sobre espagos amostrais nao enumeraveis
(pdgina 86).

Neste caso, para caracterizar a distribuicao de probabilidades de X é su-
ficiente termos as probabilidades dos eventos {X € I}, onde I é um intervalo
arbitrario da reta. Nos casos que veremos nestas notas, tais probabilidades
serao dadas por funcgoes de densidade de probabilidade fx. Isto é, existira
uma fungao fy : R — [0, 00) tal que

IP’(a<X<b):/be(:c)dx

para todo a,b € R com a < b.

No Exemplo 4.3, P(a < X < b) = (bA1)—(aV0), onde V indica 0 maximo
e A indica o minimo. Conclufmos que para f = 1y}, a funcao indicadora do
intervalo [0, 1], isto é

1, se0<xr<1

€Tr) =
o.(2) {O,, caso contrario,

temos P(a < X < b) = f:f(:v) dx, e entao f é a funcdo de densidade de
probabilidade de X.

Na descricao da distribuicao de uma v.a. continua, é suficiente conside-
rarmos intervalos I semiinfinitos (—oo, a].

No Exemplo 4.6, temos que

1, sea>1,
P(X <a)= “T“Q:cﬂ, se 0 <a<l,
0, se a <0,

logo f(x) = 2x 1jp1y(x) ¢é a funcao de densidade de probabilidade de X neste
caso (verifique).
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Observacao 4.9 Como objetos matemdticos, as fungoes de probabilidade e
fungoes de freqiéncia, de um lado, e as funcoes de densidade de probabili-
dade e funcoes de densidade de frequéncia, por outro, sao idénticas, respecti-
vamente, isto €, sio todas fungdes ndao negativas satisfazendo (1.7) e (1.14),
respectivamente. Uma situacdo em que estes objetos se identificam é a se-
guinte.

Observacao 4.10 Seja X : II — R uma varidvel populacional definida na
populacao 11, e facamos uma amostragem casual simples de tamanho 1 em
I1. Como vimos no Exemplo 4.7, X observada no individuo amostrado é uma
variavel aleatoria. Qual € a distribuicao de probabilidades de X ?

Vamos supor que X seja uma varidvel populacional discreta, cuja distri-
buicdo de freqiiéncias € dada pela fungao de freqiiéncia P(X = -). Entdo para
T € Vx,

P(X =)= L€ H%g(l) = b (4.2)

Por outro lado, a probabilidade do evento {X = x} € dada por

#{X =z}
PX=2)=——— 4.3
(X =z =T (4.3
pois se trata de espago equiprovdvel. Mas como re/vimos no Exemplo 4.7,
Q =11, e logo os lados direitos de (4.2) e (4.3) sao iguais. Portanto,

P(X =2)=P(X =z)

para x € Vx, e temos a coincidéncia das funcgoes de freqiéncia e de probabi-
lidade de X, vista como varidavel populacional e aleatoria, respectivamente.

Por um raciocinio andlogo, valendo-nos neste caso de aprorimacgoes, con-
cluimos que também no caso de uma varidvel populacional continua X, se fi-
zermos amostragem casual simples de tamanho 1 na populagdo em questao, e
observarmos X no individuo sorteado, entao a distribuicdo de probabilidades
de X, varidavel aleatoria neste contexto, é dada por uma funcao de densidade
de probabilidade, que € idéntica a funcao de densidade de freqiiéncia de X
vista como varidvel populacional.

Em conclusao, ao fazermos uma amostragem casual simples de tamanho
1 de variavel populacional, obtemos uma varidvel aleatoria, cuja distribuicao
de probabilidades € dada pela distribuicao de freqiiéncias da varidvel popu-
lacional. Isto se manifesta, em particular, na coincidéncia comentada na
Observacao 4.9 acima.
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ve |(-o0,1) [1,2) [2,3) [3,4) [4,5) [5,6) [6,400)
@] 0 ¢ ¢ & &+ & 1

Tabela 4.2

Observacao 4.11 Em wista da Observacao 4.9, é natural empregarmos as
mesmas formas de descricao para as distribuicoes de probabilidades de va-
riaveis aleatorias do que as utilizadas para as distribuicoes de frequéncias de
variaveis populacionais. Fazemos isto nas subsegoes sequintes.

4.1.3 Funcao de distribuicao acumulada

Dada uma varidvel aleatéria X, sua fun¢ao de distribui¢ao (acumulada) Fx
é a funcao Fx : R — [0, 1] tal que para todo = € R

Fx(z) =P(X < x).

(Compare com a definigdo no inicio da Subsegao 1.3.)

Como no caso das funcoes de distribuicao de variaveis populacionais, a
funcao de distribuicao é nao decrescente, satisfazendo

lim Fx(zx)=0, lim Fx(z)=1.
r——00 r—+00

No caso de v.a.’s discretas, a funcao de distribui¢ao é do tipo escada (cons-
tante por partes, com saltos; veja a Observacao 1.17). Para v.a.’s continuas,
a funcao de distribuicao é continua (veja a Observacao 1.18).

No Exemplo 4.2, Fx é representada na Tabela 4.2, e seu grafico aparece
na Figura 4.1.

No caso do Exemplo 4.3, vimos acima que f = 1jg] é a funcao de densi-
dade de probabilidade de X, logo

0, if x < 0;
Fx(z)=¢ [ydy==, if0<z<1; (4.4)
1, ite>1,

cujo grafico aparece na Figura 4.2.

Observacao 4.12 Como no caso das distribuicoes de freqiiéncias para va-
ridvets populacionais, a funcao de distribuicao de uma varidvel aleatoria de-
termina sua distribuicdo de probabilidades. (Veja a Observagdao 1.19.)
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4.1.4 Esperanca

A esperanca de uma variavel aleatoria é por definicao a média de sua dis-
tribuigdo de probabilidades (no mesmo sentido de média de distribuigao de
freqiiéncias vista na Subsecao 2.1.1). Isto é, se X for uma v.a. discreta, entao

E(X)=> zP(X =), (4.5)

onde a soma ¢é sobre o conjunto Vx de valores de X, e P(X = -) é a fungao
de probabilidade de X; e se X for uma v.a. continua, entao,

E(X) = / z fx(x)dx, (4.6)
onde fx ¢ a funcao de densidade de probabilidade de X.

Outros nomes usados para designar a esperanca sao wvalor esperado e
média.

No Exemplo 4.2, de (4.1), temos que

1 16 x7 21
E(X) = P(X =i) == = - =—=235 4.7
R I I (47)
No Exemplo 4.3, como ja vimos fx = 1o 1], e logo temos que
[e'¢) 1 12_02 1
E(X) = zfx(x)de= | xdr= 5~ g (4.8)
—00 0

Observacao 4.13 Matematicamente, a esperanca de uma varidvel aleatoria
¢ idéntica a média de uma varidvel populacional, representando o centro de
massa da distribuicao de probabilidade da varidvel aleatoria. As propriedades
matemdticas da esperanca de uma v.a. sao portanto as mesmas da média de
uma varidvel populacional. A saber, dada uma funcdo h : R — R, temos

E[A(X)] =) h(z)P(X = ), (4.9)
se X for discreta, e
B0 = [ ba) fx(a)do, (4.10)



se X for continua.
De onde seque a linearidade da esperanca: dadas constantes numéricas
a,b, temos que

E(a+bX)=a+bE(X). (4.11)

(Veja a Proposi¢ao 2.7 e o Coroldrio 2.10. Formas mais gerais das duas
propriedades acima, envolvendo mais de uma v.a., serao vistas adiante, na

Se¢ao 4.4.)

Observagao 4.14 Adiante, na Se¢dao 4.4 (veja a Observagao 4.46), veremos
uma interpretacao estatistica para a esperanca de uma v.a., que em particular
justifica o termo.

Terminamos a subsecao com uma forma alternativa de expressar a espe-
ranga no caso de variaveis nao negativas.

Proposicao 4.15 Suponha que X seja uma v.a. inteira e ndao negativa.
Entao,

E(X) = iIP’(XZi), (4.12)
E(X?) = QiiP(XZi)—E(X). (4.13)

Demonstracao Da definigao ((4.5), j& que se trata de v.a. discreta),

E(X) = Zi]P’(X:i):ZZ]P’(X:i): Z P(X = i)
— ZZ]P’(X:i):ZIP’(XZj), (4.14)
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e (4.12) estd provado. De (4.9)

E(X?)

[e.e]

D QRi-1DP(X >i)=2) iP(X >i) - Y P(X >i)

i=1 =1 i=1

e (4.13) estd provado.

Observacao 4.16 (4.12,4.13) sao equivalentes a

E(X) = ip(xm),

E(X?) = 2 N iP(X >i) + E(X).

(4.16)

(4.17)

A Proposicao 4.15 tem a seguinte versao continua, cuja demonstragao se
baseia na integracao por partes do Célculo, e por isto serd omitida.

Proposicao 4.17 Suponha que X seja uma v.a. continua e nao negativa.

Entao,

E(X) = /OOOIP’(X > x) dz,

E(X?) = Q/OOxIP(X > ) dz.
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4.1.5 Variancia

A wariancia de uma variavel aleatéria é por definicdo a variancia de sua
distribui¢ao de probabilidades (no mesmo sentido de variancia de distribuicao
de freqiiéncias vista na Subsegao 2.2.1). Isto é,

V(X) =E{[X - E(X))*}. (4.20)
Se X for uma v.a. discreta, entao

V(X) =) [z —EX)PPX =), (4.21)

onde a soma ¢é sobre o conjunto Vx de valores de X, e P(X = -) é a fungao
de probabilidade de X; e se X for uma v.a. continua, entao,

V(X) = /_ "o — B fx(2) da, (4.22)

[e.9]

onde fx é a funcao de densidade de probabilidade de X.
O desvio-padrao de X é a raiz quadrada da variancia.

DP(X) = /V(X). (4.23)

Variancia e desvio padrao para varidveis aleatérias tém as mesmas propri-
edades do que no caso de varidveis populacionais (ja que se trata de objetos
matematicos idénticos). Temos a féormula alternativa:

V(X) = E(X?) - [E(X)]%, (4.24)
e, para a, b constantes numeéricas,
V(e +bX)=0"V(X), DP(a+bX)=|bDP(X). (4.25)

(Veja (2.80), (2.93), (2.94).)
No Exemplo 4.2, de (4.1) e (4.9), temos que

6
1 113x6x7 91
E(X*) =) FPRX=i)=c) = 6% = = 1517 (4.20)
i=1

i=1
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De (4.24) e (4.7), temos

V(X)=1517— (3.5)2 = 15.17— 12.25 = 2.92; DP(X) =+/2.92 = 1.71.

(4.27)
No Exemplo 4.3, temos que

! 1
E(X?) :/ v dr = = (4.28)

0 3

De (4.24) e (4.8), temos
v =L (YY 2L Zoos pe(x) - 0.8 (4.29)
-3 \2) 12 7 - '

4.2 Modelos para variaveis aleatorias discre-
tas

Nesta secao apresentamos alguns modelos para variaveis aleatérias discre-
tas. O foco é na distribuicao de probabilidades e suas propriedades, como
esperanca e variancia. Em alguns casos, ela serda deduzida de descrigao de
experimento aleatorio subjacente.

4.2.1 O modelo uniforme

Seja V um subconjunto finito da reta. Dizemos que a v.a. X tem distribuicao
uniforme em V (notacao: X ~ U(V)) se

1
Vamos calcular a esperanga e variancia de X ~ U({1,2,...,N}). Um caso

particular de uma v.a. com esta distribuicao é aquela do Exemplo 4.2, com
N =

E(X):Zi%:%Zi:%N(NQ+1):Nsrl, (4.31)
B(X?) = %Zi2:%(2N+l)é\f(N+l) B (2N+1é(N+1)’(4'32)
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e logo, de (4.24),

V(X) =

(2N +1)(N+1) [(N+1)\°
()

_ %[2(2N+1)—3(N+1)]

(N4 DN -1) N1

4.
12 12 (4.33)

4.2.2 0O modelo de Bernoulli

Dado p € [0,1], dizemos que a v.a. X tem distribuicao de Bernoulli com
parametro p (notagao: X ~ Ber(p)) se Vx ={0,1} e

P(X=1)=p, P(X=0)=1-p. (4.34)

Esta v.a. surge naturalmente em experimentos aleatorios da seguinte forma.
Seja (€2, &,P) um espago de probabilidades para um experimento aleatério,
e A € £ um evento deste espaco. Seja X = 14 a v.a. indicadora de A, isto é,

(4.35)

1, sew€A,
0, sewe€ A“

Entao X ~ Ber(p), onde p = P(A).
Vamos calcular a esperanga e variancia de X ~ Ber(p).
E(X) = OXxP(X=0)+1xPX=1)=0x(1—-p) +1lxp=p
= ’xP(X=0)+1*>xP(X =1) =E(X?) (4.36)

e logo, de (4.24),
V(X)=p—p*=p(l-p). (4.37)

4.2.3 O modelo binomial

Como no modelo anterior sejam (€2, £, P) um espago de probabilidades para
um experimento aleatdrio, e A € £ um seu evento. Seja p = P(A) e considere
n > 1 realizagoes independentes do experimento em questao, sob as mesmas
condigoes, e seja X o numero de realizacoes em que A ocorre.
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Vamos calcular a distribuicao de X. Em primeiro lugar, é claro que
Vx =1{0,1,...,n}.

Para k € Vx, o evento {X = k} consiste de todas as seqiiéncias de n rea-
lizagoes do experimento em que A ocorre exatamente k vezes, e logo A¢ ocorre
exatamente n — k vezes. Pela independéncia e igualdade de condi¢oes entre
as realizacoes do experimento, cada uma das seqiiéncias mencionadas acima
tém a mesma probabilidade p(1 — p)"~*. Por exemplo, uma tal seqiiéncia
pode ser representada por

AN NANAS,, A (4.38)

n

onde A; é o evento em que A ocorre na i-ésima realizacao do experimento,
1=1,...,n. Entao a probabilidade desta seqiiéncia vale

P(A;N...N AN AL, . AS) = P(A)... P(A)P(AL,)... P(A°)
= p"(1-p"F (4.39)

onde a primeira igualdade segue da independéncia entre as realizacoes, e a
segunda da igualdade de condicoes entre elas. Neste caso A ocorreu nas
k primeiras realizacoes do experimento, e A¢ ocorreu nas n — k realizacoes
seguintes. Uma seqiiéncia genérica pode ser representada como em (4.38),
trocando as posi¢oes em que os (n — k) sinais de complementar (¢) aparecem.
Nenhuma tal troca modifica a probabilidade da seqiiéncia, devido a fatoracao
devida a independéncia, e a igualdade de condigbes, que faz que P(A4;) = p
para todo 1.

O total de seqiiéncias pode entao ser identificado como o total de escolhas
distintas de n — k posigoes em {1,...,n} para colocar os sinais de comple-
mentar, ou equivalentemente, o total de escolhas distintas de k posicoes em
{1,...,n} onde ndo colocar os sinais de complementar. Mas isto é o niimero
de escolhas distintas de k£ elementos num conjunto de tamanho n, que como
se sabe é a combinacao de n, k a k; em simbolos

Concluimos que

P(X = k) = (”) PFL—pm Tt k=01,...,n (4.40)



Se uma v.a. X tiver distribuicdo de probabilidades dada por (4.40), dizemos
que X tem distribuicao binomial com os parametros n e p, e denotamos
X ~ Bin(n, p).

Observacao 4.18 O experimento aleatorio que consiste em observar, em
cada realizacdo do experimento aleatdrio original, se o evento A ocorre ou nao
¢ muitas vezes denominado ensaio de Bernoulli ou ensaio binomial, pois hd
apenas dois resultados possiveis: A ocorre, e neste caso dizemos que houve su-
cesso, ou A° ocorre, e meste caso dizemos que houve fracasso. Nestes termos,
se X € o numero de sucessos em n ensaios de Bernoulli independentes, em
que a probabilidade de sucesso em cada ensaio vale p, entdo X ~ Bin(n,p).

Proposicao 4.19 Se para dadosn > 1 ep € [0,1], X ~ Bin(n,p), entao

E(X) = np, (4.41)
V(X) = np(1l-—rp). (4.42)

Veremos demonstragoes de (4.41) e (4.42) adiante, na Secao 4.4.

Exemplo 4.20 Em 10 lancamentos de wma moeda honesta, qual € a proba-
bilidade de observarmos

1. exatamente 5 caras?
2. entre 3 e 7 caras?
3. mais do que 7 caras?

Para responder a estas questoes, vamos considerar a v.a. X = “numero de
caras nos 10 lancamentos da moeda”. Supondo que os lancamentos sao in-
dependentes, e como se trata sempre da mesma moeda, que € honesta, temos
que X ~ Bin(10,1/2) (os langamentos da moeda sao ensaios de Bernoulli
em que sucesso € sair cara, cuja probabilidade é sempre 1/2).

De (4.40),

e = ()06 B

I0Xx9Xx8x7x6 1 252
N 5x4xX3x2 1024_1024_0'246’ (4.43)
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que € a resposta a primeira pergunta. Para responder as demais perguntas,
precisamos calcular P(X = k) para k > 3. Vamos apresentar estes cdlculos,
alguns mais, outros menos explicitamente.

10\ /1\°/1\" 10 /1\*'
=9 = (5) (3) (3) ~am 3)
_10x9x8 1 120 o (4.44)
3x2 1024 1024
10\ /1\*/1\° 10! /1\"
PX=4 = (4) (5) (5) :M@

10x9x8x7 1 210
4x3x2 1024 1024

P(X —6) — <160) (%)6 (%)4 — 0.205, (4.46)

=0.205,  (4.45)

10\ /1 1\*
P(X = = = -] =0.11 4.4
O
10\ /1\*/1\?
P(X = = — — ] =0.044 4.4
=9 = () (3) (3) oo 4
10\ /1\° /1\"
P(X = = = -] =0.01 4.4
=9 = () (3) (3) -oom 49
10 /1\" /1\°
P(X =10) = — — ] =0.001 4.
(X = 10) (10) (2) (2) 0.00 (4.50)
Respondendo a seqgunda pergunta,
PB3<X <)
= PX=3)+PX=4)+P(X=5)+P(X=6)+P(X =7)
= 0.117+ 0.205 + 0.246 + 0.205 + 0.117 = 0.880; (4.51)

e a terceira,

P(X >8) = P(X =8)+P(X =9)+P(X =10)
= 0.044 + 0.010 + 0.001 = 0.056. (4.52)

Observagao 4.21 A dltima probabilidade acima (em (4.52)) € relevante em
inferéncia estatistica da sequinte forma. Suponha que ndo conhegcamos a
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probabilidade de cara da moeda, desconfiemos que ela nao seja honesta, com
um viés para cara, mas queiramos ser cautelosos em rejeitar a hipotese de
honestidade. Vamos entao procurar reunir evidéncias estatisticas contra a
hipotese de honestidade, e medir sua significancia.

Os 10 langamentos da moeda sao entao um procedimento de reuniao de
evidéncias contrdrias a hipotese de honestidade. Suponha que obtenhamos 8
caras: esta € a evidéncia contra a hipdtese de honestidade. Qual sua signi-
ficancia?

A probabilidade em (4.52) é uma medida da significancia desta evidéncia,
no sequinte sentido. Se a moeda fosse honesta, qual seria a probabilidade de
obtermos 8 caras ou resultado mais significante contra a hipdtese de honesti-
dade, na dire¢cao de nossa desconfianca de viés para cara? Isto se traduz em
X > 8. Como sob a hipdtese de honestidade X ~ Bin(10,1/2), temos que
a probabilidade desejada é a dada em (4.52). Esta probabilidade neste con-
texto € chamada de p-valor associado ao resultado dos lan¢camentos. Quanto
menor o p-valor, maior € a evidéncia contra a hipotese de honestidade.

A questao de decidir se a evidéncia medida por (4.52) é suficientemente
forte para finalmente rejeitarmos a hipotese de honestidade ¢ em principio
subjetiva, mas em muitas situagoes prdticas se adota preliminarmente um
limiar, como 0.01, ou 0.05, ou 0.10. Se o p-valor estiver abaixo do limiar,
entao rejeitamos a hipotese de honestidade; se estiver acima, nao a rejeita-
mos.

Na situagao acima, se adotdssemos (preliminarmente) o limiar de 0.05,
entao, como o p-valor de 0.056 estd acima do limiar, nao rejeitariamos a
hipotese de honestidade.

Um resultado de 9 caras, por outro lado, leva a um p-valor de 0.011, e
neste caso, com base no limiar adotado, rejeitariamos a hipotese de honesti-
dade.

Observacao 4.22 Uma aplicagao a amostragem é a sequinte. Suponha que
estejamos interessados em conhecer a propor¢ao p de individuos de certa po-
pulagdo com certa caracteristica (por exemplo, uma caracteristica fisica, ou
social, ou de opinido). Se colhermos uma amostra casual simples de n in-
dividuos desta populacao com reposicao, entao o numero X de individuos
com a caracteristica de interesse na amostra é uma v.a. relevante. Notemos
que neste contexto, a observagao de cada individuo da amostra é um ensaio
de Bernoulli (o individuo exibe ou nao a caracteristica de interesse) indepen-
dente dos demais (em particular por causa da reposi¢ao), e se identificarmos

129



sucesso com o individuo exibir a caracteristica de interesse, entao a probabi-
lidade de sucesso em cada ensaio é p (por causa da reposicao). Concluimos
que X ~ Bin(n,p).

Na situacao do Exemplo 3.9, se a caracteristica de interesse for sexo fe-
minino, entao X ~ Bin(5,0.55). Podemos por exemplo expressar os eventos
A, B e C naquele exemplo em termos de X como seque, e usar a distribuicao
binomial para calcular suas probabilidades (trabalho que deizamos para o lei-
tor).

A={X =0}, B={X =3}, C={X >3} (4.53)

4.2.4 O modelo hipergeométrico

Voltando a Observagao 4.22, suponha que a amostragem seja feita sem re-
posicao. Neste caso perde-se a independéncia e a igualdade de condigoes entre
os ensaios de Bernoulli, a e v.a. X = “numero de sucessos nos n ensaios”
deixa de ser binomial.

Vamos entao calcular a distribuicao de X neste caso. Suponha que M > 2
seja o tamanho da populagao (estamos no contexto do pardgrafo sobre amos-
tragem sem reposicao, na pagina 94, e usando aquele espaco de probabili-
dades), e K seja o numero de individuos da populagdo com a caracteristica
de interesse; n < M ¢é o tamanho da amostra. Entao o conjunto de valores
possiveis de X sao os nimeros inteiros nao negativos entre 0V (n — M + K)
e n A K (em outras palavras, Vx = [0V (n — M + K),n AN K| NZ).

Entao, para k € Vx, o evento {X = k} consiste de amostras com k
individuos dentre os K da populacao com a caracteristica de interesse, e
n — k individuos dentre os M — K da populagao sem tal caracteristica.

O ntumero de tais amostras é pois o numero de escolhas de k individuos
dentre K multiplicado pelo nimero de escolhas de n — k individuos dentre
M — K. Concluimos que

#{x =k ()G
#0 )

n

kelovV(n—M+K),nANK|NZ.

P(X =k) =

(4.54)
Dizemos entao que X tem distribuicao hipergeométrica, com a notagao X ~

HG(M, K;n).
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Pode-se mostrar (mas nao o faremos nestas notas) que

E(X) = np, (4.55)
V(X) = fnp(l-p), (4.56)

onde p=K/Me f=1-(n—-1)/(M —1). Note que a média coincide
com a da distribuigdo do caso com reposi¢ao (em que X é binomial), e que
a variancia difere da daquele caso pelo fator f (a fragcao amostral).

Na situacao do Exemplo 3.10, se a caracteristica de interesse for sexo femi-
nino (como no caso discutido na Observagao 4.22, entao X ~ HG(100, 55;5).
Os eventos A, B e C podem ser expressados em termos de X como em (4.53),

e suas probabilidades obtidas de (4.54). Deixamos os detalhes para o leitor.
No Exemplo 3.13, X ~ HG(N, K;n).

4.2.5 O modelo geométrico

Suponha que uma moeda cuja probabilidade de cara é p € (0, 1] seja langada
sucessivamente de maneira independente. Seja X o ntimero de coroas até a
primeira cara. Entdao X é umav.a. com Vx = {0,1,2,...}. Parak > 1, temos
que X = k se e somente se (sse) ocorre coroa nos k primeiros langamentos e
cara no k-ésimo lancamento. Logo P(X = k) = (1 — p)*p. Como X = 0 sse
sai cara no primeiro lancamento, e isto tem probabilidade p, temos que

P(X =k)=(1—p)*p, k€ Vx. (4.57)

Neste caso, dizemos que X tem distribuicao geométrica com parametro p,
com a notagao X ~ G(p).

Proposicao 4.23 Se X ~ G(p), entao

P(X >k) = (1-pF k>0, (4.58)
E(X) = lp%p, (4.59)
V(X) = 1};79 . (4.60)

Demonstragao Para £ > 1, X > k sse ocorre coroa nos k + 1 primeiros
langamentos. (4.58) segue. De (4.16) e (4.58),

[e.9]

k+1 _ 1—p _1-p
E(X):];u—p) “TTaop - 5 (4.61)
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De (4.17) e (4.58),

[o¢] 1 o
E(X%) =Y k(1 -ptty —2F (4.62)
k=0 p
Mas
= 1—p 1— 1-p\°
Sk pt =S k= 0 = () ey
k=0 p k=1 p p
Substituindo (4.63) em (4.62), vem
2
E(X2):2<1_p) i (4.64)
p p

De (4.24), (4.59) e (4.64), segue (4.60).
No Exemplo 3.5 acima, vimos o caso p = 1/2.

Observacao 4.24 Na literatura a distribuicao geométrica é muitas vezes
identificada com a v.a. X' = nimero de lancamentos da moeda até sair a
primeira cara. A relagio com X acima é entao X' = X + 1.

4.2.6 O modelo binomial negativo

No contexto da subsecao acima, suponha que X seja o ntimero de coroas até
sair a m-ésima cara, onde n > 1 é um parametro. Entdao Vx = {0,1,2,...}
epara k > 1, X = k sse o (n + k)-ésimo langamento resulta em cara, e nos
n+k —1 langamentos anteriores, ocorrem n — 1 caras e k coroas em qualquer
ordem. Logo

(n+k3—1

I )p”(l —p)*, k> 0. (4.65)

(Note que a férmula funciona no caso k = 0 também.)

Se uma v.a. X tiver distribui¢do de probabilidades dada por (4.65), di-
zemos que X tem distribui¢ao binomial negativa com os parametros n e p, e
denotamos X ~ BN(n,p).
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Proposicao 4.25 Se para dadosn>1ep € (0,1], X ~ BN(n,p), entdo

E(X) = ni=? (4.66)

(4.67)

Veremos demonstragoes de (4.66) e (4.67) adiante, na Secao 4.4.

4.2.7 O modelo de Poisson

Suponha que estejamos interessados num evento raro de um experimento
aleatorio. Um evento raro ¢ um evento de probabilidade pequena. Logo, ele
provavelmente nao sera observado em uma realizacao do experimento. Serd
necessario repetir o experimento (de forma independente) um bom nimero
de vezes para termos uma chance razoavel de observar tal evento.

Para precisar um pouco mais a situacao, vamos imaginar que A é o evento,
e p = P(A) sua probabilidade. Vamos imaginar que p é bastante proximo de
0. Sendo X o numero de ocorréncias de A em n repeticoes independentes do
experimento, X ~ Bin(n, p), terfamos de ter n da ordem de 1/p para termos
uma chance razoavel de observar A pelo menos uma vez (para que o valor
esperado E(X) = np fique da ordem de 1).

Vamos inverter o raciocinio e imaginar que p = A/n, onde A é um
parametro positivo, e n é um numero inteiro bastante grande (de forma
que p seja bastante pequeno). Entao E(X) = A. Temos ainda de (4.40) que
para k > 0

wren = )6 (-3)”

- [0 (-2

Como estamos pensando em n bastante grande, vamos tomar o limite da
expressao a direita de (4.68) quando n — oco. A expressao entre colchetes
pode ser reescrita da seguinte forma.

(-8 6-2)- (-5
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Como k esté fixo, o limite da expressao acima quando n — oo é o produto
do limite de cada fator, que vale 1. Logo o limite da expressao também vale

1. Pelo mesmo motivo,
A\ F
lim (1 — —) =1.
n—oo n

-2y

quando n — oo. Este sabidamente vale e”*. Concluimos que o limite da
expressao a direita de (4.68) quando n — oo vale

Resta avaliar o limite de

)\k
efkjaa (4.69)
Sabe-se também que
— =e", (4.70)
—~ k!

logo as expressoes em (4.69), k = 0,1,2,... sdo a distribuigdo de probabili-
dade de uma v.a. Y com Vy = N.

_ N

PY =k) =70, k=012 .. (4.71)

e neste caso dizemos que Y tem distribuicao de Poisson com parametro A, e
denotamos Y ~ Po(\).

Em virtude da discussao acima, dizemos que a distribuicao de Poisson
aproxima a distribuigao binomial quando p é pequeno e n é grande (de forma
que np nao seja nem grande nem pequeno).

Exemplo 4.26 Suponha que os erros tipogrdficos na edi¢ao de um livro de
300 pdginas sejam distribuidos aleatoriamente com uma média de 1 pagina
com erros a cada 100. Qual a probabilidade de acharmos no livro todo

1. nenhuma pdgina com erros tipograficos?
2. pelo menos 2 paginas com erros tipogrdficos?

3. entre 1 e 8 pdginas com erros tipogrdficos?
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Para responder a estas questoes, vamos considerar a varidvel Y = nimero
de paginas com erros tipogrdficos no livro. Vamos supor que a probabilidade
de erro numa pdgina é 1/100 = 3/300. Neste caso podemos pelo menos de
forma aproximada dizer que Y ~ Po(3). Entao, de (4.71)

1 P(Y =0)=e3 =0.05
2. P(Y>2)=1-P(Y=0)-P(Y=1)=1—¢2—3e3 =0.80
% PUSY £3) = B(Y = 1)+ (Y = 2) 4+ P(Y = 3)
=33+ e 4+ L = 0.60.
Proposicao 4.27 Suponha que Y ~ Po()\), entdo
EY)=V(Y)=A (4.72)

Demonstracao Nao faremos um argumento direto, mas usaremos a apro-
ximacao binomial discutida acima. Como a distribuicao de Y é o limite da
de X ~ Bin(n, A\/n) quando n — oo, é natural supormos que

E(Y) = lim E(X) = lim né =, (4.73)
n—oo n—oo n
: . A A
V) = lImEX)=limn—(1——) =X\ (4.74)
n—o00 n—oo N n

Esta suposigao pode ser justificada, e temos (4.72).

4.3 Modelos para variaveis aleatérias conti-
nuas

Nesta secao apresentamos alguns modelos para v.a.’s continuas. O principal
deles, o modelo normal, ja foi visto como modelo de distribuicao de freqiien-
cias para variaveis populacionais.

4.3.1 O modelo uniforme

Dado um intervalo finito [a, b] da reta, dizemos que uma v.a. X tem distri-
buigao wuniforme em [a,b], com a notagao X ~ U([a,b]), se Vx = [a,b] e a
funcao densidade de probabilidade de X for

1
fx = —_ La,p- (4.75)
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Figura 4.3

O grafico de fx no caso a = 0, b = 1 é apresentado na Figura 4.3. No
Exemplo 4.3, temos X ~ U([0, 1]).

Proposicao 4.28 Suponha que X ~ U([a,b]), entao

Ex) = b (4.76)

V(X) = (bzza). (4.77)

Demonstracao De (4.6) e (4.75) temos

00 1 1 b
E(X) = / xb_al[a,b](x)dx:m/xdx

_ biabQ;‘lQ:“;b, (4.78)
e temos (4.76). De forma similar
E(X?) = /OO 7 ! L) () dx = ! /bedx
e b—a b—a /,
_ biab3;a3:a2+c;b—|—62’ (4.79)
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Figura 4.4

e de (4.24)

V(X):4(a +ab+112)—3(a+b) _ (bIQa) | (4.80)

e temos (4.77).

4.3.2 O modelo exponencial

Dado A > 0, dizemos que uma v.a. X tem distribuicao exponencial com
parametro A, com a notacdo X ~ Exp(\), se Vx = (0,00) e a func¢do densi-

dade de probabilidade de X for
fx(@) = Xe 1 (g0 (). (4.81)
O gréafico de fx no caso A =1 é apresentado na Figura 4.4.

Proposicao 4.29 Se X ~ Ezp()\), entdo

P(X>2) = e*, >0 (4.82)
E(X) = % (4.83)
V(X) = % (4.84)



Demonstracao

P(X > x) :/ fx(y) dy:/ Ne M dy = )\/ e dur, (4.85)

e (4.82) segue de (A.6) com a =z e b = oo (neste caso e > = 0).
De (4.18),

E(X) = / e gy A9 1 (4.86)
0 A
e temos (4.83).
De (4.19),
IE*Z(XZ):2/Ooxe_/\’”alx:g/ooac)\e_)‘ﬂcdzzc:EIE(X):3 (4.87)
; A X\ PEA

e (4.84) segue de (4.24), (4.87) e (4.83).0

A distribuicao exponencial é muito usada como modelo para tempos de
espera entre eventos, tempos de vida, e em situacao semelhantes.

Exemplo 4.30 O tempo de vida de uma lampada é uma v.a. T com distri-
buicdo exponencial de parametro 1/2. Qual é a probabilidade de a lampada
durar

1. menos do que 2 unidades de tempo?
2. pelo menos 3 unidades detempo?

3. entre 1 e 3 unidades de tempo?

1. P(T<2) = %fOQ e /2 dy = %IOQ e/ dy BV 1 e

2. P(T>3) =13 [Se™Pde =5 [T e/ da (A 15

S PA<T<3)=1[ eodp =124y DY 05 _ (15

2

Observagao 4.31 (Falta de memdria da distribuicao exponencial)
Suponha que X ~ Exp(\) e que saibamos que X > x para algum x > 0.
Vamos calcular a probabilidade de que X > x + y para algum y > 0.

PH{X >z +y}N{X > z})
P(X > z) '

P(X >zx+ylX >zx)= (4.88)
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Mas como y > 0, temos que {X >z +y} N{X >z} ={X >z +y}, entao

P(X >z +y) @s2) e M@

P(X > x) n e\ = 2 P(X > y).

(4.89)

P(X >z +ylX >z) =

E temos que
PX>zx+ylX >2)=P(X >y) paraz,y>0. (4.90)

Logo, se X > x, o valor excedente de X além de x tem distribuicdo inde-
pendente de x, e logo igqual ao caso x = 0, em que o excedente é a propria
X. Esta propriedade € por isto denominada falta de memoria da distribuicao
exponencial.

Exemplo 4.32 Suponha que a lampada do Exemplo 4.30 acima esteja ati-
vada numa sala fechada. Ao entrar na sala, vocé nota que ela estd acesa.
Qual a probabilidade de ela durar ainda por 2 unidades de tempo? Por en-
quanto tempo vocé espera que ela ainda dure?

Pela falta de memoria da distribuicao exponencial, nao importa por quan-
to tempo t a lampada tenha estado acesa quando vocé entra na sala, o fato
de ela estar acesa diz que X > t, e dado isto, pela falta de memdria, o
tempo adicional de funcionamento continua FEzxp(2). Entdo as respostas as
perguntas acima Sao

(4.90) (4.82) o1

P(X > 2) , (4.91)
E(X —t[X >1) &Y /1@-4>ﬂX>wd
0

o0

P(X >t+z|X >t)ds

MX>t+mX>w

P(X > z)de "2 E(X) = 2. (4.92)

S—

4.3.3 O modelo normal

Dados nimeros ;4 € R e ¢ > 0, uma v.a. continua X ¢é dita ter distribuicao
normal com os parametros u e 0 se Vx = R e fx for dada por (1.20), com a
mesma notacao do caso de X ser uma variavel populacional com distribuicao
normal com parametros p e 0% X ~ N(u,0?). (Veja a Subsegao 1.2.1.)
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Claramente, esta distribuicao de probabilidades tem as mesmas proprie-
dades matematicas da distribuicao de frequiéncias estudada na Subsecao 1.2.1.
Em particular

E(X) = p, (4.93)
V(X) = o2 (4.94)

(Veja (2.13) e (2.77).)

A maneira de calcular probabilidades envolvendo variavel normal, fazendo
padronizacao, e usando simetria e complementaridade, funciona exatamente
como na Subsecao 1.2.1.

A titulo de exemplo, suponha que X seja uma v.a. tal que X ~ N(48,625).
Esta é a mesma distribuicao daquela do Exemplo 1.8. As freqiiéncias ali
calculadas podem entao ser vistas como probabilidades no presente caso.

Aproximagao normal para a distribuicao binomial

Uma das propriedades importantes da distribuigdo normal (vista como
freqiiéncia ou probabilidade) é que ela aproxima outras distribuigoes, tor-
nando simples o célculo de probabilidades ou freqiiéncias (de forma aproxi-
mada) em casos complicados. Vamos apresentar neste pardgrafo o caso da
aproximacao normal para a distribuicao binomial.

Seja X ~ Bin(16,0.5). Na Figura 4.5 representamos a distribuicao de
X com barras de bases centradas nos valores de Vx e cujas alturas sao as
respectivas probabilidades. Note que as bases das barras tém comprimento
1, logo as probabilidades sao também as areas das barras. Podemos entao
pensar no grafico de barras de X como histograma de X. A silhueta deste
grafico é reminiscente da curva normal. Vamos entao ajustar uma curva
normal neste grafico. Mas qual curva? (Com quais parametros?) E natural
tomar para a distribuicao normal as mesmas média e variancia da distribuicao
binomial. Vamos entdo considerar ¥ ~ N(8,4) (isto é com p = E(X) =
16 x0.5e 0? =V(X) =16 x 0.5 x 0.5). Na Figura 4.6 superpomos o grafico
de barras de X e o grafico da densidade de Y para realcar a similaridade.
Consideremos agora a seguinte probabilidade binomial.

P8 < X < 12) (4.95)

Em termos do grafico de barras de X, conforme argumentamos acima, esta
probabilidade é a soma das areas das barras centradas em 8, 9, ..., 12; em
outras palavras, a drea no histograma de barras entre 7.5 e 12.5 (pois a base
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Figura 4.5 Grafico de barras de X
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Figura 4.6 Grafico de barras de X com densidade de Y superposta.
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de cada barra comeca em k — 0.5 e termina em k + 0.5, onde k é o ponto
central da base). E claro da Figura 4.6 que a drea sob o histograma normal

de Y é uma boa aproximacao para a probabilidade em questao. De fato,
de (4.40), achamos
P(8 < X < 12) = 0.587555; (4.96)

e da aproximacao normal, temos

PR< X <12) ~ P(7T5<Y <125)=P(—0.25 < Z < 2.25)
= A(2.25) + A(0.25) — 1 = 0.987776 + 0.598706 — 1
— 0.586482. (4.97)

Em geral, para X ~ Bin(n,p), a v.a. normal adequada para aproximar
X éY ~ N(np,np(1l —p)), isto é, a v.a. normal com média p = E(X) = np
e variancia 0 = V(X) = np(1 — p). Neste caso, temos, para 0 <i < j <n

Pi<X<j)=P>i—-05<Y <j+0.5). (4.98)
A aproximacao é tanto melhor quanto
1. mais central for p (isto é, mais préximo de 0.5);
2. maior for n;
3. um critério que combina os itens anteriores: quanto maior for np(1—p).

Algumas referéncias dao: np(1 — p) > 3 implica em boa aproximagao.

Observacao 4.33 Uma aprozimag¢ao mais grosseira do que (4.98), mas bas-
tante usada na pratica é

Pi<X <j)=PlI<Y <j). (4.99)

Note que em (4.99) descartamos metade da drea de cada uma das barras
centradas em i e j.

Observacao 4.34 Uma afirmagao mais precisa sobre a aproximagao normal
¢ a dada pelo enunciado do Teorema Central do Limite: seja X,, ~ Bin(n,p),
p € (0,1), e seja Z,, a v.a. X, padronizada:

X, —E(X,) X, —np
DP(X,)  /np(1—p)
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Entao a distribuicao de Z, converge para a distribui¢cao normal padrao quan-
do n — o0, isto €, para todo a,b € R com a < b:

b
1 2
lim P(a < Z, <b) = / —— e U2 ., (4.100)
n—oo a \ 271

Exemplo 4.35 Num referendo a ser realizado em dado local, 55% da po-
pulacao € pelo “Sim” e 45% pelo “Nao”. Planeja-se uma pesquisa de opiniao
a respeito com base numa amostra casual simples com reposicao de tamanho
100 da populacao. Qual a probabilidade de a maioria pelo “Sim” nao aparecer
na amostra?

Seja X o numero de individuos pelo “Sim” na amostra. FEntao X ~
Bin(100,0.55). Queremos determinar P(X < 50). De (4.98), sendo Y ~
N(55,24.75), temos

P(X < 50) ~ P(Y <50.5) =P(Z < —0.90) = 1 — A(0.90) = 0.184. (4.101)

E sen = 4007 Neste caso, queremos P(X' < 200), onde X' ~ Bin(400,0.55).
A v.a. normal adequada €Y' ~ N(220,99), e

P(X' < 200) ~ P(Y' < 200.5) = P(Z < —1.96) = 1 — A(1.96) = 0.025.
(4.102)

4.4 Varias variaveis aleatodrias

Podemos estar interessados em mais de uma v.a. de dado experimento alea-
tério. No Exemplo 3.6, as coordenadas X e Y do ponto escolhido sao duas
v.a.’s. No Exemplo 3.7, os niimeros lancados nos dois langamentos também
sao duas v.a.’s.

Dadas X1, Xs,..., X,,, n > 2, v.a.’s de um mesmo experimento aleatorio,
a informacao que nos interessa sobre elas é aquela dada pela distribuicao
de probabilidades conjunta de Xi, X5,... Vamos considerar apenas o caso
discreto.

Suponha que (€2, €, P) seja um modelo probabilistico para um dado ex-
perimento aleatério e que X, ..., X, sejam v.a.’s deste experimento, isto €,
X;:Q—=R,i=1,...,n. Vamos supor ainda que cada v.a. seja discreta, isto
é, o conjunto de valores de X, V;, é discreto: finito ou infinito enumeravel.
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Neste caso, a distribuicao de probabilidades conjunta de X,..., X, é dada
pela funcao de probabilidades conjunta de X3, ..., X,, a seguir.

PXy=x1,.... Xp=x,); 2, €Vyi=1,...,n. (4.103)

Exemplo 4.36 No FExemplo 3.7, seja X o numero lancado no primeiro
lancamento e Y aquele resultante do sequndo lancamento.Entao

1
P(X:i,Y:j):%,i,jzl,...,6. (4.104)
Exemplo 4.37 No Ezemplo 3.18, seja X o indicador de que a primeira bola
é azul, i1sto é, X = 1,4,, e Y o indicador de que a sequnda bola € azul, isto
€, Y = 1a,. Entdo a distribuicao conjunta de (X,Y) é dada por (veja a
Figura 3.12)

P(X=1Y =1) = P(A NA)=P(A)P(A]A)

= 0.6 x 0.56 = 0.34, (4.105)

P(X = 1Y =0) = P(A N A5 = P(A)P(A5]A)
= 0.6 x 0.44 = 0.26, (4.106)

P(X=0,Y=1) = P(A] N Az) = P(A])P(A,AT)
= 0.4 x0.67=027, (4.107)

P(X =0,Y =0) = P(A] N A3) = P(A])P(A3]A])
0.4 x 0.33 = 0.13. (4.108)

Uma maneira de obter varias v.a.’s em amostragem é quando sorteamos
um individuo numa populacao e consideramos diversas variaveis populaci-
onais medidas no individuo sorteado. No Exemplo 1.1, se tomarmos uma
amostra casual simples de tamanho 1 da populagao de funcionarios da com-
panhia, e considerarmos a idade e ntmero de filhos do funcionario assim
sorteado, temos entao duas v.a.’s aleatorias do sorteio.

Uma outra forma é quando tomamos amostra de mais de um individuo
e medimos a mesma variavel populacional nos diversos individuos sortedos.
No Exemplo 1.1, poderiamos tomar uma amostra casual simples de tamanho
2 da populacao. X seria o nimero de filhos do primeiro individuo da amostra
e Y o numero de filhos do segundo individuo.

A distribuicao conjunta de probabilidades tem as mesmas propriedades
matematicas que a distribuicao conjunta de freqiiéncias. Em particular a
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Proposigao 1.20 é valida para distribuicoes conjuntas de probabilidades. A
versao da Proposi¢ao 2.7 para v.a.’s é seguinte.

Sejam X1, ..., X, v.a.’s (discretas) de um mesmo espago de probabilida-
des (,E,P)e h: R" — R. Entao Y = h(Xy,..., X,) é uma v.a. de (2, &,P)

E(Y) =B(h(X1,.... X)) = Y hlay,...,2.)P(Xy =21, X,y = 2).

(4.109)
Podemos também obter a propriedade de “linearidade” da esperanca (veja
(2.35)): para constantes numéricas ag, a1, . . ., a, arbitrarias,

E(a,o + a1X1 + Ce + (lan) = Qo + alE(Xl) + Ce + anE(Xn) (4110)

Ambas as propriedades (4.109) e (4.110) sao validas em geral (as v.a’s nao
precisam ser discretas; a primeira propriedade tem uma forma um pouco di-
ferente em geral.). Em particular, se X for uma v.a. continua com densidade
fx, entao

E(h(X)) = / " h@) (o) da. (4.111)

[e.e]

(veja (2.22) e (4.10)).

4.4.1 Condicionamento e independéncia

Dadas duas v.a.’s (discretas) X,Y num mesmo espago de probabilidades,
dado y € Vy, a distribuigao condicional de probabilidades de X dado Y =y
¢é a colecao de probabilidades condicionais

P(X =z|Y =vy), v € Vx, (4.112)

lembrando que P(X =z|Y =vy) = W.

As distribuicoes condicionais de probag)ilidades sao matematicamente i-
deénticas as distribuicoes condicionais de freqiiéncias, e logo tém as mesmas
propriedades matematicas: veja as Observacoes 1.23 e 1.24.

A esperanca condicional de X dado Y = y é a esperanca da distribuicao

condicional de X dado Y = y:

E(X[Y =y)= > aP(X =z} =y (4.113)

TEVx
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(veja (2.38)), e sendo h : Vy — R tal que h(y) = E(X|Y = y), entdo
denotamos h(Y) = E(X|Y) e temos

E(h(Y)) =EEX|Y)) = E(X) (4.114)
(veja (2.39)).

Exemplo 4.38 Um experimento ¢ realizado em dois estagios. O primeiro
estagio consiste em observar uma varidvel de Poisson'Y com parametro \ >
0. No segqundo estdgio, dado que Y = n no primeiro estdgio, lan¢a-se uma
moeda com probabilidade de cara a € [0,1] n vezes. Seja X o nimero de
caras observadas nos'Y lancamentos.

Temos entao que paran >0, X|Y =n ~ Bin(n,a), isto é

P(X = k|Y =n) = (Z) aF(1—a)"* k=0,... n (4.115)
(Sen =0, entdo X =0.)

Vamos calcular a distribui¢ao (marginal) de X. Da propriedade corres-
pondente a (1.74) (veja Observagao 1.24), temos que se k > 0,

P(X = k)
— EOP(X = k:|Y = n)P(Y = n) = Zk (Z) o (1 B a)n—k o> g
(@) = (L= )™ (@) (L= )
- TGANZZK -k & “; nl
_ (%)k X pl=a)r _ o (O‘kA!)k_ (4.116)
Logo
X ~ Po(a). (4.117)

Dai podemos concluir que E(X) = a\, mas, se estivéssemos interessados
apenas na esperan¢a de X, podiamos dispensar o cdlculo em (4.116) e a
conclusao em (4.117). Bastaria usar (4.114), como se segue.

Temos que para todo n > 0, E(X|Y =n) = na = an. Logo, E(X|Y) =
aY. De (4.114)

E(X) = EE(X]Y)) = E(aY) = aE(Y) = aX. (4.118)
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Independéncia

De forma andloga ao caso de varidveis populacionais, dadas duas v.a.’s
X e Y discretas (no mesmo espaco de probabilidades), dizemos que X ¢é
independente de Y se a distribuicao condicional de X dado Y = y é igual a
distribuicao marginal de X para todo y € Vy. Em outros palavras, se

P(X =z|Y =y) =P(X =x), paratodox € Vx, y € Vy. (4.119)
Esta condicao é equivalente a

P(X =x,Y =y)=P(X =2)P(Y =y), paratodox € Vx, y € Vy,
(4.120)
e de novo temos a condicao simétrica de fatoragao da probabilidade conjunta
nas probabilidades marginais respectivas. Dizemos também, apoiados por
esta simetria, que X e Y sdo independentes (entre si).

Exemplo 4.39 No Exemplo /.36, X eY sao independentes pois, para todo
1,7=1,...,6, temos

1 1 1
PX=iY=j)=—==-x=-=PX =9)P(Y =
(X=iY =j)= 5o = x = =P(X = )B(Y =),
verificando (4.120).
No caso de mais de duas v.a.’s discretas Xj,..., X, dizemos que sao
(coletivamente) independentes se

para todo x; € Vx,, i =1,...,n.

Uma maneira de obter v.a.’s independentes em amostragem é quando
tomamos uma amostra casual simples de tamanho 1 da populacao em que
temos variaveis populacionais independentes. Estas variaveis medidas no
individuo sorteado sao v.a.’s independentes.

Observacao 4.40 Uma outra forma € quando tomamos uma amostra ca-
sual stmples com reposicao de mais de um individuo e medimos a mesma
varidvel populacional nos diversos individuos sortedos. Como argumentado
na Observagdo 3.22, as v.a.’s resultantes sao independentes (além disto, tem
cada uma a mesma distribuicao idéntica a distribuicao (de freqiiéncias) da
varidavel populacional).
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Proposicao 4.41 Suponha que X, ..., X, sejam v.a.’s independentes. En-
tao
E(X; x...x X,) =E(X;) x ... xE(X,). (4.122)

Demonstracao Vale em geral, mas argumentaremos apenas o caso discreto.

De (4.109)

E(Xi...X,) = Y 2.2, P(Xy=m,..., X, =1,)
— mzx ... 2, P(Xy =11) .. . P(X,, = )
= mlzxn 1 P(Xy=21)... 2, P(X,, = )
E—
= > wPXi=z)...) 2,PX, =1,
— (Z 1 P(X; = x1)> . (Z x, P(X, = SL’n))
= E(;’l) E(X,) " (4.123)

4.4.2 Covariancia

Dadas duas v.a.’s X,Y no mesmo espacgo de probabilidades, a covariancia
entre X e Y ¢é definida como

C(X,Y) = E[(X — E(X))(Y —E(Y))], (4.124)

isto é, é o valor esperado do produto das variaveis centradas. Expandindo o
produto e usando a linearidade da esperanca, obtemos

C(X,Y) = E[XY]-E(XE®Y))-E(YE(X))+EEY)E(X))
= E[XY]-EY)E(X)—EX)E(Y)+E(Y)E(X) (4.125)

e concluimos que

C(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) (4.126)
(veja (2.113)).
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No Exemplo 4.37, de (4.105-4.108), temos

E(XY) = 0x0P(X=0,Y=0)+0xIP(X =0,V =1)
+ Ix0P(X=1Y=0)+1x1P(X =1Y =1)
= P(X=1Y =1) =034, (4.127)

E(X) = 0P(X =0)+1P(X =1)=P(X = 1) = P(4,) “2 0.6
E(Y) = 0P(Y =0)+1P(Y =1) = P(Y = 1) = P(4,) "2 0.6.

De (3.62) vem
C(X,Y) =0.34— (0.6)* = —0.02. (4.128)

Proposicao 4.42 Se X e Y forem independentes, temos
C(X,Y)=0. (4.129)
Demonstragao Segue imediatamente da Proposi¢ao 4.41 e (3.62).

No Exemplo 4.39, vimos que X e Y sao independentes. Logo,
C(X,Y)=0.

Observacao 4.43 Dadas duas v.a.’s X e Y, uma forma de calcular E(XY')
¢ a sequinte.

E(XY) =E[YE(X|Y)]. (4.130)
Demonstracao Vamos considerar o caso discreto apenas. De (4.109),

EYE(X|Y)] = > yEX|Y =y)PY =y)

yEVy

= Y y > aPX =zl]y =y)P(Y =y)

yEVy rE€Vx

= Z nyIP’(X:x,Y:y)
z€Vx yeVy

— E(XY), (4.131)

onde usamos a regra do produto na peniltima passagem.

149



4.4.3 Soma de variaveis aleatdrias

Sejam X7, X5 ... v.a.’s num mesmo espaco de probabilidades e, para n > 1,
seja

Sp=X1+4.. . +X, =) X, (4.132)
=1

Somas de v.a.’s como esta entram, por exemplo, em amostragem, na es-
timagao de médias populacionais: seja Il uma populacao e X uma variavel
numérica ai definida; seja yu = M(X). Para estimar p, colhemos uma amos-
tra casual simples de tamanho n de II, e medimos X em cada individuo
amostrado, obtendo desta forma as v.a.’s Xi,...,X,, (que chamamos neste
caso de amostra casual simples (de tamanho n) de X). Entao

_ S, ] —
X, === X, 4.133
nZ (4.133)

n

a média amostral, seria um estimador para L.
Da linearidade da esperanca, temos que

E(S,) =E(X)) + ... + E(X,) = > E(X;). (4.134)

Vimos acima (na Observacao 4.40) que, na amostragem casual simples
de tamanho n com reposicao, as v.a.’s Xy, ..., X,, resultantes da medicao de
X mnos individuos da amostra tém todas distribuicao marginal de probabi-
lidades dadas pela distribuicao de freqiiéncias de X. Isto também é valido
(mas nao tao 6bvio) para a amostragem casual simples de tamanho n sem
reposigao (mas neste caso, perde-se a independéncia entre as v.a.’s). Logo,
se Xq,...,X, for uma amostra casual simples de X, temos da linearidade da
esperanga, de (4.134) e do que acabamos de dizer que

E(X,) = E (i) = E(S,) = %iE(XZ-) — (4.135)

n

onde a ultima igualdade se deve ao fato que E(X;) = M(X) = u para todo
1. Podemos entao afirmar que a média amostral é um estimador nao-viesado

para .

Vamos em seguida considerar a variancia de .S,,.
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Proposicao 4.44 Sejam Xi, X5 ... v.a.’s num mesmo espago de probabili-
dades e, paran > 1, S, = X1+ ...+ X,,. Entao

Corolario 4.45 No contexto da Proposicao 4.44, se X1, Xo... forem inde-
pendentes (duas a duas), entdo

V(S,) = zn:V(Xi). (4.137)

Demonstracgao da Proposigcao 4.44

n 2 n n
(Sn)? = (Z Xi> =3 X7+2) XX, (4.138)
=1 =1

ij=1
1<j

logo

E[(5:)%] =E

3
=1

+E QiXin = zn:E(Xf) +2 iE(Xin).
=1

i,j=1 i,j=1
i<j i<j

(4.139)

Temos ainda que

(E(Sn))* = (Z E(X¢)> =D B +2 ) E(X)E(X)).  (4.140)

i=1 i,y=1
i<

De (4.138), (4.139) e (4.24)

V(Sn) = Z {E(X7) — [BCOP} +2 ) {E(X: X)) - E(X) E(X;)}

ij=1
1<j

= SV T2 C0 X)) o

4,j=1
i<j
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Demonstracao do Corolario 4.45 Imediata das Proposicoes 4.44 e 4.42.

Aplicacoes a distribuicoes de v.a.’s ja vistas

Demonstracao da Proposicao 4.19
Se X ~ Bin(n,p), entdo X pode ser escrita como

Su =YY, (4.142)
i=1
onde Yi,...,Y, sao v.a.’s de Bernoulli com parametro p independentes. De

fato, se tomarmos

(4.143)

v 1, se o i-ésimo ensaio de Bernoulli resulta em sucesso,
P = . . .
0, se o i-ésimo ensaio de Bernoulli resulta em fracasso,

entao temos claramente a validade de (4.142). A independéncia alegada entre
as v.a.’s Y7,...,Y, segue da independéncia entre os ensaios.
De (4.134) e (4.36),

E(X) =S EV) =3 p=np, (1144)
i=1 i=1
e (4.41) estd verificada. De (4.137) e (4.37),

V(X) =D V(Y) =3 p(L—p)=np(l-p), (4.145)

i=1
e (4.42) esta verificada.

Demonstracao da Proposicao 4.25 Como no caso da binomial com as
Bernoulli’s, uma v.a. com distribuicao binomial negativa pode ser escrita
como uma soma de v.a.’s geométricas de parametro p independentes. Isto é,
se X ~ BN(n,p), entao

Su =Y, (4.146)
=1

onde Y; ~ G(p) para todo i = 1,...,n, e Y;,...,Y, sdo independentes.
Entao

E(X) = Zn:E(m - zn: % - nlp%p, (4.147)

n

V(X) = ivm):zlp;p:nl_gp. (4.148)
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Aplicagoes na avaliagao da média amostral como estimador da
média populacional

Seja X uma varidvel populacional numérica com média M(X) = pu e
variancia V(X) = o2, e seja X1,..., X, uma amostra casual simples com
reposicio de X. Em (4.135), achamos a esperanca da média amostral X,,, e
concluimos que se trata de estimador nao-viesado para p. De (4.25) e (4.137)

no? o2
2

S, B
= (4149)

. 1 1
V(X,) =V (?) = V() =— ZV(XZ-) =
=1

Note que a variancia de X,, vai para 0 quando n — oo. Como a variancia
de X,, pode ser vista como o desvio quadratico médio da média amostral em
relacao a média populacional p, concluimos que esta distancia entre o esti-
mador e o parametro estimado decai indefinidamente conforme aumentamos
o tamanho da amostra. Por esta propriedade, dizemos que a média amostral
(neste contexto) é um estimador consistente para a média populacional.

Observagao 4.46 A discussao que acabamos de fazer produz também a in-
terpretacao estatistica da esperanca que mencionamos na Observagao 4.14.
Note que média populacional p € também a esperanca comum de Xy, ..., X,.
Logo, do fato que a distancia entre e a média de Xq,...,X, vai a zero
quando n — oo 2, podemos dizer que a esperanca de uma v.a. € o valor que
esperamos observar, ndao necessariamente numa realizacao do experimento
aleatorio subjacente, mas como média das observagoes da varidvel em vdrias
repeticoes independentes do experimento.

Teorema Central do Limite

O resultado de aproximacao normal para a distribuicao binomial que
vimos na Subsecao 4.3.3, mais especificamente o Teorema Central do Limite
(apresentado na Observacao 4.34) sdo versoes do seguinte resultado mais
geral.

Teorema 4.47 (Teorema Central do Limite)
Sejam X1, Xo ... v.a.’s independentes e de mesma distribui¢cao marginal, com

?Distancia dada pelo desvio quadritico médio, como vimos acima, mas o mesmo vale
para outras distancias.
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me:dz'a comum i e variancia comum o > 0. Paran > 1, seja S, = Yo X

e X, = Sp/n. Seja

Sp —E(S,)  Sp —npu
DP(S,) oyn

X, —E(X, X, —

- (Xn) _ g (4.151)
DP(X,) _ /v

Entao, vale a conclusio da Observacao 4.34, qual seja, para todo a,b € R

com a < b, temos que

Zn

(4.150)

b
1 2
lim P(a < Z,, < b) = / —— e "2 . (4.152)
n=o0 . V21

Note que no caso da Observacao 4.34, a distribuicao comum de X7, X5 ...
¢ Bernoulli com parametro p, como observamos em (4.142) e (4.143).

Exemplo 4.48 Suponha que a populagao de certa regiao em certa época te-
nha altura média 170 com desvio-padrao 10. Depois de certo tempo, descon-
fia-se que a altura média mudou, mas nao o desvio padrao. Para estimar a
altura média atual, planeja-se colher uma amostra casual simples de tama-
nho 100 com reposicao desta populacdo. Qual a probabilidade de a média
amostral nao diferir da média populacional por mais do que 27

Seja X a altura atual da populagao, e seja p = M(X), a altura média
atual. Sejam X1, ..., X0 as alturas amostradas, e X a média amostral.
Entao queremos achar

P(|X — ul <2). (4.153)

Temos que o desvio-padrao comum das v.a.’s da amostra é 10. Como
2

— 2,
o/+/100

X —pu| <2 sse |Z] <

onde <
77— 2B
o/+/100

temos de (4.152) que
PIX —p| <2)=P(|Z]<2)=P(—2< Z<2)~P(-2< Z < 2),
onde Z ~N(0,1). Logo a probabilidade em questdo vale aproximadamente

A(2) — A(=2) =24(2) =1 =2 % 0.9773 — 1 = 0.955.
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Observacao 4.49 A probabilidade em (4.153) neste contexto é chamada de
coeficiente de confianca para X como estimador de ji com margem de erro
de 2. Podemos dizer entao neste caso que temos um coeficiente de confianca
de aprozimadamente 95% para X como estimador de ji com wma margem de
erro de 2.
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