Capitulo 3

Probabilidade

Neste capitulo introduzimos modelos probabilisticos como modelos matema-
ticos para experimentos aleatérios. A aplicacao principal, mas nao a unica,
a ser discutida ao longo deste capitulo e do proximo, serd a amostragem (de
varidveis) em populagbes, objeto bésico da inferéncia estatistica.

Inferéncia estatistica

Um dos problemas praticos na analise de distribuicoes de variaveis em
populagoes, como fizemos nos primeiros capitulos, é obter os dados populaci-
onais que nos permitam determinar as distribuigoes, ou suas caracteristicas.
E preciso observar toda a populagao, e isto pode ser muito custoso.

A alternativa é examinar apenas uma amostra da populagao, uma parte
desta. A questao entao é como podemos extrapolar, inferir da informagao
amostral as caracteristicas populacionais. Surge a questao de representativi-
dade da amostra: ¢é preciso garanti-la de alguma forma. Na falta de melhor
op¢ao (que é o que costuma acontecer), uma forma fraca de fazé-lo é tomar
amostras aleatorias, ou casuais, ou sorteadas. No caso mais simples, que é
o que consideraremos adiante, nao temos mais representatividade absoluta,
em que cada individuo da populagao é representado, mas uma representati-
vidade probabilistica: cada individuo da populacao tem a mesma chance de
ser representado.

As inferéncias que fazemos a partir de amostras aleatérias nao tém va-
lidade absoluta, mas apenas uma validade probabilistica. Atribuir proba-
bilidades a tais inferéncias envolve fazermos uma descricao detalhada das
probabilidades envolvidas nos sorteios, e sabermos fazer calculos com elas. E
o que aprenderemos neste capitulo, desde um ponto de vista mais geral.
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3.1 Modelo probabilistico

Em diversas situagoes, na natureza, na sociedade, ocorrem fenomenos que
podemos chamar de aleatérios: sao aqueles que, mesmo quando observados
repetidamente sob as mesmas condic¢oes, produzem resultados diferentes, de
forma imprevisivel. Tais fenomenos podem ser vistos como o resultado de
experimentos aleatorios.

Exemplos

Jogos de azar, como o lancamento de um dado, ou uma rodada de roleta,
ou a distribuicao de maos de carteado, tém resultados imprevisiveis, e podem
ser entao considerados como experimentos aleatorios.

Fenomenos praticos, como o tempo que fara no final de semana, o resul-
tado de um evento esportivo, o rendimento de uma carteira de investimentos,
medicoes com instrumentos, também podem ser considerados como resultado
de experimentos aleatérios em muitas situagoes. O resultado de uma amos-
tragem aleatéria em uma populagao seria um outro exemplo.

A natureza fornece por sua vez muitos exemplos: caracteristicas diver-
sas de animais e plantas, comportamentos climaticos, sismicos, maritimos,
cHdsmicos, ete.

Apesar da imprevisibilidade sobre o resultado de sua préxima observacao,
muitos destes experimentos apresentam uma regularidade ou previsibilidade
estatistica: ao longo de muitas observagoes repetidas do experimento, as
freqiiéncias relativas dos diversos resultados possiveis se estabilizam.

Exemplo 3.1 No langcamento de um dado equilibrado, observa-se que as
freqiiéncias relativas de 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 se aprozimam de 1/6 cada con-
forme o numero de repeticoes vai aumentando. Na Tabela 3.1 indicamos tais
freqiiéncias relativas para um numero crescente de repeticoes.

Por isto, ou por outra motivacao intuitiva, atribuimos probabilidades aos
diversos resultados possiveis de (certos) experimentos aleatérios. No caso do
langamento de um dado equilibrado, é natural atribuir probabilidade 1/6 a
cada um dos 6 possiveis resultados.

Modelo probabilistico
Num modelo matemaético para um experimento aleatorio, vamos abstrair
os ingredientes essenciais. Um deles é a multiplicidade de resultados possiveis.
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Resultado freqiiéncia
1 0.180 0.170 0.163
2 0.180 0.171 0.166
3 0.200 0.164 0.174
4 0.130 0.148 0.162
5 0.130 0.175 0.170
6 0.180 0.172 0.166
N 100 1000 10000

Tabela 3.1 N langamentos de um dado equilibrado (simulagao)

Isto serd indicado por um conjunto €2 nao vazio (e tipicamente nao unitério),
que chamaremos de espaco amostral.
No Exemplo 3.1 teriamos

Q=1{1,2,3,4,5,6}.

O outro ingrediente sao as probabilidades, que em principio devem ser
atribuidas aos resultados possiveis (na linguagem do modelo, aos pontos de
2). No mesmo exemplo, como o dado é equilibrado, nenhum valor teria mais
chance de sair do que os outros, e teriamos

P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = - (3.1)

onde P(7) lé-se “probabilidade de (sair) ¢ (como resultado do langamento do
dado)”.

De forma mais geral, pode ocorrer de uma atribuicao de probabilidades
aos pontos de € (como fizemos acima) nao fazer muito sentido ou nao ser o
suficiente.

Exemplo 3.2 Um ezperimento aleatério razoavelmente familiar (bastante,
para quem faz simulagoes) €: escolha ao acaso e de maneira uniforme um
nimero do intervalo [0,1]. A uniformidade implica que de certa forma cada
resultado possivel deve ter a mesma probabilidade. Mas nao podemos atribuir
probabilidade igual a todos os pontos de Q = [0,1] (hd um infinito continuo
de possibilidades), sem que essa probabilidade seja zero. E mesmo fazendo
i1sto, esta atribuicao € insuficiente.

A maneira adequada de fazer a atribuicao neste caso €, por exemplo,
atribuir probabilidades aos intervalos. Da uniformidade, seria natural impor
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que para todo subintervalo I de [0,1],
P(I) = comprimento de I,

onde P(I) significa probabilidade de (o nimero escolhido pertencer a) I.
(Note que neste caso a probabilidade de um ponto é igual ao seu compri-
mento, que se anula.)

Note ainda no exemplo acima que nao basta atribuir probabilidades aos
pontos de §2: é necessario considerarmos subconjuntos adequados, no caso,
os intervalos.

Genericamente entao, num modelo probabilistico, as probabilidades sao
atribuidas a subconjuntos de €2, os eventos.

Eventos

Dado um modelo probabilistico (para certo experimento aleatério) com
espago amostral (conjunto de possibilidades) €2, e um subconjunto A C ,
dizemos que A é um evento, e que, no contexto do experimento aleatério, A
ocorre se o resultado do experimento (um ponto de §2) pertencer a A.

No Exemplo 3.2, A = [0,1/2] é um evento, que ocorre se 0 nimero esco-
lhido for menor ou igual a 1/2.

Espaco de eventos

O espago de eventos do modelo probabilistico, que podemos denotar por
&, é o conjunto (ou classe) de eventos que queremos considerar (e atribuir
probabilidades). Vamos definir operacoes (entre eventos) nesta classe, que
devera ser rica o suficiente para ser preservada pelas operagoes (isto é, quando
aplicarmos as operacoes a eventos da classe, o resultado deve ser um evento
da classe). As operagoes sao:

1. com dois eventos: intersec¢ao (ocorréncia simultanea); uniao (ocorrén-
cia alternativa);

2. com um evento: complementagao (ndo ocorréncia).

Dados dois eventos A, B € £, a intersec¢ao
ANBeé&
é um evento (da classe £): a ocorréncia simultanea de A e B; e a uniao

AUBe€&
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é um evento (da classe £): a ocorréncia alternativa de A ou B (ocorre A ou
B — incluindo a possibilidade de ambos ocorrerem).
Seja ainda a diferenca entre A e B:

A\ Beé,

que é um evento (da classe £): ocorre A mas nao ocorre B.
Dado um evento A € £, o complemetar de A

Ae &
¢ um evento (da classe £): a ndo ocorréncia de A.

Observacao 3.3 As operacoes acima podem e devem ser pensadas como as
operagoes usuais entre conjuntos com a mesma terminologia e notagdo. (Em

termos de conjuntos, A\ B € o conjunto de elementos de A que ndo pertencem
a B.)

Valem as seguintes relagoes (verifique). Dados A, B € £

(A% = A (3.2)
A\B = AnB° (3.3)
(ANB) = A°UB° (3.4)
(AUB)® = A°n B (3.5)

As propriedades (3.4) e (3.5) sdo prontamente generaliziveis para n > 2
eventos. Sejam A, Ay, ..., A, € £ tais eventos. Entao

T'L—lAz‘)c - U:'L=1A57
(U A = N AL

Os subconjuntos @) e Q de Q também sao eventos: o evento nulo ou im-
possivel, e o evento total ou certo, respectivamente. Eles sempre estarao em
E.

Dizemos que dois eventos A, B € £ sao disjuntos ou mutuamente exclu-
51008 se

ANB=0. (3.8)
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No Exemplo 3.1, uma classe de eventos natural é o conjunto das partes
de Q = {1,2,3,4,5,6}, isto é, todos os subconjuntos de {1,2,3,4,5,6}:

£ = {0,{1},{2},.... {6}, {1.2}, ..., {1,6},
(2,3),...,{2,6},...,16,6},{1,2,3},...,Q}.

Note que, por exemplo, {1,2,3} e {4,6} sdo eventos disjuntos de &.
Nao ¢ dificil verificar que o nimero de elementos de &, neste exemplo, é
26 = 64: dado um evento A de &£, para cada ponto i de (2, seja

X, — 1, sei€ A,
0, sei¢ A

Entao A é determinado pela (além de determinar a) seqiiéncia X1, Xo, ..., Xg.
Logo ha uma relagdo 1 a 1 entre os eventos de £ e as seqiiéncias de 0’s e
1’s de comprimento 6. Como ha duas possibilidades para cada uma das 6
entradas da seqiiéncia (0 ou 1), o total de possibilidades para a seqiiéncia é
2x2x...2=25

Uma outra classe que poderia ser considerada, caso estivéssemos interes-
sados apenas se o langcamento resulta em ntimero par ou impar, seria

g = {0,{1,3,5},{2,4,6},Q}.

Note que esta classe de eventos tem apenas 4 elementos.

No Exemplo 3.2, uma classe de eventos adequada nao é simples de des-
crever; em particular o conjunto das partes de [0, 1] é grande demais. Mas
nao nos preocuparemos com isto nestas notas, e apenas diremos que neste
caso &€ deve conter todos os intervalos de € (incluindo os de comprimento 0:
os conjuntos unitarios e o conjunto vazio) e unides de tais intervalos.

Probabilidade
Dados um espaco amostral 2 e uma classe de eventos £, uma probabilidade
¢ uma funcdo P : &€ — [0, 1] satisfazendo as seguintes propriedades.

P(Q2) =1 (o evento certo tem probabilidade 1) (3.9)
Dados dois eventos A e B disjuntos (veja (3.8))
P(AUB) =P(A)+P(B) (aditividade). (3.10)

A imposicao destas duas propriedades é intuitivamente clara. Note que as
distribuicoes de freqiiéncia vistas nos primeiros capitulos tém propriedades
semelhantes (veja (1.7), (1.14), (1.18)).
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Definicao 3.4 A tripla (Q,E,P) é o que chamaremos de modelo proba-
bilistico ou espago de probabilidades (para dado experimento aleatdrio).

De (3.9) e (3.10) podemos deduzir uma série de outras propriedades da
probabilidade.

1. Complementaridade: dado A € &

P(A%) =1 — P(A). (3.11)

P(() =0 (o evento nulo tem probabilidade 0) (3.12)
3. Dados A, B € £ tais que A C B, entao

P(B\ A) = P(B) — P(A). (3.13)

4. Regra da soma: dados A, B € £ quaisquer
P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B). (3.14)

Demonstragoes
Como A e A€ sdo disjuntos e AU A° =, de (3.9) e (3.10),

P(A) + P(A°) = P(AU A°) = P(Q) = 1, (3.15)

e (3.11) segue.
Tomando A = Q em (3.11), temos A° = () e logo

P@)=1-P(Q)=1-1=0, (3.16)

e temos (3.12).
Nas condigoes de (3.13), temos B = AU(B\ A), com A e B\ A claramente
disjuntos. Veja a Figura 3.1. De (3.10),

P(B) = P(A) + P(B \ A) (3.17)

e (3.13) segue.

Note que AUB = AU (B\ A), onde a ultima uniao ¢ disjunta (isto é,
envolve subconjuntos disjuntos, quais sejam, A e B\ A). Veja a Figura 3.2.
Aplicando entao (3.10), temos
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B\A

Q

Figura 3.1 Retangulo representa o espaco amostral; elipse é B; circulo, A;
regiao sombreada é B\ A.

=

Q

Figura 3.2 Circulo representa A; elipse, B; parte sombreada de B é AN B;
parte nao sombreada é B\ A.
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P(AUB)=P(A)+P(B\ A). (3.18)

Agora, note que B\A = B\(ANB). Veja a Figura 3.2. Aplicando agora (3.13)
com AN B no lugar de A (note que AN B C B), temos

P(B\ A) =P(B) - P(AN B), (3.19)

e (3.14) segue de (3.18) e (3.19).

A aditividade da probabilidade (3.10) se estende para mais eventos. Da-
dos n eventos disjuntos Aj, As,..., A, € € (isto é, A; N A; = 0 para todo
i,7=1,...,n com i # j), temos

P (U, A zn: P(A (3.20)

=1
Isto pode ser provado por indugao em n, usando o caso n = 2 conhecido e o

fato que o evento U?"' A; e o evento A, sdo disjuntos.

Voltando ao Exemplo 3.1, vemos que partindo da atribuigao (3.1) (que,
seguindo a idéia de que probabilidades devem ser atribuidas a eventos (sub-
conjuntos) de €2 e nao a seus pontos, devia ser denotada

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = é), (3.21)

e usando (3.20), temos que para todo A € &

P(A) = P (Uieali}) = SO P({i}) = Z %#A, (3.22)

€A ZEA

onde # A é, como ja vimos antes, a cardinalidade ou niimero de elementos de
A. Vemos que é suficiente neste caso atribuir probabilidades aos conjuntos
unitarios. As probabilidades dos demais eventos ficam determinadas pela
aditividade.

Espacos amostrais finitos

O argumento que acabamos de usar pode ser usado em geral para o caso de
espagos amostrais finitos. Seja ) o espago amostral do modelo probabilistico
de um experimento aleatério. Suponha que €2 seja finito:

Q= {wl,a;g,...,wN}.
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Podemos entao tomar o conjunto das partes de {2 como a classe de eventos
E. A atribuicao de probabilidades pode ser feita aos conjuntos unitarios, da
seguinte forma, que é geral.

Sejam pq, pa, ..., py NUmeros nao negativos somando 1. Isto é,
N
pi>0 parai=1,2...,N e Y p=1 (3.23)
i=1

Entao, se fizermos a atribuigao
P({w;}) =p; parai=1,2,... N, (3.24)

entao a probabilidade de um evento qualquer A € £ fica determinada pelas
propriedades (3.12) e (3.10), e como em (3.22), obtemos para todo A € &
(ou, no caso, para todo A C €, o que dd no mesmo)

P(A) = P(Uisealw) = 3 Bwd) = 3 p (329)

it w;EA it w;EA

Note que as propriedades definidoras de uma probabilidade (funcao de £ em
0, 1] satisfazendo (3.9) e (3.10)) estao satisfeitas por (3.23) e (3.25)).
O Exemplo 3.1 é um caso particular em que N =6 e p; = 1/6.

Espacos amostrais infinitos enumeraveis
Uma atribuicao semelhante pode ser feita no caso em que €2 é infinito
enumeravel, isto é,

Q= {wl,UJQ, .. }
Neste caso, sendo pq, po, ... uma seqiiéncia infinita de ntimeros satisfazendo
p; >0 paratodoi=1,2,... e Zpizl, (3.26)
i=1
podemos fazer a atribuicao
P({w;}) =p; paratodoi=1,2,..., (3.27)

e com isto para todo A € £ (que pode continuar sendo o conjunto das
partes de ), temos P(A) exatamente como em (3.25) (mas note que neste
caso precisamos — na segunda igualdade — de uma versao de (3.20) para
infinitos eventos disjuntos, o que é uma propriedade adicional que impomos

a probabilidade).

85



Exemplo 3.5 Suponha que estejamos num jogo em que se lan¢a uma moeda
honesta até sair a primeira cara. Se o niumero de lancamentos necessdarios
for par, ganhamos; se for impar, perdemos. Qual a probabilidade de vitoria?
Vamos construir um modelo probabilistico para o experimento aleatorio
que seria lancar uma moeda honesta até sair a primeira cara. O conjunto de
possibilidades, ou espaco amostral, para o niumero de lancamentos seria

O=1{1,2,...},

todos os numeros naturais positivos, um conjunto infinito enumerdvel.

Vamos sequir a idéia acima e atribuir probabilidades aos subconjuntos
unitdarios de Q. Para fazé-lo, note que para que {i} ocorra, € necessdrio e
suficiente que os primeiros i — 1 langamentos resultem em coroa e o i-€simo
lancamento resulte em cara. Teremos entao para i =1,2,...

rin=(3) 5-(3)- (3.23)

Note que o lado direito de (3.28) satisfaz (3.26) e logo, sendo vitdria o evento
{2,4,6,...}, temos

P(vitéria) = P({2,4,6,...}) = X, ous. (3) =22, ()Y =27, ()

Espacos amostrais nao enumeraveis

Quando €2 é nao enumeravel, como no Exemplo 3.2, nao basta em ge-
ral atribuir probabilidades aos eventos unitarios. Normalmente, procuramos
uma subclasse de € (que por sua vez, como ji dissemos acima, neste caso
nao é em geral o conjunto das partes) e fazemos uma atribuicao razoavel
aos eventos desta subclasse, e usamos as propriedades da probabilidade para
obter as probabilidades dos demais eventos.

Nestas notas nao veremos outros casos que nao {2 = um subconjunto de
R™, como um intervalo em n = 1, ou um hiperretangulo em n > 2. Vamos
ver dois exemplos.

O primeiro exemplo seria o mesmo espaco amostral do Exemplo 3.2

Q=10,1].
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Uma subclasse de eventos a que atribuir probabilidades inicialmente seriam
os subintervalos de [0,1]. Como alternativa ou extensao do comprimento
do subintervalo como a probabilidade do subintervalo, poderiamos também
fazer a seguinte atribuicao mais geral.

Vamos introduzir uma fungao continua nao decrescente F' : [0, 1] — [0, 1]
com a propriedade que F(0) =0 e F(1) = 1. Entdo a atribuicao

P(la,b]) = F(b) — F(a)

para todo subintervalo [a,b] C [0, 1] define uma probabilidade neste caso (a
subclasse é a classe dos subintervalos de [0, 1]). Note que no Exemplo 3.2
F(z) = x, mas atribuigbes com F(x) = z", n > 2 também funcionam como
atribuigao de probabilidade (mas perderiamos a uniformidade), e mais gene-
ricamente qualquer F' nao decrescente com F(0) =0e F(1) = 1.

Suponha que F(z) = /x. Vamos calcular

P([1/4,3/4]) = \/3/4 — /1/4 = 0.37,
P([1/8,1/3]U[2/5,4/7]) = P([1/8,1/3]) + P([2/5,4/7])
(V1/3 = V/1/8) + (V4/T = v/2/5) = 0.35.

Exemplo 3.6 Suponha que nosso experimento aleatorio seja escolher um
ponto ao acaso de maneira uniforme do circulo unitdrio centrado na origem
em R?, denotado C.

Neste caso 2 = C = {(x,y) € R? : 2% +y*> < 1}. A subclasse a ser
considerada pode ser os retangulos R = [a,b] X [c,d] contidos em C. Veja a
Figura 3.3. Para estes, a atribuicao natural (em vista da uniformidade) é

(b—a)(d—c)'

™

P(R) = (3.29)
A partir desta atribuicdo, temos que para a maior parte dos subconjuntos
C de C de interesse, temos

]P(C):area deC" (3.30)
T
estendendo (5.29).
Qual a probabilidade de o ponto escolhido pertencer ao quadrado inscrito
em C? Este ¢ o retingulo Q = [—v/2/2,v/2/2] x [=v/2/2,v/2/2]. Veja a
Figura 3.4.
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Q

Figura 3.3 Regiao sombreada é retangulo [a,b] X [c, d].

Q

Figura 3.4 Regiao sombreada ¢ o quadrado inscrito.
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Q

Figura 3.5 C é regiao sombreada.

Logo, de (3.29),
P(Q) = 2.
T
Qual a probabilidade de o ponto escolhido (X,Y) ser tal que X > Y?
Estamos querendo P(C) para C = C N {(z,y) € R* : = > y}. Veja a
Figura 3.5.
De (3.50),

(3.31)

P(C) =2 = 2 (3.32)

Interpretacao da probabilidade de um evento

Qual o significado da probabilidade de um evento? A seguinte é uma
interpretacao estatistica, ja apresentada no Exemplo 3.1. Dado um expe-
rimento aleatério qualquer e um seu evento A, a probabilidade de A seria
o limite da freqiiéncia de ocorréncia de A em n repeticoes do experimento
quando n — oo, se tal limite existir. Isto é, se N, (A) denotar o nimero de
vezes em que A ocorre em n repeticoes do experimento, entao

P(A) = Jim 22

n—oo n

(3.33)

Isto pressupoe que o experimento seja (infinitamente) repetivel e que o limite
exista. Para esta e outras situacoes em que tais pressuposicoes nao valham,
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hé a interpretacao subjetivista de que P(A) é o grau de crenca que dado
observador deposita a priori na ocorréncia de A.

3.2 Espacos equiprovaveis

Um caso particular importante dos modelos probabilisticos, de que o modelo
para o dado equilibrado introduzido acima é um exemplo, é quando temos
um espaco amostral finito

Q:{wl,w2,...,wN}

e cada evento unitario tem a mesma probabilidade:
1
P({w;}) = N bara todoi=1,2,...,N. (3.34)

Logo para qualquer evento A (que neste caso pode ser qualquer subconjunto
de Q):

PUA) =P (Ucalu) = DR = oy = 1= 50 =5

weA wEA
(3.35)
onde #A ¢é a cardinalidade de A, ou, em outras palavras, o nimero de ele-
mentos de A.
O calculo de probabilidades nestes modelos se reduz pois essencialmente
a contagem (do nimero de elementos dos eventos em questao).
No Exemplo 3.1, sejam os eventos

A = o numero lancado é par,
B = o numero lancado é par ou maior do que 3,
C = o numero lancado é par e maior do que 3.

Entao
A={2,4,6}, B=1{2,4,56}, C={4,6}.

Logo, de (3.35)

P(A):%:



Exemplo 3.7 Seja o experimento aleatorio em que dois dados equilibrados
sao lancados um apds o outro. Um modelo para este experimento seria um
modelo equiprovdvel em que

Q = {1,2,3,4,5,6}°
= {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}
= {(1,1),(1,2),...,(1,6),
(2,1),(2,2),...,(2,6),

ey

@J%mgy”wmﬁn. (3.36)

Neste caso, N = 36, e (i,j) € Q indica os nimeros do primeiro e sequndo
dados respectivamente.

Qual a probabilidade de que a soma dos nimeros lancados seja 77

O evento A = a soma dos numeros lancados € T pode ser descrito como

A={(,j)eQ:i+j=T7={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.

(3.37)
Logo, de (3.35)
6 1
PA) = — =-.
(4) 36 6
Uma forma de obter a cardinalidade de A é escrever Q0 em forma de matriz
2= (ij) 0

(um pouco como a partir da iltima igualdade em (3.36)), e notar que os
elementos de A dispoem-se na diagonal secunddria da matriz. Logo, A tem
6 elementos, que é o numero de elementos da diagonal.

Amostragem aleatéria em populagoes
Discutimos em seguida uma situagao importante em estatistica. Suponha
que

0={l,1I...,1u}

seja uma populagao com M individuos (em que o j-ésimo individuo é indicado
por I;, j=1,2,...,M).

Uma amostra aleatéria de Il é grosso modo um subconjunto de II es-
colhido aleatoriamente. O exemplo mais simples é a amostra aleatéria (ou
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casual) simples de tamanho 1. Esta é formada pelo sorteio de 1 individuo
de II em que cada individuo tem a mesma chance de ser sorteado que os
demais. Isto nos leva a considerar um modelo equiprovavel para o sorteio em
que Q) = II.

Exemplo 3.8 Suponha que dada populagao tenha 55 mulheres e 45 homens.
Se tomarmos uma amostra casual simples de tamanho 1 desta populagao,
qual a probabilidade de sortearmos uma mulher?

Esta claro que o evento A = “individuo sorteado € uma mulher” tem

cardinalidade 55. Logo,
55

= — = 0.55.
100

P(A)
Para amostras de tamanho maior do que 1, temos dois casos: amostragem
com e sem reposicao.

Amostra casual simples com reposicao

Suponha que queiramos uma amostra de tamanho n > 2 escolhida da
seguinte forma: sorteamos o primeiro individuo de II para a amostra como
na no caso n = 1; devolvemos o individuo sorteado a populacao, e repetimos
o procedimento, e assim até o n-ésimo sorteio.

Um modelo para esta amostragem é um modelo equiprovavel com

Q = MMM=1IIx...xII (n vezes)
= {(Iju"wljn): (jl,,jn)E{l,,M}n} (338)

Note que pode haver repeticoes, ou seja, um mesmo individuo pode ser sor-
teado mais do que uma vez. Note ainda que

N =#Q=M". (3.39)

Exemplo 3.9 Suponha que tomemos uma amostra casual simples de tama-
nho 5 com reposicao da populacao do Fxemplo 3.8. Neste caso, N = #£ =
100° = 10%°. Sejam os eventos

A = nao hd nenhuma mulher na amostra,
B = hd exatamente 3 mulheres na amostra,
C = as mulheres estao em maioria na amostra.
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Para achar as probabilidades destes eventos, vamos determinar as cardinali-
dades de cada um deles.

Suponha que e [T, sejam os subconjuntos de homens e mulheres de 11
respectivamente. Temos que #ﬁ =45 e #I1, = 55. Temos entdo que A é
o subconjunto de € com amostras de apenas homens. FEste subconjunto pode
ser descrito como ﬁ5, e logo

#A = #I1° = 45°.

Portanto,

P(A) = S
(A =1005 = \ 700

Para achar a cardinalidade de B, vamos considerar as posi¢oes ordenadas
em que aparecem as 3 mulheres. Hd (g) possibilidades para as posicoes.
Fizadas as posi¢oes das mulheres (o que fixa as posicoes dos 2 homens), a
subamostra de mulheres que vai ocupar as 3 posi¢oes ﬁ_@adas € qualquer uma

de Hi, e a subamostra de homens é qualquer uma de I12. Logo

455 45 \°
= ( ) = 0.45° = 0.018.

5 .
#B = (3) x #I1° x #II5. = 10 x 45 x 55°,

e portanto
10 x 452 x 553 45\% [ 55 \°
P(B) = =10 —) (—==] =10x0.45* x 0.55° = 0.337.
(B) 1005 (100) <100>
Finalmente, C = BU B’ U B”, uniao disjunta em que
B'" = hd exatamente 4 mulheres na amostra,
B" = hd exatamente 5 mulheres na amostra.

Pela aditividade da probabilidade (3.20), basta acharmos P(B') e P(B").
FEstas sao obtidas de forma similar a P(B).

5\ /45\"' /55 \*
P(B) = — —— ) =5x0.45x0.55* = 0.206
(B) (4) (100) (100) el ’

55
P(B”) - (m

(verifique), e, da aditividade,
P(C) = P(B) + P(B') + P(B") = 0.593.

5
) = 0.55° = 0.050
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Amostra casual simples sem reposicao

Esta amostragem é semelhante a com reposi¢ao, com uma diferenca im-
portante: nao ha a devolucao do individuo sorteado a populagao no final de
cada sorteio. Desta forma, temos um modelo equiprovavel com

Q:{<Ij17"‘7[jn): (jlaajn)g{laaM}n7jz7éjk Sei#k‘}a

de forma que nao ha repeticoes: cada individuo aperece no maximo uma
vez na amostra. Isto naturalmente obriga a que n < M. Vamos também
estipular que amostras dos mesmos individuos em ordem distinta s6 contam
uma vez; desta forma, a cardinalidade de €2 é o nimero de escolhas de um
grupo de n individuos distintos numa populacao de M individuos. Logo

N =#Q = (A:) (3.40)

a combinacao de M, n a n.

Exemplo 3.10 Vamos tomar a mesma populagao, tamanho de amostra e
eventos do Fxemplo 3.9, mas com amostragem sem reposi¢ao.

Para determinar #A, note que o nimero de amostras com apenas homens
¢ o numero de escolhas de 5 indiwviduos distintos de uma populacado, ﬁ, com

45 individuos. Logo,
45
A—
#4=(5)

45 !
P(A):(5):43?5!:45X44X43X42X41
(100) 100! 100 x 99 x 98 x 97 x 96

5 95! 5!

e portanto

= (0.016.

Em B temos uma escolha de 3 indwiduos de 11, e uma escolha de 2
individuos de I1. O numero de possibilidades da primeira é (535); da sequnda,

(). No total
4B - (425) (535)

2
45\ (55 45!
P(B) = (?3025)) = Toor = 0.345.
5 95! 5!

Para calcular P(C'), proceda de forma similar ao que fizemos antes, no-

tando que #B' = (415) (545) e #B" = (555).

e portanto
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Figura 3.6 Trajetéria tipica dos n passos do caminhante; abscissa representa
nimero de passos; ordenada, a posicao.

3.2.1 Passeio aleatdrio

Uma pessoa sai caminhando de um bar, a principio em direcao a sua casa,
a alguns quarteiroes, na mesma rua. Mas suponha que o seu estado seja tal
que cada passo tenha a mesma probabilidade de ser na direcao correta ou na
dire¢ao oposta. Onde se encontrard esta pessoa apds n passos? (n > 1)

Vamos descrever um modelo probabilistico equiprovavel para esta si-
tuacao. Vamos comegar supondo que cada passo tem sempre o mesmo com-
primento 1. O espago amostral {2 = (), consistirda de todas as possiveis
trajetorias de n passos de tamanho 1, cada passo sendo para baixo ou para
cima. Veja a Figura 3.6.

Para determinar a cardinalidade de €,,, note que cada trajedria é determi-
nada pela seqiiéncia de n passos, sendo que cada um tem duas possibilidades
(para baixo ou para cima). Temos entdo um total de 2" tais seqiiéncias, e
portanto, 2" trajetérias em €, cada qual com probabilidade 27™.

Vamos denotar uma trajetéria de €, por S = S,,, e por S(1), S(2), ...,
S(n) as sucessivas posigoes visitadas por S.

Queremos pois responder a pergunta: qual é a probabilidade de que
S(n) = k? Note que as possibilidades para k vao desde de —n (todos os
passos para baixo), até n (todos os passos para cima), com todas as possibi-
lidades intermediarias de mesma paridade que n (isto é, todo k intermedidrio
tal que k + n seja par).
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Para calcular a cardinalidade do evento {S(n) = k}, onde k satisfaz as
restricoes acima, vamos considerar

L = o niimero de passos para cima da trajetoria .S.

De fato, S(n) pode ser obtido da diferenga entre o niimero de passos para
cima, L, e o nimero de passos para baixo, n — L. Temos que

k
S(n):k<:>L—(n—L):2L—n:k<:>L:n;— .

Logo {S(n) = k} = {L = (n + k)/2}, logo #{S(n) = k} é o quantidade
de escolhas de (n + k)/2 passos, a serem dados para cima, de um total de n
passos. Isto é dado pela combinacao de n, (n+k)/2 a (n+ k)/2:

n
n+k |
2

P(S(n) = k) = —#{S%n: i <&) 27",

e logo

k=-n,—n+2,....,n—2,n.

Volta a origem

Se a pessoa fizer a caminhada descrita acima, que chamamos de passeio
aleatorio, indefinidamente, serd que, mais cedo ou mais tarde, ela acabara
voltando a origem (isto é, ao bar)? Pela restrigao de paridade que ja discu-
timos, se isto ocorrer, deverd ser num instante par (digamos que um passo é
dado a cada instante), e qualquer tal instante é uma possibilidade. Seja

T =min{n > 0: S(n) = 0}.

Vamos achar P(T' = 2k) para um valor arbitrario de k = 1,2, ...

O evento {T" = 2k} serd tratado como evento do espago de probabilidades
equiprovavel de trajetérias de comprimento 2k passos, e pode ser dividido
em dois eventos simétricos: aquele no qual o primeiro passo é para cima —
e logo, necessariamente o tultimo passo é para baixo —; e aquele no qual
o primeiro passo é para baixo — e logo, necessariamente o ultimo passo é
para cima. Denotemos o primeiro evento por I'y, e o segundo por I'_. Pela
simetria, é claro que

(T = 2k} = #T, + #T_ = 24T . (3.41)
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Il Il Il
1 2k-1 2k

Figura 3.7 Entre os instantes 1 e 2k — 1, trajetérias de 'y nao tocam a
abscissa.

Podemos descrever I'y como

'y = {trajetérias S: S(1) =852k —-1)=1
e S(j) > 0 para todo 1 < j < 2k — 1}.

Veja a Figura 3.7.
Seja agora o evento

' = {trajetérias S : S(1) = S(2k — 1) = 1}.

Entao podemos calcular a cardinalidade de I' como a de {S(n) = k} acima
(de fato, é visivel que #I" = #{S(2k — 2) = 0}), obtendo

#T = (2:__12) (3.42)

Observamos agora que I se decompde de forma disjunta em I'; e

[y = {trajetérias S: S(1) =S(2k—1) =1,
e S(j) = 0 para algum 1 < j < 2k — 1},
isto é, I'y consiste das trajetorias de r que tocam ou cruzam a abscissa entre
os instantes 1 e 2k — 1.

Vamos agora apresentar um argumento que nos déa #I'y. Ele usa o
principio da reflexao.
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Figura 3.8 S é a trajedria cheia; S’ coincide com S até j, e segue a porcao
tracejada a partir dai. A porcao tracejada é o reflexo na abscissa da porcao
de S a partir de j.

Dada uma trajetéria S de I'g, seja j o primeiro instante apdés 1 em que
a abscissa é tocada, e considere a trajetoria S’ que coincide com S até o
instante j e, a partir de j, segue o reflexo na abscissa da porcao de S a partir
de j. Veja a Figura 3.8.

Note agora que S’ é uma trajetéria que conecta (1,1) a (2k — 1,—1).
Reciprocamente, toda trajetéria conectando (1,1) a (2k — 1,—1) pode ser
obtida desta forma (pois tal trajetéria tem de cruzar a abscissa; seja j o
instante do primeiro cruzamento; faca a reflexdo e composicao como antes
para obter uma trajetéria conectando (1,1) a (2k—1,1) e tocando a abscissa
entre 2 e 2k — 2).

A conclusao é o principio da reflexao:

#PO = #F,7

onde
IV = {trajetérias S’ conectando (1,1) a (2k — 1, —1)}.

Note que nao ha nenhuma restricao no meio das trajetérias de IV. Para obter
#I| observamos que a unica restrigao em I é que dos 2k — 2 passos (entre
os instantes 1 e 2k — 1), exatamente k devem ser para baixo (e k — 2 para
cima). Logo

#Lo = #I" = (% k_ 2), (3.43)
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e de (3.41), (3.42) e (3.43)

=2ty =2 47— 4| =2 KQ:—_12> B (Qkk—2>} _ %_1_1<2:>

(3.44)
Portanto
#{T = 2k} 1 2k\ _ok
P(T = 2k) = = 2 k> 1. 3.45
( ) #Qor 2k —1\ k T ( )
Agora, se somarmos a expressao em (3.45) para k = 1,2,... teremos a

probabilidade de que o caminhante volte & origem eventualmente. (Neste
raciocinio, os eventos {T" = 2k}, k > 1, devem ser vistos como eventos —
disjuntos — do espaco amostral de todas as trajetdrias infinitas.)

Veremos no Apéndice B a estas notas, por um método que de fato pres-
cinde do principio da reflexao (mas recorre a uma outra propriedade impor-
tante do passeio aleatorio, a saber, a perda de memoria, ou propriedade de
Markov), que

P(retorno eventual a origem) = ZIP’(T =2k) =1, (3.46)
k=1

e temos que o retorno se da com probabilidade 1.

Observacao 3.11 Apesar da apresentacao pitoresca feita nesta subsecao, o
passeto aleatorio serve de modelo para muitas situacoes praticas importantes.
Ele € um modelo microscopico para o movimento de particulas em fenomenos
fisicos, como o movimento Browniano. Ele entra na modelagem de precos de
atiwos financeiros em mercados equilibrados. Hda muitos outros exemplos em
diversas dreas.

3.3 Outros exemplos

Exemplo 3.12 (Aniversarios) Numa classe com n alunos, qual a proba-
bilidade de pelo menos dois deles fazerem aniversdrio no mesmo dia?
Para responder a esta pergunta, vamos considerar o evento complementar

A = {ninguém faz aniversdrio no mesmo dia}.
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Para achar P(A), vamos supor que os aniversdrios da classe sio uma
amostra casual sitmples de tamanho n com reposicao de

I ={1,2,...,365},

os diferentes dias do ano enumerados de alguma forma (ignorando 29 de
Fevereiro).
Desta forma, como acima 2 = II", e logo #Q = 365" (veja (3.39)).
Para obter a cardinalidade de A, note que o primeiro aniversdrio a ser
sorteado tem 365 possibilidades; o sequndo, 364 (jd que nao pode coincidir
com o primeiro para estar em A); o terceiro, 363, e assim por diante, até o
n-ésimo, que tem 365 — n + 1 possibilidades (vamos supor que n < 365).
Entao,

#A =365 x 364 x 363 X ... x (365 —n + 1) =: (365)n,

o arranjo de 365 n a n. Logo,

P(A):%: (1—%) (1—?)(23—5)...(1—”3g51).

Verifique que para n > 23, P(A) < 1/2, e logo podemos concluir que
numa classe de pelo menos 23 alunos, a probabilidade de haver pelo menos
uma coincidéncia de aniversdrio € de pelo menos 50%.

Exemplo 3.13 (Peixes) Num lago hd um nimero N de peixes de certa es-
pécie. Uma equipe faz uma pescaria de K peixes da espécie em questao.
Estes sao marcados, e devolvidos ao lago. Pouco tempo depois uma nova
pescaria de n < K peizes € feita e descobre-se que k destes estao marcados.
O que os numeros K,n e k nos dizem sobre N ¢

Vamos supor que a sequnda pescaria nos dd uma amostra casual sim-
ples sem reposicao de tamanho n de uma populacao de N peixes em que K
estio marcados e N — K nao tém marca. (Estamos supondo que ndo houve
mudang¢as na popula¢ao entre as duas pescarias.)

Seja X o nimero de peizes marcados na amostra. Vamos calcular P(X =
k), e para isto precisamos achar #{X = k}.

Em {X = k}, de K peizes marcados, escolhemos k, num total de (Ik()

possibilidades, e de N — K sem marca, escolhemos n—k, num total de (]Z:f)

possibilidades. Logo
K\ (/N -K
X =k} =
#oc-n= () (078)
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e portanto

onde o denominador é #8 (veja (3.40)).
Tomaremos como estimador de N, que denotaremos N, o valor que ma-
ximizar qy, com K,n e k fixos. Para isto vamos tomar o quociente

dN+1 (N::K) /(i—f) _ 1 - NL—H

w (0D ) Q) -

n

Notando que N > K+n—k en > k, temos que o quociente acima € > 1
se e 86 se N < 7K — 1. Concluimos que N que mazimiza P(X = k) pode

ser tomado como o maior dentre LEKJ e K+n—k:

N= L%KJ V(K +n— k), (3.47)

onde || indica a parte inteira, e V o mdzimo.
Suponha que K =n = 1000 e k = 100. Substituindo em (3.47):

A

N = 10000 (3.48)
serta a nossa estimativa para N .

Exemplo 3.14 (Chaves) Uma pessoa tem um molho com n chaves das
quais so uma abre sua porta. Ao chegar em casa, ela vai testando as chaves
ao acaso (sem reposicdo), até achar a chave correta e abrir a porta. Qual a
probabilidade de ela ser bem sucedida na k-ésima tentativa? (k=1,...,n)
Vamos modelar esta situagcao por um espaco equiprovavel em que oS re-
sultados sao todas as possiveis ordenacoes das n chaves. Temos entao que
#Q = nl. No evento em questao, digamos A, a chave que abre a porta deve

aparecer na k-ésima posicao, e as demais n— 1 chaves aparecem em qualquer
ordem. Logo #A = (n—1)!, e

n—1)"0 1
play= -1
n! n
(Este argumento parece supor que a pessoa continua a tentar as chaves mesmo
depois de abrir a porta, mas isto ndo € relevante para a solugao.)
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Exemplo 3.15 (Mdaquinas fotograficas) Um reporter fotogrifico leva 2
mdquinas fotogrdficas a tiracolo para a cobertura de um acontecimento. Cada
maquina tem capacidade para tirar n fotos. Toda vez que o reporter quer tirar
uma foto, ele pega uma das 2 mdquinas ao acaso e tenta tirar uma foto, e
repete este procedimento indefinidamente. Quando ele notar pela primeira
vez que se esgotou a capacidade de uma mdquina, qual a probabilidade de que
a outra maquina esteja com capacidade k? (k=0,1,...,n)

O evento em questdao ocorrerd com a mdquina da direita se ela for a
selectonada na escolha 2n—k+1, e nas 2n—Fk escolhas anteriores ela aparecer
n vezes (em qualquer ordem), e a maquina da esquerda aparecer n — k vezes.
A probabilidade disto € pois

(2" - k) 9= (2n—k+1) (3.49)

n

(o quociente em que o denominador € o numero total de possibilidades nas
primeiras 2n — k + 1 escolhas, e numerador é o numero de possibilidades em
que o evento em questdo ocorrerd com a mdquina da direita).

Como o evento em questao pode ocorrer também com a mdquina da es-
querda, e por simetria, a probabilidade disto € também (3.49), temos que a
probabilidade desejada é

2(2”]; k) 9—(2n—k+1) _ (2” - k) 2=n=k) 1 =0,1,...,n (3.50)
n

3.4 Condicionamento e independéncia

Suponha que na observacao de um fenomeno aleatorio, tenhamos informacao
parcial sobre o resultado, isto é, saibamos que dado evento ocorreu. Como
isto afeta as chances relativas da ocorréncia de um outro evento?

Seja 2, &, P o espago amostral, classe de eventos, e a probabilidade des-
crevendo o experimento original, respectivamente. Uma forma de vermos a
nova situacgao, apos sabermos que um evento A € £ ocorreu, é substituirmos
QporQyu=AE={ANB: Be &}, ePpor Py =P/P(A), de forma que
para A" € £4, com A’ = AN B para algum B € £, teremos

P(AN B)

(3.51)
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(Verifique que P4 é de fato uma probabilidade em (24,E4), isto é, Py :
Ea — [0,1] é tal que P4(Q24) = 1 e, para A', B" € &, disjuntos, temos
]P)A(A/ U B/) = ]P)A(A,) + ]P)A<B/))

Uma forma mais conveniente, sem necessidade de passarmos a outro
espago amostral e espaco de eventos, é definir em (2, £) a probabilidade con-
dicionada em A (ou probabilidade condicional dado A): para todo B € &,

P(AN B)

P(BIA) = =55

(3.52)

Note que ¢ a mesma expressao em (3.51).

Observacao 3.16 O lado direito de (3.52) (e (3.51)) s6 faz sentido a priori
se P(A) > 0. Quando P(A) =0, podemos definir P(-|A) de forma arbitrdria.
Uma escolha conveniente neste caso € P(-|A) = P(-), isto é, P(B|A) = P(B)
para todo B € £, se P(A) = 0.

Observagao 3.17 Verifique que P(-|A) € uma probabilidade em (2, E) para
todo A € &.

Contudo, fitado B € £, P(B|-) nao é em geral uma probabilidade em
(€2,8).

No Exemplo 3.1 do langamento de um dado, sejam os eventos

A = {o ntmero langado é par}, (3.53)

B = {o nimero langado é maior do que 3}. (3.54)

Entao

P(ANB)  P({4,6})) 2/6 2
P(4)  P({2.4,6}) 3/6 3
P(A°nB)  P{5})  1/6 1

PR = TRy TRqasp 363 O

P(B|A) =

(3.55)

Da definicao de probabilidade condicional segue-se imediatamente a cha-
mada regra do produto: dados A, B € £

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A) P(B|A). (3.57)
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Figura 3.9 Particao do espaco amostral (n = 7).

Regra da probabilidade total

Uma aplicacado importante de (3.57) é em estabelecer a regra da pro-
babilidade total. Para isto comecemos por definir uma particao do espago
amostral. Sejam Aq, Ag,..., A, € £ eventos disjuntos e ezxaustivos, isto é,
além de A; N A; = () para todo 7,7 = 1,2,...,n com ¢ # j, temos

Ur A = Q.

Dizemos que {Ay, As, ..., A,} sdo uma parti¢ao (de €2). Veja a Figura 3.9.
Neste caso, para qualquer B € &£, temos

uma uniao claramente disjunta. Veja a Figura 3.10.
Da aditividade da probabilidade (3.20), temos

P(B) =Y P(A;NB), (3.58)
i=1
e da regra do produto, obtemos a regra da probabilidade total:

P(B) = i P(B|A;)P(A,). (3.59)
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BNA,
BNA, BNA, '
Q

Figura 3.10 Elipse sombreada representa B.

No Exemplo 3.1, sejam A e B os eventos dados em (3.53) e (3.54), res-
pectivamente. Temos entdo que {A, A°} é uma particao. Logo, da regra da
probabilidade total,

21 11 1
P(B) =P(BJ|A)P(A) + P(B|A)P(A°) = ==+ -— = —. (3.60)
32 32 2

Neste caso, o calculo direto de P(B) ¢é mais natural e simples, mas em
certas situacoes, é natural ou conveniente definir uma particao e usar a regra
da probabilidade total. Isto normalmente é o caso quando o experimento
aleatorio em questao consiste de estagios, os resultados de um estégio ser-
vindo como particao para avaliar eventos do estagio seguinte.

Exemplo 3.18 Um ezemplo tipico € a amostragem casual simples sem re-
posicao. Suponha que numa urna haja K bolas azuis e M bolas brancas, e
que lhe retiramos 2 bolas sem reposicao. Este experimento tem dois estdgios,
que sao as duas retiradas. Sejam os eventos

Ay = {sai bola azul na 1a. retirada},

Ay = {sai bola azul na 2a. retirada}.

Ache P(Ay).
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O calculo de P(Ay) € claro: de K + M possibilidades, tem que ocorrer
uma de K possibilidades favordveis a A;. Entao,

P(A) =

K+ M (3:61)

O cdlculo de P(Ay) é mais complicado, porque o que ocorre na 2a. retirada
depende do que ocorre na 1la. retirada. A regra da probabilidade total é uma
chave para a solucao:

P(Az) = P(A2|A1)P(Ar) + P(A2| AT)P(AT). (3.62)
Note que {A1, A{} € uma parti¢ao, e que
K-1
P(As]41) = Eiii—1 (3.63)

pois, dado Ay, para a 2a. retirada temos K — 1 bolas azuis e M bolas brancas
na urna, logo K —1 possibilidades favordveis a Ay de M+ K —1 possibilidades
no total. Da mesma forma,

K

P(AofAD) = 1 (3.64)
e substituindo (3.63) e (3.64) em (3.62),
K—1 K K M
Pide) = ik "Rk + M
B (K-1)K+KM KK+M-1)
T KM KE+M—1) (K+M)(K+M-1)
K
- K+ M

Uma forma simples de representar os eventos e probabilidades envolvidas
na regra da probabilidade total é através de um diagrama chamado arvore
de probabilidades.

A arvore de probabilidades é um diagrama em forma de arvore, com uma
raiz, a partir da qual partem ramos indicando os eventos (de uma partigao)
do lo. estagio; a partir de cada um destes, saem ramos indicando eventos
do 2o0. estagio, e assim por diante, até representar eventos do tltimo estagio.
Sobre cada ramo, indicamos a probabilidade condicional do evento indicado
dada a seqiiéncia de eventos ocorridos até ali.
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Para calcular a probabilidade de determinado evento de certo estagio,
localizamos todas as posicoes deste evento na arvore naquele estagio. Para
cada posicao, multiplicamos as probabilidades que encontramos sobre ramos
no caminho desde a raiz até a posicao em questao. Finalmente, somamos os
produtos sobre todas as posig¢oes do evento em questao.

Na Figura 3.11 descrevemos de forma genérica um experimento em 3
estagios, em que cada estdgio tem 3 eventos (em geral, o nimero de eventos
pode variar a cada estdgio).

Na Figura 3.12, representamos a situacao do Exemplo 3.18 com K =6 e
M = 4. Vamos calcular P(Ay) usando esta drvore.

Temos As em duas posigoes no segundo estagio (segunda retirada), indi-
cadas por circulos pontilhados. Multiplicando as probabilidades que encon-
tramos nos ramos do caminho da raiz até a primeira posigao, temos

0.6 x 0.56 = 0.33.
Fazendo o mesmo no caminho da raiz até a segunda posicao, temos
0.4 x 0.67 = 0.27.

Somando, vem

P(A,) = 0.6. (3.65)

Exemplo 3.19 Um meteorologista prevé corretamente o tempo de certa lo-
calidade em 80% dos dias de sol, e em 60% dos dias nublados. Sabendo que
na localidade em questao 70% dos dias sao ensolarados, qual a porcentagem
de acerto total do meteorologista?

Sejam os eventos

A = {meteorologista acerta na previsao},

B = {faz sol}.
As informacoes que temos sao as sequintes.
P(A|B) = 0.80; P(A|B°)=0.60; P(B)=0.70
Da regra da probabilidade total,
P(A) = P(A|B)P(B)+ P(A|B)P(B°)
= 0.80 x 0.70 4+ 0.60 x 0.30 = 0.56 4+ 0.18 = 0.74.
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Figura 3.11 Arvore de probabilidades; apenas alguns ramos tém as respec-
tivas probabilidades indicadas.
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Figura 3.12 Arvore de probabilidades do Exemplo 3.18 com K =6e M = 4.
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Regra de Bayes
Voltando ao contexto genérico do inicio da discussao sobre a regra da
probabilidade total, suponha que o evento B ocorre. Qual é entdao a proba-
bilidade de ocorréncia de A;, i =1,...,n?
Queremos determinar P(A4;|B). De (3.52) e (3.57),
P(A;NB) _ P(BJA;)P(4)

P(A;|B) = BB - BE) (3.66)

e da regra da probabilidade total, chegamos a regra de Bayes:

P(A; N B) P(B|A;)P(A;)
FAB) =By = S B84, BA) (3.67)

Exemplo 3.20 Uma vacina tem 90% de eficiéncia na imuniza¢ao contra

certa moléstia, que acomete 50% da populag¢ao ndao vacinada. Suponha que,

apos uma campanha de vacinagio em que 70% da populacao seja atingida,

um paciente cheque a um hospital com a moléstia em questao, mas sem saber

se tomou a vacina ou ndao. Qual € a probabilidade de que a tenha tomado?
Sejam os eventos

A = A{paciente foi acometido por moléstia},

B = {paciente tomou vacina}.
Queremos P(B|A). As informagdes que temos sao as sequintes.
P(A|B) = 0.10; P(A|B) =050, P(B)=0.70 (3.68)
Da regra de Bayes (3.67),

P(A|B)P(B)
P(A|B)P(B) + P(A|B*)P(B)
0.10 x 0.70

0.10 x 0.70 + 0.50 x 0.30
0.07 0.07
= = 0.32.

0.07+0.15 0.22

P(B|A)

110



3.4.1 Independéncia

Dado um espaco de probabilidades (€2, £, P) e dois eventos A, B € £, dizemos
que A é independente de B se

P(A|B) = P(A). (3.69)
Pela regra do produto (3.57), (3.69) implica que
P(AN B) = P(A)P(B), (3.70)

condicao que implica (3.69), e logo ¢ equivalente a (3.69). Podemos entao
toma-la como condicao de independéncia. Sua vantagem é que ela nao en-
volve quocientes (o que evita a preocupagao da divisao por 0), e é evidente-
mente simétrica, o que nos permite dizer que A e B sado independentes (entre
si) se satisfizerem (3.70) (ou (3.69)). (Mas (3.69) transmite de forma mais
direta a idéia de independéncia.)

No Exemplo 3.1 (langamento de dado equilibrado), sejam os eventos A, B
como em (3.53,3.54). Entao (3.55) nos diz que

P(BA) = - # 5 =P(B),

e logo A e B nao sao independentes (neste caso, dizemos que sao dependen-
tes).
Mas sendo B’ ={o ntumero lan¢ado é maior do que 2}, entao

2
3’

P(B') = P({3,4,5,6}) =

Wl — |~

2
PANB) = P({4,6}) ==
Logo
12
e A e B’ sao independentes.

A independéncia de dois eventos A e B se estende para os complementa-
res.
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Proposicao 3.21 Se A e B forem eventos independentes de dado espaco de
probabilidades, entao

A e B¢ sao independentes, (3.71)
A° e B sao independentes, (3.72)
A¢ e B¢ sao independentes. (3.73)

Demonstracao

(3.71): P(AnB°) = P(A) —P(AnB)=P(A) —P(A)P(B)
P(A)[1 —P(B)] = P(A)P(B°) (3.74)
Argumento similar para (3.72) e (3.73). O

Mais de dois eventos

Para n > 3 fixo, dizemos que os eventos A;, As, ..., A, de um espaco de
probabilidades sao (mutuamente) independentes se para todo k =2,...,n e
1< <. <4 < n, temos

Isto ¢ equivalente a seguinte condi¢ao. Dados dois subconjuntos disjuntos
I e J quaisquer de indices em {1,...,n}, ambos nao vazios, temos que 0s
dois eventos
NicrAi e Njes Aj sao independentes.

Uma proposicao semelhante a Proposicao 3.21 vale para mais do que dois
eventos (mutuamente) independentes, qual seja, a de que a independéncia é
preservada se trocarmos qualquer subfamilia de eventos por seus respectivos
complementares.

Observagao 3.22 (Amostragem) Na amostragem casual simples com e
sem reposicao que discutimos na Secdo 3.2, vamos considerar os eventos das
sucessivas repeticoes dos sorteios que determinam a amostra.

No primeiro caso, devido a reposicao, os sorteios sao sempre feitos na
mesma populagdo, sob as mesmas condi¢oes. Supomos (até o momento im-
plicitamente) outras condigdoes de independéncia, de forma que podemos dizer
que os eventos de cada sorteio sao mutuamente independentes.

Isto jd nao pode ser o caso quando nao hd reposicao, pois as alteragoes que
0s resultados dos sucessivos sorteios vao produzindo na populacao induzem
inevitavelmente dependéncia entre os eventos de diferentes sorteios.
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