Capitulo 2

Medidas descritivas para

o A L

distribuicoes de frequéncias

Neste capitulo, apresentamos medidas que descrevem aspectos importantes
das distribuigoes de frequiéncias.

Uma classe de medidas descreve a posicao ou localizacao das distribuicoes
de freqiiéncias, em particular medidas de centralidade, e aparecem na pri-
meira secao.

Outro aspecto importante, visto na se¢ao seguinte, é a largura das distri-
buigoes de freqiiéncias.

Nas duas tultimas secoes abordamos a dependéncia e associacao linear
entre variaveis.

2.1 Medidas de posicao

Apresentamos a seguir algumas medidas de posi¢ao de distribuicoes de fre-
quéncias. Estas medidas indicam onde na escala de valores se distribuem os
valores da distribuigao de freqiiéncias, levando em conta os pesos (ou massas)
das freqiiéncias de cada valor de alguma forma.

Comecaremos com a média, que é o centro de massa da distribuicao.
Em seguida, serd a vez da mediana, também uma medida de centralidade.
Depois, falaremos dos quantis, medidas de posicao nao centrais.
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2.1.1 Meédia

Dada uma variavel quantitativa discreta X, isto é, tal que o conjunto de
valores possiveis de X é um conjunto discreto de ntimeros

V= {x1,29,...}, (2.1)
e com funcao de freqiiéncia
PX=x),1=1,2,..., (2.2)
a média de X é definida por
M(X)= Y xP(X =um). (2.3)
i=1,2,...

Isto é, M(X) é a média dos valores de X ponderada pelas respectivas fre-
qiiéncias.

Uma outra notagao para M(X) é X.

Em termos da populagao II, podemos obter M (X) como a média aritmé-
tica dos valores de X sobre os individuos de II, isto é,

M(X) = =3 x(1). (2.4)

NIGH
De fato,
FOIE(UIEIE) DED DI ED DI DI
Iell N@:12,... Iell: Z=12,...N Ien
X(I)=z; X(D==;
1 N,
X(I)=z;
= Yz P(X =) =MX), (2.5)

onde Y, . X(Dez; 1 = N; é o nimero de individuos I na populacao II com
X igual a z;.
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0 1 * 2 3 4 5

Figura 2.1 Representacao grafica de W no Exemplo 1.1. Barras podem ser
vistas como pesos com massas proporcionais as respectivas alturas; a seta,
fiel da balanca equilibrada, indica a posicao da média.

Exemplo 2.1 Vamos calcular as médias de idade e de numero de filhos no
Ezemplo 1.1. Da Tabela 1.3 ¢ (2.3)

M(W) = 0x030+1x022+2x0.25+3x0.14+4 x 0.06+ 5 x 0.03
— 0+40.2240.50 +0.42 4 0.24 + 0.15 = 1.53. (2.6)

Para achar M(V'), vamos calcular a média aritmética sobre a populagao
dada por (2.4) (veja a Figura (1.1).

1 1245
M(V) = 5-(26+32+ ... +42) = — = = 34.58 (2.7)

Se pensarmos na distribuicao de freqiiéncias de dada variavel quantitativa
X como uma distribuigdo de pesos ou massas (as freqiiéncias) na escala
numérica, entao a média de X é o centro de massa da distribuicao, isto é, é
o ponto de equilibrio da distribuicao de pesos; em outras palavras, é o ponto
em que a distribuicao de pesos se equilibra. Veja Figura 2.1.

Meédia para variaveis continuas
No caso de X ser continua, isto é, quando a distribuicao de freqiiéncias
de X for dada por uma funcao de densidade de freqiiéncia fx, entao a média
é dada por
M(X) :/ x fx(x)dx. (2.8)

e}
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14

Figura 2.2

Para entender a férmula acima, vamos considerar um histograma por
classes aproximando o histograma pontual dado por fx. Vamos ilustrar
a situagao com o grafico da Figura 1.6, em que o histograma por classes
aproxima o histograma pontual dado pela curva.

Temos ali 14 intervalos ou classes em que a escala é dividida. Vamos
denoté-las C1,Co,.... Seja x; o ponto médio, e Ax; o comprimento de C;,
1 =1,2,.... Veja a Figura 2.2. Entao é razodavel, seguindo a idéia do caso
discreto, definir M (X) de forma aprorimada como

M(X)~ > zP(X €C). (2.9)

i=1,2,...

Mas P(X € C;), a freqiiéncia com que X assume valores em C;, que é a érea
da i-ésima barra do histograma por classes, correspondente a C;, é aproxima-
damente igual a

onde h; e b; sao respectivamente a altura e a base da i-ésima barra do histo-
grama por classes. (2.9) fica entao

M(X)~ > wi fx () Ay, (2.11)

i=1,2,...

Acontece agora que a expressao a direita em (2.11) é uma aproximacao para a
expressao a direita em (2.8) (no sentido de que a aproximacao é tanto melhor
quanto mais fina for a divisao em classes, e no limite em que o comprimento
das classes vai a zero, a soma em (2.11) tende & integral em (2.8)).

sto serd precisado no curso de Célculo
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Exemplo 2.2 Vamos calcular a média de X no Exemplo 1.3. De (2.8)

14 N4
U3 iy
1

1 1
M(X):/a:3:c2d:c:3/ 2?dr =3
0 0

Exemplo 2.3 Se X ~ N(u,0?), entio a partir de (2.8) e (1.20), podemos
obter?
M(X) =, (213)

e com isto temos uma interpretacdo a mais para o parametro . Além de ser
o ponto de simetria da distribui¢do, p é também (ou por isto) a média, ou
centro de massa da distribuicao normal.

No caso de termos a distribuicao de freqiiéncias de uma variavel X dada
por classes, podemos usar o lado direito de (2.9) como defini¢ao M (X).

Observagao 2.4 A média obtida desta forma nao equivale aquela obtida
como média aritmética dos valores na populacao, mas € uma aproximacao
daquela. De fato, tudo se passa como se substituissemos os valores populaci-
onais dentro de cada classe pelo ponto médio da classe.

Entretanto, a média dada pelo lado direito de (2.9) coincide com a média
obtida usando (2.8), com a fung¢do densidade de freqiiéncia dada pelas den-
sidades de freqiiéncias das classes como em (1.17).

Exemplo 2.5 No Ezemplo 1.1, vamos calcular a média de Z a partir da
tabela de freqiiéncias de Z (veja Tabela 1.3 na pdgina 4).

M(Z) =~ 6x0.28+10x0.33 + 14 x 0.22 + 18 x 0.14 + 22 x 0.03
= 11.24 (2.14)

Média de fungoes de uma ou mais variaveis

Sejam X, ..., X, varidveis definidas em certa populacao II, tomando
valores nos conjuntos Vi, ..., V, respectivamente, e seja h : V; x...xV, — R
uma dada funcao numérica. Entao

Y = h(Xy,..., Xy (2.15)

é uma varidvel numérica definida em II. Estamos interessados na média de

Y.

2Este calculo ndo decorre das propriedades da integral vistas no Apéndice, e por isto
nao daremos importancia aos detalhes.
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Exemplo 2.6 No Fxemplo 1.1, suponha que a direcao da companhia decida
conceder um abono para cobrir gastos com saude aos funciondrios. O abono
A € uma funcdo do sexo e numero de filhos calculado da sequinte forma.

A=1,X)+W, (2.16)

onde 1y € a fungao indicadora de “feminino”, isto é, 15 : {f,m} — {0,1} €
tal que

() =1, 1g(m)=0. (2.17)
(Neste caso, A = h(X, W), onde h(z,w) = 1¢(z) + a(w), x € {f,m}, w =
0,1,....) A dire¢ao da companhia quer saber qual serd o abono médio por

funciondrio.

Uma forma de calcular M (Y") seria primeiro achar a funcao de freqiiéncia
de Y, e depois aplicar a defini¢do em (2.3). Mas hd uma outra forma, descrita
a seguir, evitando este calculo, usando apenas a funcao de freqiiéncia conjunta
de Xq,...,X,.

Proposicao 2.7

MY)=MM(Xy,.. ., X)) = Y hlz,...,2) P(X1=21,..., X, = 1)

""" (2.18)
Demonstragao Da definigao (2.3),
MY)= > yP(Y =y). (2.19)
i=1,2,...
Parai=1,2, seja
Ty ={(z1,...,2) EVI X ... X Vs h(xy,. .., ) =y}
Entao
P(Y=y)=P((X1,.... X)) €l))= Y  PXi=uw,....X, =1,
($1 ..... xn)EFZ
(2.20)
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De (2.19,2.20) concluimos que

M(Y)

= Z yz —yz

1=1,2,...
= Z Z h(zy,...,z,)P(X1=21,..., X, = z,).
1=1,2,... (21,....,2n)EL;

Voltando ao Exemplo 2.6, temos que

M(A)

e e e o e SR S|

+

() +0)PX = f,W=0)+(1;(/) + ) P(X = [, W =1)
() +2) P(X = [, W =2)+ (1;(/) +£3) P(X = [, W = 3)
(L) +4) P(X = [, W =4)+ (1;(f) +5) P(X = [, W = 5)
(1g(m) +0) P(X =m, W =0) + (1y(m) + 1) P(X =m,W = 1)
(1p(m) +2) P(X =m, W =2)+ (15(m) + 3) P(X =m,W = 3)
(1(m) +4) P(X =m,W =4) + (15(m) +5) P(X =m,W = 5)
IxP(X=f,W=0)+2xP(X=fW=1

X=fW=2)+4xP(X = f,
X = f,W=4)+ 6><P(X:f,W:5
X=mW=0)+1xP(X=mW=1)

2% P(X =m,W =2) +3x P(X =m,W = 3)

4x P(X =m,W =4) +5 x P(X =m,W = 5)
1x0114+2x0.144+3x0.114+4x0.06+5x0.034+6x0
0x019+1x0.084+2x0.14+3x0.084+4 x0.03+5 x0.03
1.98 (2.21)

w
X
AAA/E/—\\_/\_/\_/

Estivemos neste paragrafo implicitamente supondo que as variaveis X7,

., X, sao discretas, no sentido que os conjuntos Vi, ..., YV, sao finitos ou in-

finitos enumeraveis. Contudo, a Proposicao 2.7 admite extensao para outros
tipos de varidveis. A seguir enunciamos um caso especifico simples.

Proposicao 2.8 Suponha que X seja uma varidvel continua com funcao de
densidade de frequéncia fx e h: R — R. Entao

M(h(X)) = / " h@) (o) da. (2.22)

e}
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Exemplo 2.9 No Ezemplo 1.3, suponha que h(z) = 2*. Entdo, de (2.22),

M(h(X)) = M(X?) :/_OO h(x) fx(x) d:L’:/O 2°32% dx

[e.9]

! 3 3
= 3/ vtdr = =(1° - 0°) = =. (2.23)
0 5 5

Corolario 2.10 Sejam Xy, ..., X, varidveis numéricas definidas em certa
populacdao 11, e aq, ..., a, constantes arbitrdarias. Temos

M X1+ ...+ a, X)) =aM(Xy) + ...+ a, M(X,). (2.24)
Demonstracao De (2.14) com h(zq,...,2,) = a1x1 + ... + a,T, temos
M(a1 X1+ ...+ a, X,)
= Z (az1 + ...+ apxy) P(X1 =21,..., X,y = 2p)

1y
= < Z ary P(Xh=24,...,X, = xn))
o+ ( Z antn P(X1 =21,..., X, = xn))
1y
— ( Y wPXi=ax,...,X, = xn))
+...+a, ( Z r, P(X1=u1,...,X, = SL’n)>
T1,n
— (Z;pl Y PXi=uwp,..., X, = %))
... +a, (Z v Y, P(Xi=ux,...,X, = m) (2.25)
Tn T1Tn

- (2.26)

.....



Substituindo (2.26) em (2.25), temos finalmente

M((lel + ...+ aan)
= alleP(Xl :x1)+...+an2an(Xn:xn) (2.27)

= aM(Xy)+...+a, M(X,). (2.28)

Exemplo 2.11 Voltando ao FExemplo 2.6, suponha que a dire¢ao da com-
panhia considere uma outra forma de calcular o abono, em fungdao agora da
idade e nimero de filhos dos funciondrios. O abono A’ € calculado da sequinte
forma.

A" =0.06V +W. (2.29)

Neste caso, de (2.24)

(2:6.2.7)

M(A") = 0.05M (V) + M(W) 0.05 x 34.58 + 1.53 = 3.26.  (2.30)

Podemos também usar (2.24) para simplificar o cdlculo de M(A) (veja
(2.16,2.21)).

(2.24)

M(A) =" M(14(X))+ MW) (2.31)
Aplicando a Proposi¢ao 2.7 comn =1, X, =X e h = 1y, temos
M1p(X)) = L(f) P(X = f) + 15(m) P(X = m)

FIZO 1 % 0.44 40 x 0.56 = 0.44. (2.32)

Voltando a (2.31), concluimos que
M(A) =0.44 +1.53 =1.97.3 (2.33)
O seguinte fato é 6bvio.

Proposicao 2.12 Se uma varidvel X for constante, isto €, se X(I) = ¢ para
todo I €11, entao
M(X) =c. (2.34)

3A diferenga na segunda casa decimal em relacio a (2.21) se deve a erros de apro-
xXimacao.
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Combinando (2.24) e (2.34), temos a propriedade de linearidade da média
a seguir.

M(a,o + a1X1 + e + aan) = Qo + alM(Xl) + e + anM(Xn) (235)

Observacgao 2.13 A propriedade (2.35) vale para todo tipo de familia de
varidveis, e nao apenas para as discretas, para as quais ela foi demonstrada.

Observagao 2.14 De (2.35) para n = 1, temos que dada uma varidvel X e
uma fun¢ao linear h(x) = a + bx, entdo

M(h(X)) = h(M(X)), (2.36)

isto €, M e h comutam. Esta é uma propriedade da média vdlida para fungoes
lineares apenas. Em geral, ela nao vale para outros tipos de func¢ao. Discu-
timos o caso quadrdtico adiante; veja a Observagao 2.39.

Observacgao 2.15 Como em (2.4), podemos calcular M(h(Xy,...,X,)) co-

mo uma média aritmética sobre os valores de h(Xy,...,X,) na populagdo.
1
M(h(Xy, .., X)) = IeZﬂh(Xm, LX), (2.37)

Meédia condicional

Dada uma dupla de varidveis (X, Y'), sendo a primeira quantitativa, com
fungao de distribuigdo conjunta dada por P(X = - )Y = ) (veja a De-
finicao 1.2), seja P(X = -|Y = ) a funcdo de distribuicdo condicional de
X dado Y (veja( 1.70)). Entao dado um valor possivel y de Y, a média
condicional de X dado Y = y é dada pela média da distribuicao condicional
de X dado Y =y, isto é,

M(X|Y =y) = pr = z|Y =y). (2.38)
Consideremos a fungdo h : Vy — R: h(y) = M(X|Y = y). Entao
h(Y) serda denotada por M(X|Y) e denominada média condicional de X

dado Y. (Note que se trata de uma fungao de Y.) M(X|Y) tem a seguinte
propriedade.
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Proposicao 2.16
MIM(X|Y)] = M(X) (2.39)

Demonstracgao Pela definicao da média condicional,

MIMX|Y)] = Y MX|Y =y)P(Y =y)

— Z {ZxP(X =2lY :y)}P(Yzy)

Y

= Y ) zP(X=a]Y =y)P(Y =y)

)

— Z‘U{Z P(X::c|Y:y)P(Y=y)}

Y

IS eP(X =) = M(X). O

Exemplo 2.17 Suponha que X,Y tenham distribuicdio conjunta dada pela
Tabela 1.7. Como discutimos no Exemplo 1.26, a distribuicdo condicional de
X dado 'Y € dada pela Tabela 1.8. Vamos calcular as médias condicionais de
X dado Y =y, y=a,b,c. Da Tabela 1.8 e da defini¢ao (2.38), temos

M(X|Y =a) = 1x0.20+2x 040+ 3 x 0.30 +4 x 0.10 = 2.30,
M(X|]Y =b) = 1x020+2x044+3x0.18+4 x 0.18 = 2.34,
M(X|]Y =¢) = 1x020+2x0.30+3x0.35+4 x 0.15 = 2.45,

De (2.39), temos entdo

M(X)=MMX|Y)] = > MX[Y=y)P(Y =y)
y=a,b,c
= 2.30 x 0.30 4 2.34 x 0.50 4 2.45 x 0.20
— 2.35. (2.40)

A distribui¢cao marginal de'Y utilizada em (2.40) foi obtida da marginal apro-
priada da Tabela 1.7.
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Outra propriedade importante da média condicional é relevante na se-
guinte situagao. Um dos motivos de nos interessarmos na distribui¢ao con-
junta de varidveis é como uma forma de entender a associacao entre elas.
Suponha que (X,Y’) sdo as variaveis (X numérica).

Neste caso, é natural procurar uma funcao numérica de Y como estimador
de X. Isto é, queremos H : Vy — R tal que H(Y') esteja prozima de X de
alguma forma. Nao podemos esperar em geral que H(Y') seja perfeitamente
igual a X sempre (isto equivaleria a pedir que H(y) = = para todo par (z,y)
de valores de (X,Y)).

Vamos entao, como em outras situacoes semelhantes que veremos adiante,
estabelecer uma distancia entre H(Y) e X, e em seguida procurar H que
minimize esta distancia entre todas as possibilidades.

A distancia que consideraremos é o desvio quadrdtico médio de H(Y') em
relacao a X:

(2.41)

Proposigcao 2.18 A média condicional de X dado Y € a funcdo de'Y que
minimiza o desvio quadrdtico médio em relacao a X, isto é

DQIM(X|Y): X] = min DQUH(Y): X]. (2.42)

e se H for tal que H(y) # M(X|Y =y) para algum valory de Y, entao
DQ[H(Y); X] > DQ[M(X]Y); X].

Esta ¢ a segunda propriedade da média condicional a que aludimos.

2.1.2 Mediana

A mediana de uma dada varidvel é a grosso modo o/um valor que divide a
distribuicao daquela variavel em duas metades. Apesar de fazer sentido para
qualquer variavel ordinal (para as quais ha uma ordem natural no conjunto
de valores tomados), vamos restringir atencao ao caso quantitativo.

Seja X uma variavel numérica. Segundo o paragrafo acima, a mediana
de X deveria ser um nimero m = m(X) com a propriedade de que metade
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W' | freqiiéncia
0 0.30
1 0.20
2 0.25
3 0.16
4 0.06
5 0.03
Tabela 2.1

da distribuicao de X se localiza acima de m e metade da distribuicao de X
se localiza abaixo de m. Em suma,

P(X <m) = P(X >m) = 0.50. (2.43)

Mas ha um problema com (2.43). Nem sempre existe m que a satisfaga.
Considere por exemplo a variavel W no Exemplo 1.1. Se m < 1, entao

P(W <m) < P(X <1)=0.30 < 0.50;
e sem > 1, entao
P(W <m) > P(W <2)=0.52 > 0.50.

Em face deste e outros problemas em dotar a idéia da mediana de uma
definicao rigorosa, chegamos ao seguinte.

Definicao 2.19 Dada uma variavel numérica X, a mediana de X, denotada
m =m(X), é qualquer nimero m satisfazendo

P(X <m)>0.50 e P(X >m) > 0.50. (2.44)

Com esta defini¢ao, podemos verificar que m(W) = 1 no exemplo que
acabamos de discutir. Note que 1 é o tnico valor a satisfazer a condicao
de ser mediana neste caso. Mas ha exemplos em que ha mais de um valor
satisfazendo (2.44). Considere a varidvel W’ com distribuicao dada pela
Tabela 2.1. Neste caso qualquer nimero do intervalo [1, 2] satisfaz (2.44), e
logo é uma mediana.
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Definigao 2.20 (Complementar) Com o objetivo de ter um wvalor tinico
para a mediana no caso em houver um intervalo de wvalores para m se-
gundo (2.44), sequindo um principio de simetria, tomaremos como mediana
o valor médio do intervalo em questdo, isto €, sendo

M ={m : m satisfaz (2.44)} (2.45)

em =min M e m = max M, entdio

m+ m
P

m =

(2.46)

No tltimo exemplo, aplicando a Definigao 2.20, teremos M(W’) = [1, 2],
m(W’) =1, m(W’) =2, e logo m(W') = 1.5.

Observagao 2.21 Podemos expressar a condigdo (2.44) em termos da fun-
¢ao de distribuicao acumulada. Note que a sequnda expressio em (2.44) é
equivalente a P(X < m) < 0.50. Seja Fx a fun¢do de distribuicao de X ;

entao, m € uma mediana de X se e so se
Fx(m) > 0.50 e Fx(m—) < 0.50, (2.47)
onde Fx(x—) = P(X < x) para dado © € R (conforme a Observagio 1.19).

Desta tltima observacao, podemos obter a mediana a partir do grafico
de F'x da seguinte forma. Faca o grafico de F'x, colocando segmentos de
reta nos saltos, se houver. Veja a Figura 2.3. Projete o ponto 0.50 no eixo
das ordenadas horizontalmente no grafico. Pode haver apenas um ponto
projetado no grafico, como na Figura 2.3, ou pode haver um intervalo, como
na Figura 2.4. No primeiro caso, a mediana é a projecao vertical no eixo das
abscissas do ponto no grafico. No segundo caso, é o intervalo projetado da
mesma forma, ou seguindo a definicao complementar, o seu ponto médio.

Observacao 2.22 No caso em que a varidvel X for continua, tomando va-
lores num intervalo (a,b), com densidade fx positiva em (a,b), temos que
existe apenas uma mediana, que pode ser obtida da funcao inversa de Fx,
bem definida em (0, 1), calculada em 0.50.

De fato, note que no caso acima, Fx(x) = [* fx(x)dx € estritamente
crescente em (a,b), pois fx € positiva neste intervalo por hipdtese. Logo
existe a inversa Fy' : (0,1) — (a,b). Como Fx € estritamente crescente em

46



1.01

0.6

0.5 -

0.2

Figura 2.3 Grafico de Fyy com indicacao da mediana.

0.8

0.5

0.41

Figura 2.4 Graéfico de Fy» com indicacao da mediana.
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(a,b), e Fx(a) =0 e Fx(b) =1 (jd que a e b sdo os extremos do intervalo
em que X toma valores), entdo existe apenas um nimero m tal que

Fx(m) = 0.50, (2.48)
e aplicando a inversa nos dois lados de (2.48), temos
m(X) = Fx'(0.50). (2.49)

Para X do Ezemplo 1.3 (veja (1.59)), temos Fx(x) = x* em (0,1), logo
Fi'(x) = ¢/ em (0,1). Portanto, de (2.49),

m(X) = v0.50 = 0.79. (2.50)

Mediana de dados populacionais
De posse dos dados populacionais da variavel X, isto é, da lista de in-
dividuos IT = {11, ..., Iy} e dos respectivos valores de X,

Dx ={X(L),..., X(In)},

a mediana de X pode ser calculada da seguinte forma.
Em primeiro lugar devemos ordenar de forma crescente os valores de Dy,
respeitando a multiplicidade, obtendo o conjunto ordenado

Ox = {?/1,---7?/1\/}-

Por exemplo, se N =5 e Dx = {1,3,5,4,1}, entao, Ox = {1, 1,3,4,5}.
Ha dois casos. Se N for impar, entao

e se N for par, entao
+
m(X) = Yn/2 f29(1+N/2). (2.52)

No exemplo que acamos de ver, N = 5, impar, logo de (2.51)
m(X) =ys = 3. (2.53)
Se tivéssemos Dx = {1,3,5,2,4, 1}, entdo, N = 6, par, e

Ox ={1,1,2,3,4,5},
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logo de (2.52),
_ Yty 243

2 2

m(X) 2.5. (2.54)
Comparacao entre média e mediana

Ambas, média e mediana, sao medidas de centralidade da distribuicao de
dada variavel X, isto é, indicam onde se localiza o centro da distribuicao de
X.

Uma diferenca importante entre estas medidas é que a média leva em
conta todos os valores tomados por X, enquanto a mediana depende apenas
dos valores centrais da distribuicao de X.

Por exemplo, se no ultimo conjunto de dados acima tivermos 50 ao invés
de 5, a alteragdo na média é substancial, enquanto a mediana nao sofre
modificacao.

Isto pode ser considerado uma virtude da mediana. Ela nao é afetada
por valores extremos, que muitas vezes nao sao representativos, e podem até
ser devidos a erros de anotacao.

A virtude da média é que ela é mais simples de calcular e de manipular, e
tem boas propriedades, como a linearidade (veja (2.35)), que a mediana nao
tem.

2.1.3 Quantis

Os quantis sao medidas de posi¢ao como a mediana, mas nao de centralidade.
Informalmente, o quantil p de uma variavel numérica X ¢é um valor g, tal que
uma porcentagem p da distribuicao de X encontra-se abaixo de ¢,, e uma
porcentagem 1 — p da distribui¢ao de X encontra-se acima de g,.

Para tornar esta idéia uma definicao formal, encontramos as mesmas
dificuldades do que no caso da mediana (veja a discussao acima da De-
finigdo 2.19). A solugao é semelhante a achada para aquele caso.

Definicao 2.23 Dada uma varidvel numérica X, o quantil p de X, denotado
¢ = ¢(X), € qualquer nimero q satisfazendo

P(X<qg)2peP(X>q)>1-p. (2.55)

Observagao 2.24 Podemos expressar as condi¢io (2.55) em termos da fun-
cao de distribuicao acumulada. q ¢ um quantil p se e so se

Fx(q) > p e Fx(¢—) <p. (2.56)
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Figura 2.5 Grafico de Fy com indicacao do quantil 0.40.

Como no caso da mediana, podemos ter mais de um quantil p segundo
a definicao acima. Seguinto um principio de simetria, fazemos a seguir uma
escolha de um unico quantil p quando houver multiplicidade.

Definigao 2.25 (Complementar) Se houver mais de um quantil p, entdo
haverd um intervalo de possibiliadades. Seja

Q = {m: m satisfaz (2.55)} (2.57)
e ¢ =min M e ¢ = max M, entao

g = (1 —p)g+pq. (2.58)

Podemos ainda obter o quantil p graficamente de forma similar ao que
fizemos com a mediana (veja a discuss@o abaixo da Observagao 2.21 e as Fi-
guras 2.3 e 2.4). No presente caso, devemos localizar p no eixo das ordenadas
e fazer as projecoes como no caso da mediana. Veja as Figuras 2.5 e 2.6 em
que consideramos o quantil 0.40 da variavel W do Exemplo 1.1, e o quantil
0.75 da variavel W’ com distribuicao dada pela Tabela 2.1.

Observacao 2.26 No caso em que a varidvel X for continua, tomando va-
lores num intervalo (a,b), com densidade fx positiva em (a,b), temos que
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Figura 2.6 Grafico de Fy» com indicacao do quantil 0.75.

existe apenas um quantil p para todo p € (0,1), que pode ser obtida de F}}l,
como no caso da mediana (veja a Observacao 2.22). Neste caso, o quantil p
satisfaz

6p(X) = Fy'(p)- (2.59)
Para X do Ezemplo 1.3 (veja (1.59)), temos Fx(z) = x* em (0,1), logo
Fi(x) = ¢z em (0,1). Portanto, de (2.59),

0w(X) = ¥/p- (2.60)
Por exemplo, o quantil 0.67 vale

qo.67(X) = V0.67 = 0.88. (2.61)

2.1.4 Quartis e diagrama de caixa

Os quantis 0.25 e 0.75 de dada variavel X sao chamados de primeiro e terceiro
quartis, e denotados ()1 e (Y3, respectivamente.
Junto com a mediana de X, eles entram numa representacao grafica da

distribuicao de X chamada de diagrama de caiza, que passamos a descrever?.

4Nossa definicdo é uma adaptacio daquela para conjuntos de dados comumente encon-
trada na literatura.
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Figura 2.7 Diagrama de caixa de W
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Figura 2.8 Diagrama de caixa de X

A idéia é indicar o centro da distribuicao através da mediama m, e a
regiao central da distribuicao através de )1 e Y3. Note da definicao dos
quartis que entre eles concentra-se grosso modo 50% da distribuicao.

A porcao central da distribuicao é entao representada por uma caixa com
extremidades nos quartis e indicacao central na mediana.

As caudas da distribuicao sao representadas por segmentos a partir dos
quartis de comprimento igual ao minimo entre 1.5(Q3 — Q1) e

1. a direita, a distancia entre (); e o minimo da distribuicao;
2. a esquerda, a distancia entre ()3 e 0 maximo da distribuicao.

Nas Figuras 2.7, 2.8 e 2.9, exibimos os diagramas de caixa das distri-
buicoes de W do Exemplo 1.1, X do Exemplo 1.3 e da distribuicao normal
padrao. Indicamos os cédlculos envolvidos nestes diagramas a seguir.

Ja tinhamos achado m(W) = 1 (veja a Figura 2.3). Da mesma forma,
podemos encontrar Q1 (W) = qo2s(W) = 0 e Q3(W) = qors(W) = 2. A

caixa do diagrama de caixa de W tem pois extremidades em 0 e 2 e uma

. I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.9 Diagrama de caixa da distribuicao normal padrao
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indicacao central em 1. Ha um segmento a partir de 2 de comprimento
1.5(Q3 — Q1) = 1.5 x 2 = 3, que coincide com a distancia ao valor maximo
da distribuicao. Nao h&a valores da distribuicao abaixo de 0, por isto nao
colocamos segmento ai. Veja a Figura 2.7.

Ja tinhamos achado m(X) = 0.79 (veja (2.50)). De forma similar, acha-
mos Q1(X) = qo.25(X) = v0.25 = 0.63 e Q3(X) = qo.r5(X) = v0.75 = 0.91.
A caixa do diagrama de caixa de X tem pois extremidades em 0.63 e 0.91
e uma indicagao central em 0.79. Ha um segmento a partir de 0.91 até
1, o maximo da distribuicao de X. Ha outro segmento de comprimento
1.5(Q3 — Q1) = 1.5 x 0.28 = 0.42 a partir de 0.63. Veja a Figura 2.8.

Por 1ltimo, o caso da normal padrao, digamos Z. Note em primeiro lugar
que a fungao de distribuigao de Z, F, coincide com a fungao A (veja (1.31)),
e logo F,' coincide com B (veja (1.34)). Logo podemos obter m(Z) =
B(0.50) = 0 e Q3(2) = qor5(Z) = B(0.75) = 0.67 consultando a tabela
de A ao contrario, como fizemos no paragrafo sobre freqiiéncias inversas da
Subsecao 1.2.1. Usando a simetria da distribui¢do normal padrao (como ja
o fizemos no pardgrafo que acabamos de mencionar), temos que para todo
ae (0,1),

B(a) =—-B(1 — «a), (2.62)
do que concluimos que Q1(Z) = qo25(Z) = B(0.25) = —B(0.75) = —0.67.
Logo, a caixa do diagrama de caixa de Z tem extremidades em —0.67 e 0.67

e uma indicacao central em 0. H& segmentos a partir de —0.67 e 0.67 de
comprimento 1.5(Q3 — Q1) = 1.5 x 1.34 = 2.01. Veja a Figura 2.9.

2.2 Medidas de dispersao

Nesta secao apresentamos algumas medidas de largura para distribuicoes
de freqiiéncias. Elas descrevem a variabilidade nos valores da distribuicao.
Todas envolvem tomar distancias entre os valores da varidvel em questao.
Portanto, elas se aplicam somente ao caso de varidveis numéricas, em que
esta nocao de distancia é natural.

Amplitude

Uma tal medida é a amplitude da distribuicao, definida como a distancia,
ou desvio, entre o maximo valor possivel e o minimo valor possivel. Isto é,
sendo X uma variavel numérica cujo conjunto de valores possiveis é V. Entao

A(X) =maxV —minV (2.63)

93



¢é a amplitude de X.
Esta medida é em geral muito grosseira, levando as frequiéncias da distri-
bui¢ao pouco em conta, e por € isto pouco utilizada.

Exemplo 2.27 Efa’cil de ver que para as varidveis do Exemplo 1.1, temos

AV)=48-20=128; A(W)=5-0=>5; A(Z)=233-4=19.3. (2.64)

Desvio interquartis

Como indica o nome, trata-se do desvio entre o terceiro e primeiro quartis.
Isto é, sendo X uma variavel numérica cujos primeiro e terceiro quartis sao
dados por (01 e (3 respectivamente, entao

DI(X) = Qs — (2.65)
¢é o desvio interquartis de X.

Exemplo 2.28 Para W no Exemplo 1.1, temos que Q1 =0 e Q3 = 2 (veja
o final da se¢do anterior). Entdo

DIW)=2-0=2. (2.66)
Para X no Exemplo 1.3, temos que Q)1 = 0.63 e )3 = 0.91. Entao

DI(X)=0.91—0.63 = 0.28. (2.67)

Desvio absoluto médio

A idéia para as duas medidas a seguir é tomar médias sobre os desvios dos
possiveis valores de uma distribuicao de freqiiéncia entre si, ou, em ambos os
casos, em relacao a um valor central, a média, neste casos.

Seja X uma varidvel numérica com média M (X).

Entao | X — M (X)| representa a funcao de X que para cada valor possivel
desta variavel associa o desvio absoluto deste valor em relagao a média M (X).
Isto é, | X — M(X)|=h(X),onde h: R — R, h(x) = |z — M(X)|. O desvio
absoluto médio (da distribuicao) de X é entao definido como a média de
h(X).

DA(X)=M(|X — M(X)|). (2.68)
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No caso de X ser discreta, com funcdo de freqiiéncia px = {P(X =
x;); 1 =1,2,...}, teremos

DAX) = > o — M(X)|P(X = ;). (2.69)

E no caso de X ser continua, com funcao de densidade de freqiiéncia fy,
teremos

DA(X) :/ |z — M(X)| fx(z) dx. (2.70)
Exemplo 2.29 Para W no Exemplo 1.1, temos
DA(W) = ]0—1.53| x 0.30 4+ |1 — 1.53] x 0.22 + |2 — 1.53] x 0.25
+ [3—1.53] x 0.14 + |4 — 1.53] x 0.06 + |5 — 1.53| x 0.03
= 1.15

Exemplo 2.30 Para X no Exemplo 1.3,

1 3 1
DA(X) = / x——’3x2d:c:3/
0 4 0

1
<Z—:p) $2d$+3/_ (x—%) 2% dx

4

3 1 g
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0 3 3 4
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Se acima no lugar de desvio absoluto, considerassemos desvio quadratico,
obteriamos o desvio quadrdtico médio ou variancia de X.

V(X)=M[(X — M(X)). (2.71)
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No caso discreto,

V) = 3 (= MOOP P = a0, (2.72)

e no caso continuo,

V(X) = /_ (2= M(X))? fx(x) da. (2.73)

o0

Exemplo 2.31 Para W no Exemplo 1.1, temos

V(W) = (0-1.53)*x0.30+ (1 —1.53)* x 0.22 + (2 — 1.53)* x 0.25
+ (3—1.53)* x 0.14 + (4 — 1.53)* x 0.06 + (5 — 1.53)* x 0.03
= 1.85

Exemplo 2.32 Para X no Exemplo 1.3,

! 3 ? 2 ! 2 3 9 2
X)) = — — - _ .
V(X) /0 <J; 4) 3z dx 3/0 (:1: 2x—|—16) x*dx
1 9 1 27 1
_ 4 7 3 2
= 3/Oxd:c Q/Oxd:c—ir—m/Oxd:c

1 91 27r1 3 9 2t 3
= 3-—==+ —=-=-—-+—=—=0.0375.
5 24+163 5 8+48 80
Neste caso, para obtermos uma medida de dispersao linear, isto é, nas
mesmas unidades de medida da variavel, e nao em tais unidades ao quadrado,

como no caso da variancia, tomamos a raiz quadrada desta para obter o desvio
padrao.

DP(X)=+V(X). (2.74)

Exemplo 2.33 No Exemplo 1.1
DP(W) = v1.85 = 1.36. (2.75)

Exemplo 2.34 No Exemplo 1.3

DP(X) = +/0.0375 = 0.19. (2.76)
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Exemplo 2.35 Se X ~ N(u,0?), entao a partir de (2.73) e (1.20), podemos
obter”
V(X) =02, (2.77)

e logo DP(X) = o. Com isto podemos interpretar o parametro o como o
desvio padrao de X .

Observacao 2.36 Da definicio da variancia, vemos que quanto maior a
variabilidade da distribuicao de X, maior sua variancia. De fato, uma maior
variabilidade significa maiores desvios em relagao a média, e logo um maior
valor médio destes desvios ao quadrado.

Note ainda que a variancia é sempre nao negativa, pois oS desvios ao
quadrado sao sempre nao negativos, e que ela so se anula quando X for uma
constante. De fato, analisando por exemplo (2.72), como se trata de uma
soma de termos mao negativos, a variancia s6 pode se anular se todos os
termos da soma se anularem, e isto ocorrerd somente se todos os desvios em
relacao a média se anularem, o que significa que X € constante.

As observacgoes acima sao obviamente vdlidas também para o desvio pa-
drao (e também para o desvio absoluto e amplitude, mas nao para o desvio
interquartis).

Formula alternativa para a variancia
Vamos expandir a expressao quadratica que entra na variancia.

(X — M(X))?=X? —2M(X)X + [M(X)]*. (2.78)

Tomando a média e usando sua linearidade (veja (2.35)), teremos

MI(X = M(X))*) = M{X*—2M(X)X +[M(X)P}
= M(X?) = 2M(X)M(X) + [M(X)]?
M(X?) — [M(X)]?. (2.79)

(Note que na segunda igualdade usamos o fato que M (X) é uma constante.)
De (2.78) e (2.79), temos

V(X) = M(X?) — [M(X))2 (2.80)

5Este calculo ndo decorre das propriedades da integral vistas no Apéndice, e por isto
nao daremos importancia aos detalhes.
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Exemplo 2.37 No Exemplo 1.1

M(W?) =0x030+1x022+4x0.25+9 x0.14 4+ 16 x 0.06 + 25 x 0.03
=0+0224+141.26+0.96+0.75 = 4.19.

Logo
V(W) =4.19 — 1.53* = 1.85. (2.81)

Exemplo 2.38 No FExemplo 1.3
1 1 1
M(X?) = / 2% 32% dv = 3/ ot dr = 3: =06 (2.82)
0 0

Logo
V(X) = 0.6 —0.75* = 0.0375. (2.83)

Observagao 2.39 Da nao negatividade da variancia e de (2.80), temos que,
se X nao for constante, entao

M(X?) > [M(X)]. (2.84)

Veja a Observagao 2.36 acima. Isto mostra que a comutagdo entre a média
e fungoes quadrdticas nao € valida em geral, isto ¢€,

M(h(X)) # h(M(X)), (2.85)

para h da forma h(z) = a + bx + cx?, ¢ # 0, ilustrando a discussdo feita na
Observagao 2.36.

Comparacao entre média e mediana revisitada

Com os conceitos de desvio absoluto e desvio quadratico em maos, pode-
mos fazer mais uma consideracao sobre as diferencas entre média e mediana.
A questao sobre qual delas é "mais central”poderia ser respondida usando
aqueles conceitos, da seguinte maneira.

Comecemos estendendo a idéia dos desvios absoluto e quadratico. Para
a um numero real qualquer, consideremos os desvios médios absoluto e qua-
dratico em relacao a a.

DA(X;a) = M(|X —al); (2.86)
DQ(X;a) = M[(X —a)?]. (2.87)
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(Note que, comparando esta notagao com (2.71) e (2.68), temos DA(X) =
DA(X; M(X)) ¢ V(X) = DQ(X; M(X)).)
Uma boa forma de definir o valor central da distribuicao de X seria entao
aquele valor a que minimiza o desvio de X dentre todos os possiveis valores.
Temos a seguinte caracterizacao de média e mediana.

Proposicao 2.40

rgleilélDA(X;a) = M(X —m(X)]); (2.88)
min DQ(X;a) = M[(X - M(X))} =V(X). (2.89)

Podemos entao dizer que, se usarmos o desvio absoluto médio como des-
vio, entao a mediana é o valor central; se usarmos o desvio quadratico médio,
entao a média é o valor central.

Demonstracao de (2.89)
Comegamos somando e subtraindo M(X) no interior da expressao qua-
drética em (2.87), obtendo desta maneira

DA(X;a) = M{(X — M(X)) + (M(X) — a)}"]
= M[(X - M(X))* +2(M(X) — a)(X — M(X)) + (M(X) — a)}?]
= M[(X - M(X))*]+2(M(X) — a) M[X — M(X)] + (M(X) — a)*,
(2.90)

onde expandimos o quadrado na segunda igualdade, e na terceira a lineari-
dade (note que (M(X) —a) é uma constante). Da linearidade segue também

M[X —M(X)]=M(X)—-MX)=0. (2.91)
Agora substituindo (2.91) em (2.90), obtemos
DA(X;a) =V(X) + (M(X) —a)* > V(X), (2.92)

pois a expressao quadratica é nao negativa. Concluimos a demonstragao
de (2.89) da observagao que temos igualdade em (2.92) se e sé se a = M (X).

Propriedades da variancia e desvio padrao
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Proposicao 2.41 Seja X uma varidvel numérica e a,b € R constantes.
Entao
Via+bX) =bV(X). (2.93)

Em particular, fazendo b = 0 em (2.93), temos que a variancia de uma
constante se anula.

Corolario 2.42 Seja X seja uma varidvel numérica e a,b € R constantes.
Entao
DP(a+bX) = |b| DP(X). (2.94)

Em particular, o desvio padrdo de uma constante se anula.

Demonstracao da Proposigao 2.41 Da linearidade da média temos

V(a+bX) = M{[(a+bX)— M(a+bX)?} = M{[bX—bM(X)]}
= M{[b(X — M(X))]*} = M[P*(X — M(X))’]
= BM[(X — M(X))Y] =P V(X). (2.95)

Demonstracao do Corolario 2.42 De (2.93) e (2.74) temos

DP(a+bX)=+/V(a+bX) =/ V(X)=|b/V(X)=|b| DP(X
(2.96)

Padronizacao de variaveis

A média M(X) e desvio padrao DP(X) de uma varidvel X qualquer sao
parametros que podem ser vistos respectivamente como a origem e a escala
naturais para o conjunto V de valores possiveis de X.

A transformacao
X — M(X)

DP(X) ’

denominada padroniza¢ao de X, reduz a origem a 0 e a escala a 1.

De fato, usando a linearidade da média e (2.94), notando que Z = a+bX
com a=—M(X)/DP(X)eb=1/DP(X), temos

7= (2.97)

M(Z)=0, DP(Z)=1. (2.98)

Observagao 2.43 Note que no caso de X ter distribuicdo normal, (2.94) é
equivalente a (1.24), pois, como observado acima, i = M(X) e 0 = DP(X).
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2.3 Uma medida de dependéncia entre vari-
aveis

Nesta secao discutimos brevemente uma medida de dependéncia entre varia-
veis. Queremos saber quao dependentes sao dadas varidaveis. Vamos restringir
a atencao ao caso de duas varidveis, digamos (X,Y).

Suponha que P(X = - Y = :) seja a funcdo de distribuicdo conjunta
de (X,Y). Da condi¢do de independéncia (1.77) é natural considerarmos a
seguinte quantidade de dependéncia.

QD(X,Y) = %Z IP(X =2,Y =y)— P(X =2)P(Y =y)|, (2.99)

onde a soma ¢ feita sobre todos os valores de X e Y.

@D pode ser vista como uma distancia entre a situagao de dependéncia de
(X,Y) e a independéncia. Um aspecto crucial neste ponto de vista é que, se
QD(X,Y) =0, entao (X,Y) satisfazem (1.77) e sdo portanto independentes;
caso contrario, se QD(X,Y) > 0, entdo (X,Y) nao satisfazem (1.77) e logo
sao dependentes.

Um outro aspecto é o seguinte. De (2.99) temos

QD(XY) = LY IP(X =2,Y =y) ~ P(X =0)P(Y =y)

1

< Y IP(X =0 Y =y) + P(X =2)P(Y =)
T,y

1

= S|P =Y =y S P =Py =y)
@y @y

1

= 5[1 +1] =1, (2.100)
onde a desigualdade segue do fato que para todo a,b > 0, temos que

la—b <a+b

Y P(X=2)P(Y=y)=> Y P(X=x)P(Y =y)

= Y P(X=2)|Y PV =y)| =) px(@)[]=) px(a)=1
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QD entao é limitada superiormente por 1. Sera que pode acontecer de
QD ser 17 Em que situacao?

Pode ser mostrado que QD < 1 para todo (X,Y) (da forma como esta-
mos considerando nestas notas), mas veremos no exemplo seguinte que QD
pode ser arbitrariamente proximo de 1 (quando consideramos todos os pares
(X,Y) em todas as populagoes), e que isto acontece numa situagao de forte
dependéncia entre X e Y.

Suponha que (X,Y) sejam tais que os valores possiveis de cada uma das
variaveis sejam {1,2,...,k}, onde k£ é um numero inteiro positivo arbitrario,
e que a funcao de distribuicao conjunta seja a seguinte.

1
P(X=4Y =1i)= % (2.101)
parai=1,... k.
Note que (2.101) implica que P(X =Y) = 1, pois
PX=Y) = P(X,Y)e{(1,1),(2,2),...,(k,k)})
k
= Y P((X=iY =i
i=1
k k
1 1 1
— — = 1l=—FLk=1. 2.102
—~k k ; k (2.102)

Podemos entao dizer que X e Y sao fortemente dependentes.
E fécil de ver (usando a Proposigao 1.20, por exemplo) que as distribui¢oes
marginais sao dadas por

P(X =i)=P(Y =) = (2.103)

parai=1,..., k.
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Temos entao de (2.101-2.103) que
2QD(X,Y) = Y IP(X=5,Y =y) — P(X = 0)P(Y =)
@y

k
= Sk (1R + Sk
-

= k(1/k— (1/k)*) + k(k — 1)(1/k)

= 2(1—1/k). (2.104)
E concluimos que QD(X,Y) =1 — 1/k, o que se aproxima arbitrariamente
de 1 quando k cresce.

Em conclusao, diremos que quanto mais préximo de 0 for () D, mais inde-

pendentes sao (X, Y'), e quanto mais préximo de 1 for Q D, mais dependentes
sao (X,Y).

Exemplo 2.44 Vamos considerar os pares de varidveis (X, W) e (Y, W)
no Exemplo 1.1 usando a quantidade de dependéncia acima. Da Tabela 1.6
e (2.99), temos que

2QD(X, W)
= [0.11 — 0.30 x 0.44] + |0.14 — 0.22 x 0.44| + ... + [0 — 0.03 x 0.44]
+ ]0.19 — 0.30 x 0.56] 4 ]0.08 — 0.22 x 0.56] + ...+ [0.03 — 0.03 x 0.56|
= 0.1672 (2.105)

No caso do par (Y,W), a distribuicio conjunta é dada na Tabela 2.2, e
temos portanto

2QD(Y, W)
= ]0.14 — 0.30 x 0.33| +]0.08 — 0.22 x 0.33| + ...+ |0 — 0.03 x 0.33|
0.13 — 0.30 x 0.50] + [0.11 — 0.22 x 0.50| + ... + |0.03 — 0.03 x 0.50|
0.03 —0.30 x 0.17| + |0.03 — 0.22 x 0.17| + ... + |0 — 0.03 x 0.17|
0.3738 (2.106)

- -
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W 0 1 2 3 4 5 | total
Y
1 0.14 0.08 0.08 0.03 0 0 0.33
2 0.13 0.11 0.17 0.03 0.03 0.03| 0.50
S 0.03 0.03 0 0.08 0.03 0 0.17
total 0.30 0.22 0.25 0.14 0.06 0.03

Tabela 2.2 Distribui¢ao conjunta de (Y, W)

De (2.105 e (2.106), temos que
QD(X, W) =008, QD(Y,W)=0.19

(com aprozimagao na sequnda casa decimal), e concluimos que ambos 0s
pares sao dependentes, o sequndo par é mais dependente do que o primeiro.

2.4 Associacao linear entre duas variaveis

Dado um conjunto de variaveis definidas em dada populacao, uma questao
natural é se algum subconjunto delas pode ser explicado pelas demais, se é
uma funcao delas, em que medida, e que tipo de funcao.

Nesta secao vamos considerar o caso mais simples em que o conjunto é
formado por uma dupla de varidveis numéricas (X,Y’), e o tipo de fungao
investigado ¢ a linear.

Em outras palavras, queremos estabelecer em que medida vale a relagao

Y =a+bX (2.107)

para a e b constantes.

Vamos considerar a dupla (V, Z) do Exemplo 1.1. Uma forma de avaliar
a validade de (2.107) é analizando o diagrama de dispersao V' x Z. Veja a
Figura 1.23 na péagina 27. Poderiamos sobrepor uma reta aos pontos, como
na Figura 2.10.

Qual é a reta que melhor se ajusta a esta distribuicao conjunta?

Esta pergunta é natural, mas a priori nao é precisa: ajuste segundo qual
critério, ou qual distancia? (Ajuste pressupoe minimizar alguma distancia.)

De novo, como na discussao ao redor da Proposicao 2.40 na se¢ao anterior,
podemos considerar diversos tipos de distancia. Aquela mais usada neste caso
¢ uma distancia quadratica que discutimos a seguir.
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Figura 2.10 Diagrama V' x Z com ajuste de reta

Seja
R(z;a,b) =a+ bx (2.108)
a reta com coeficientes a e b, ditos intercepto e coeficiente angular, respecti-
vamente.

Queremos entao medir a distancia entre Y e R(X;a,b). A distancia que
consideraremos sera entao o desvio quadratico médio entre as duas variaveis,
isto é,

MA{[Y — R(X;a,b)]*} = M[(Y —a—bX)?. (2.109)
Para responder a questao acima, precisamos entao achar a e b que minimizem
a expressao do lado direito de (2.109).
Temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.45

A~

min MY —a—bX)*] = M[(Y —a—bX)?], (2.110)
onde
. OX)Y)
b = Vo) (2.111)
a = M(Y)—-bM(X), (2.112)
) C(X,Y)=MXY)—-MX)M(Y) (2.113)



¢, por defini¢do, a covariancia entre X e Y.

Definicao 2.46 Neste contexto, a reta R(+;a, l;) serd dita a reta de regressao
de (X,Y), e serd denotada porY, i.e.

Y =a+bX (2.114)

¢ a reta de regressao de (X,Y).

Exemplo 2.47 No caso de (V,Z) do Ezemplo 1.1, temos (calculando to-
das as médias explicitamente como médias aritméticas sobre a populacao;
veja (2.37)),

2.7)

M(V) 34.58
1
V(V) = MWV - [M\V)?= {%(262 +.t 422)} — [34.58]?
4464
_ OB 9578 — 44.36
36
1 400.8
M(Z) = —=(4+...+233)=-—— =111
(Z) ggldt - T233) = —¢ 3
1 14249
M(VZ) = 5(26x4+...+42x23.3) = —=— = 39581
C(V,Z) = 395.81 —34.58 x 11.13 = 10.93
A 10.93
= =024
’ a6~ 020
a = 11.13 —0.246 x 34.58 = 2.62.

Entao, a reta de regressio de (V,Z) € dada por

~

7 =2.62+0.246 V. (2.115)

Na Figura 2.11, exibimos o diagrama V X Z com a reta de regressao.

Coeficiente de correlagao linear

Suponha que queiramos estabelecer uma medida de intensidade da relacao
linear entre X e Y, ou em outras palavras, de quao bem a reta de regressao
de (X,Y) se ajusta a sua distribui¢cdo conjunta. Uma tal medida surge do
seguinte raciocinio. Uma primeira consideragao é que a variabilidade de Y
(em torno de sua média) tem dois componentes:
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Figura 2.11 Reta de regressao superposta ao diagrama V' x Z

1. a variabilidade de Y em torno da reta de regressao Y, e

2. a variabilidade de ¥ em torno de M(Y).

Veja a Figura 2.12.
Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.48
V(Y)=M[Y —=Y)?]|+ MY — M(Y))? (2.116)

O primeiro termo a direita de (2.116) representa a variabilidade de Y em
torno da reta de regressao; e o segundo termo representa a variabilidade de
Y em torno de M(Y). Esta tltima pode ser entendida como a variabilidade
dentro da reta de regressao.

De 2.116 temos entao que a expressao

M[(Y = M(Y))’]
V(Y)

pode ser vista como a proporgao da variabilidade de Y devida a reta de
regressao, o que portanto se constitui numa medida da intensidade da relacao
linear entre X e Y.
Desenvolvendo o numerador em (2.117), obtemos (omitindo detalhes)
M[(Y = M(Y))] _ [C(X, V)P

vy v vy (2.118)

(2.117)
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Figura 2.12 Diagrama X X Y (hipotético); cruz (+) indica (M (X), M(Y))

onde
C(X,Y)

DP(X)DP(Y)

é, por definicao, o coeficiente de correlagao linear entre X e Y.
Devido a (2.117,2.118), R? é chamado coeficiente de explicagao.

R=Rxy = (2.119)

Exemplo 2.49 Vamos calcular os coeficientes de correlacdao linear e de ex-
plicagao de (V,Z) do Exemplo 1.1. Além dos nimeros obtidos no Exem-
plo 2.47, precisaremos ainda dos sequintes, alguns dos quais baseados naque-
les.

DP(V) = V(V)=+44.36 =

M(Z?) = %(42 +...+233%) = % = 144.33
V(Z) = M(Z*) —[M(2)]* = 20.46

DP(Z) = +/20.46 = 4.52

Agora podemos substitui-los em (2.119) para obter

10.93

= 6% 452

= 0.363 (2.120)
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e logo
R? =0.132. (2.121)

Temos entao que por volta de apenas 13% da variabilidade do saldrio é ex-
plicado pela reta de regressao, ou em outras palavras por uma relacao linear
com a idade. Seria razodvel dizer neste caso que se trata de uma relagao
linear fraca.

O coeficiente de correlagao (linear) tem uma informagao a mais do que
R?, qual seja, o sinal. Discutimos este ponto agora.
Consideremos as padronizagoes de X e Y
e X-MX) Y- M)
DP(X) '’ DP(Y) ’
respectivamente (veja (2.97)). Da definicao de C'(X,Y) (veja (2.113)) e da
linearidade da média, podemos rescrever R da seguinte forma.

=t = [(%58%) ()]

(2.122)

Logo,
R=MX'Y"). (2.123)

O diagrama de dispersao de (X', Y’) tem aspecto como na Figura 2.13.

Note neste diagrama que temos mais pontos no primeiro e terceiro qua-
drantes, onde X’ x Y’ é positivo, do que no segundo e quarto quadrantes,
onde X' x Y’ é negativo. Isto implica em R > 0, e logo uma relagao crescente
entre X e Y. Neste caso também falamos em associacdo positiva entre X e
Y.

Suponha agora que o diagrama de X x Y fosse como na Figura 2.14.
Neste caso, o diagrama de X’ x Y teria o aspecto da Figura 2.15. Podemos
ver que a distribuigao de (X', Y”) se concentra segundo e quarto quadrantes,
o que leva a R < 0.

Observacao 2.50 Uma outra forma de entender o papel de R € a sequinte.
De novo, vamos considerar as varidveis padronizadas XY e tomar a reta
de regressao Y' associada a elas. De (2.114), (2.112) e (2.111), substituindo
(X,Y) por (X', Y"), podemos verificar que ela é dada por

Y' = RX', (2.124)

isto €, o intercepto da reta de regressio de (X', Y") se anula e seu coeficiente
angular é R.
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Figura 2.13 Diagrama X' x Y.

Figura 2.15 Variaveis padronizadas
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Em conclusdao, R > 0 indica associacao positiva ou crescente entre X'
e Y’ elogo entre X e Y, enquanto R < 0 indica associacao negativa ou
decrescente.

Analise da relagao linear entre duas variaveis numéricas
Resumindo o que vimos acima, dadas duas varidveis numéricas X e Y, a
intensidade da relacao lienar entre X e Y é medida pelo coeficiente de ex-
plicacdo R?:

e se R? estiver préximo de 1, entao podemos dizer que a relacao linear é
forte;

e se R? estiver préximo de 0, entdo podemos dizer que a relacao linear é
fraca;

e se RR? assumir valores intermedidrios, entao podemos dizer que a relacao
linear é moderada.

E o sinal da relacao linear entre X e Y é medida pelo sinal de R:
e se R > 0, entao a relacao linear é positiva;

e se R <0, entao a relagao linear é negativa.

Exemplo 2.51 De wvolta a (V,Z) do Exemplo 1.1 (veja os Exemplos 2.47,
2.49), com R = 0.363 ¢ R* = 0.132, podemos dizer que hd uma relagdo linear
positiva mas fraca entre a idade e o saldrio dos funciondrios da companhia
em questao.

Observagao 2.52 Mesmo com R? relativamente prézimo de 1 (mas ndo
muito prozimo), pode ocorrer de a relagao entre as varidveis ser preponde-
rantemente de outra forma que nao a linear. Veja a Figura 2.16.
Reciprocamente, podemos ter R? prézimo de 0 (ou igual a 0), e, apesar
de a relagcdo linear entre as varidveis ser fraca ou inexistente, outro tipo de
relagao pode existir, e pode ser uma relacao forte. Veja a Figura 2.17.
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Figura 2.16 R? ¢ bastante préximo de 1, mas a relacdo entre as varidveis
estd mais para quadratica.

Figura 2.17 R? estd préximo de 0, mas hd uma relacao bastante forte do
tipo sendide entre as variaveis.
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Figura 2.18 D x V

Exemplo 2.53 Os dados da Tabela 2.3 na pagina 74 se referem a drvores.
Qual varidvel esta mais bem associada linearmente com o volume: o diametro
ou a altura?

Para responder a esta questao, vamos analisar os diagramas D X V e
A XV, ecalcular Rpy e Ray.

Veja os diagramas nas Figuras 2.18 e 2.19

Temos

Rpy =0.967; Ry = 0.598, (2.125)

e logo
R}, =0.935; R%, =0.358. (2.126)
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Espécime | Diametro Altura Volume
1 8.3 70 10.3
2 8.6 65 10.3
3 8.8 63 10.2
4 10.5 72 16.4
5 10.7 81 18.8
6 10.8 83 19.7
7 11.0 66 15.6
8 11.0 75 18.2
9 11.1 80 22.6
10 11.2 75 19.9
11 11.3 79 24.2
12 114 76 21.0
13 114 76 21.4
14 11.7 69 21.3
15 12.0 75 19.1
16 12.9 74 22.2
17 12.9 85 33.8
18 13.3 86 27.4
19 13.7 71 25.7
20 13.8 64 24.9
21 14.0 78 34.5
22 14.2 80 31.7
23 14.5 74 36.3
24 16.0 72 38.3
25 16.3 7 42.6
26 17.3 81 55.4
27 17.5 82 55.7
28 17.9 80 58.3
29 18.0 80 51.5
30 18.0 80 51.0
31 20.6 87 77.0

Tabela 2.3 Arvores
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Figura 2.19 Ax V

De forma que no caso de (D,V), 93.5% da variabilidade do volume das
arvores sao explicados pela relacdo linear com o diametro das drvores, e no
caso de (A,V), apenas 35.8% da wvariabilidade do volume das drvores sao
explicados pela relacao linear com a altura das drvores.

Nao hd duvida que temos uma relacdo linear forte, positiva, entre dia-
metro e volume. A relacdo entre altura e volume, também positiva, € no
mdazrimo moderada, por isto podemos concluir com sequran¢a que a resposta
a pergunta inicial € o diametro.

Podemos entao calcular a reta de regressao de (D,V'), obtendo

V =-36.945.07D. (2.127)
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