Capitulo 1
Distribuicoes de frequéncias

A Estatistica é uma ciéncia que se ocupa em grande parte do estudo das
distribuicoes de freqiiéncia de varidveis definidas em populacoes.

Vamos imaginar uma populagao como um conjunto I1 = {1y, I5,..., Iy},
em que I; é o j¢ individuo da populagao, e N = #II é o tamanho da po-
pulacao. Uma variavel X serd uma funcao definida na populacao, tomando
valores em dado conjunto V. Em simbolos,

X:II—-V.

Quando V for um conjunto de numeros, diremos que X é uma varidvel
numérica ou quantitativa. Quando V for um conjunto de categorias nao
numéricas, diremos que X ¢é uma varidvel categorica ou qualitativa.

Exemplo 1.1 Suponha que Il representa os funciondrios de uma dada com-
panhia, numerados de 1 a 36. Em outras palavras,

Im={1,...,36}, (1.1)
e desta forma I; = 7, 7 =1,...,36. Sejam as sequintes varidveis.
X Sexo
Y = FEscolaridade
W = Numero de filhos
A Saldrio



IT Sexo Escolaridade | Filhos | Salario | Idade
1 | masculino 12 grau 0 4.00 26
2 | masculino 19 grau 1 4.56 32
3 | feminino 1¢ grau 2 5.25 36
4 | masculino 22 grau 0 5.73 20
5 | feminino 12 grau 1 6.26 40
6 | masculino 12 grau 1 6.66 28
7 | feminino 12 grau 0 6.86 41
8 | masculino 12 grau 0 7.39 43
9 | feminino 22 grau 1 7.59 34
10 | masculino 22 grau 0 7.84 23
11 | feminino 22 grau 2 8.12 33
12 | masculino 19 grau 0 8.46 27
13 | feminino 29 grau 0 8.74 37
14 | masculino 19 grau 3 8.95 44
15 | feminino 22 grau 0 9.13 30
16 | masculino 22 grau 3 9.35 38
17 | feminino 29 grau 1 9.77 31
18 | masculino 12 grau 2 9.80 39
19 | feminino superior 1 10.53 25
20 | masculino 22 grau 0 10.76 37
21 | feminino 22 grau 1 11.06 30
22 | masculino 12 grau 2 11.59 34
23 | feminino 29 grau 4 12.00 41
24 | masculino superior 0 12.79 26
25 | feminino 2¢ grau 2 13.23 32
26 | masculino 22 grau 2 13.60 35
27 | feminino 12 grau 0 13.85 46
28 | masculino 29 grau 2 14.69 29
29 | masculino 22 grau 5 14.71 40
30 | masculino 22 grau 2 15.99 35
31 | feminino superior 3 16.22 31
32 | masculino 22 grau 1 16.61 36
33 | feminino superior 3 17.26 43
34 | masculino superior 4 18.75 33
35 | feminino 2° grau 2 19.40 48
36 | masculino superior 3 23.30 42
Tabela 1.1
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X e Y sao variaveis qualitativas; W e Z sao variaveis quantitativas. A
tabela da Figura 1.1. representa Il bem como os valores que as varidveis
X, Y, W, Z tomam em II.

Estamos interessados na distribuicao de frequéncias de uma ou mais des-
tas variaveis. Genericamente, dadas uma populacao II e uma variavel X ai
definida, a distribuicao de freqiiéncias (relativas) de X (em II) é a fungao
que associa a cada valor possivel de X, v € V, a sua freqiiéncia relativa na
populagao :

P(X=v) = N,/N
{X=v} = {Iell: X(I)=v} (1.4)
Em outras palavras, {X = v} é o subconjunto de individuos de II para os
quais X vale v, N, é o seu tamanho, e P(X = v) a sua proporgao em II.

Definicao 1.1 Diremos que P(X = wv) é a proporgao ou freqiiéncia de
{X = v}. Chamaremos também P(X = -) de fungao de freqiiéncia da

varidvel X.' Definimos também a fregiiéncia de um subconjunto de valores
deV: seU CV, entao

P(XeU)=> P(X=v) (1.5)

vel

€ a freqiéncia de U (mais precisamente, de {X e U} ={I € I1: X(I) € U},
o subcongunto de individuos de 11 para os quais X € U ).

No exemplo acima,

P(X = f) =044, P(X =m) = 0.56
P(Y =1) =033, P(Y =2) =050, P(Y = 5) = 0.17

P(W =0) =0.30, P(W =1) = 0.22, P(W = 2) = 0.25,
P(W =3)=0.14, P(W = 4) = 0.06, P(W = 5) = 0.03

A distribuicao de Z pode ser obtida de maneira analoga, mas note que
neste caso, o resultado nao é satisfatério (pois ndo ha muita repetigao em

IP(X =4):V —[0,1]; P(X = v) dada em (1.2-1.4) para v € V.
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X | freqiiéncia Y | freqiiéncia
o 0.33
fem 0.44
masc 0.56 ° 0.50
' sup | 0.17
Tabela 1.2
\g] fre((l)ugg = Z freqiiéncia
1 0'22 [4.00, 8.00) 0.28
9 0.95 [8.00, 12.00) 0.33
3 0.14 [12.00, 16.00) 0.22
A 0'06 [16.00, 20.00) 0.14
5 0.03 [20.00, 24.00) 0.03
Tabela 1.3

V neste caso). Uma maneira mais adequada de representar tal distribuigao
seria considerar classes de salario. Por exemplo, os intervalos

C; = [4.00,8.00),

C, = [8.00,12.00),
C; = [12.00,16.00),
C, = [16.00,20.00),
C; = [20.00,24.00)

representam 5 classes de salario, e entao

P(Z €C) =028, P(Z €Cy) =0.33, P(Z € C3) = 0.22,
P(Z €Cy) =0,14, P(Z € C5) = 0.03,

onde P(Z € C;) é a proporcio da i2 classe, isto é, P(Z € C;) = N;/N, com
N, =#{Iell: X(I) € C;} (1.6)

o ntmero de individuos da populacio com saldrio na i¢ classe, i = 1,2, ...
E conveniente representarmos distribuicoes de frequéncias em tabelas,
como nas Tabelas 1.2 e 1.3.



Note que a soma das freqiiéncias da distribuicao de freqiiéncias de uma
variavel naturalmente sempre totaliza 1:

Y P(X=v)=1 (1.7)

veVY

No caso de divisao em classes:

Y PXeC) =1, (1.8)

onde k é o numero de classes.

1.1 Representacao grafica de distribuicoes de
frequéncia

Nos graficos da Figura 1.1, temos representacoes das distribuicoes de X, Y e
W.

Trata-se de graficos de barras, onde as alturas das barras representam as
freqiiéncias dos valores na escala sob as respectivas barras. (Na Figura 1.1,
foram usadas escalas de tamanhos diferentes em cada grafico, de forma que
as alturas das barras sao comparaveis apenas dentro de um mesmo grafico,
mas nao entre diferentes gréficos.)

Note que no primeiro caso a escala (as distancias entre valores no eixo
das abscissas) é arbitraria e ndo tem maior significado. A ordem com que
dispomos os valores (f e m) também ¢é arbitraria. No segundo caso, a escala
¢é arbitraria, mas a ordem ¢é natural. Por isto dizemos que Y é uma variavel
ordinal, enquanto X é nominal. A variavel W, e em geral todas as variaveis
numéricas também sao ordinais, ja que para estas, a ordem ¢é natural.

Para representar a distribuicao de freqiiéncias de Z, poderiamos fazer
também um gréafico de barras. Veja a Figura 1.2.

Aqui, as barras tém como bases as classes. As alturas das bases repre-
sentam, como acima, as freqiiéncias relativas das classes. Esta representacao
grafica é adequada quando as classes tém todas o mesmo tamanho. Mas
quando este nao for o caso, havera distor¢ao. Suponha que em vez da divisao



0 1 2 3 4 5

Figura 1.1 Graficos de freqiiéncias de X, Y, e W, respectivamente



4 8 12 16 20 24

Figura 1.2 Representacao grafica de Z

em classes acima, tomassemos

C! = [4.00,8.00),

C, = [8.00,12.00),
c, = [12.00,16.00),
c, = [16.00,24.00),

Neste caso, a distribuigao seria
P(ZeC)) =028, P(Z () =033, P(Z €C}) =0.22,
P(Ze(C) =017

e o grafico de barras como na Figura 1.3.

As classes maiores parecerao mais representativas do que realmente sao.
Uma saida é tomarmos densidades de freqiiéncia.

Para uma varidvel numérica X tomando valores em V), seja

{C1,Cy,Cs, ...} (1.9)
uma divisao em classes de V, e
P(XECl), P(XGCQ), P(XECg), (110)

a distribuigao de freqiiéncias relativas de X por classes, onde P(X € C;) é a
freqiiéncia relativa de C; para todo i. Seja entao para:=1,2,...

fi=P(X €C)/t;, (1.11)
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4 8 12 16 20 24

Figura 1.3 Representacao grafica de Z

4 8 12 16 20 24

Figura 1.4 Graéfico de densidades de freqiiéncia de Z

onde ¢; é o comprimento de C;, a densidade de freqiiéncia relativa de X em
Ci. A distribuicao de densidades de frequéncia relativa de X é entao dada

por
fii=1,2,... (1.12)

Seja agora o grafico de barras em que as bases das barras sao as classes
e suas alturas as densidades de freqiiéncia relativa das classes. Veja na Fi-
gura 1.4 o grafico para Z com a ultima divisdo em classes (em que as alturas
representam as densidades respectivas).

Compare com os graficos das Figuras 1.2 e 1.3 (note que estao em escalas
de altura diferentes, mas o importante é notar a maior semelhanca de forma,



Figura 1.5 Histograma de X.

descontando a escala, entre os graficos nas Figuras 1.2 e 1.4, do que entre os
graficos nas Figuras 1.2 e 1.3).

Este grafico de densidades de freqiiéncia relativa é o que chamamos de
um histograma de Z.

Observacao 1.2 Em vez da altura, como nos grdficos de freqiéncia, nos his-
togramas sao as areas das barras que representam as freqiéncias das classes
respectivas. De fato,

Area da i-ésima barra = base x altura = l; X f; (L) P(X €C;). (1.13)

A drea total sob o histograma (soma das dreas de todas as barras) vale
portanto 1.

1.2 Funcao de densidade de freqiiéncia

Suponha que V seja um intervalo de R (possivelmente infinito ou R todo),
e tomemos classes bastante pequenas, de tal forma que o histograma de X
fique com o aspecto da Figura 1.5.

Poderiamos tragar uma curva pelas extremidades superiores das barras,
de forma a obter o desenho da Figura 1.6.

Se retirarmos agora o histograma original, obtendo o grafico da Figura 1.7,
terifamos o que poderiamos chamar de um histograma pontual, para o qual o
histograma original por classes seria uma aproximagcao. (Podemos pensar no
histograma pontual também como um limite do histograma original, quando
os comprimentos das classes tendem a zero.)



Figura 1.6 Curva superposta ao histograma de X.

Figura 1.7 Histograma pontual de X

A curva continua do histograma pontual pode ser vista como o grafico de
uma funcao f = fx que denominaremos func¢do de densidade de frequéncia
de X.

A &rea total sob o histograma pontual, assim como no caso por classes,
deve valer 1. Em termos de f, a condigao é

/OO f(z)dr =12 (1.14)

Note que dada f, podemos achar (aproximadamente) a freqiiéncia com que
X assume valores num dado intervalo (a,b) (denotada P(a < X < b) como
a area sob o gréfico de f (isto é, sob o histograma pontual) entre a e b, como
indicado na Figura 1.8.

Em termos de f, teremos

Pla< X <b) = /b f(z)dx. (1.15)

2Veja o Apéndice A para uma discussdo breve e informal sobre integracao.
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a b
Figura 1.8 Area da regido hachurada representa P(a < X < b).
Exemplo 1.3 Suponha que varidvel X tome valores em V = [0,1] e que

sua distribuicao de freqiiéncias em certa populagcio 11 seja dada (ou bem
aprozimada) pela funcao de densidade

322, se 0 < x < 1;
flx) = .
0, caso contrdrio.

Entao,

P(1/2 < X < 3/4) :/1j2/43x2dx:3(3/4)3 g (/2" = <2>3— <%)3= g,

o que representa a area na Figura 1.9. (Veja o Apéndice.)

Para varidveis numéricas como Z, podemos usar (e usaremos) a fungao
de densidade de freqiiéncia para representar sua distribuicao de freqiiéncias.
Neste caso, diremos que Z é continua. Quando a distribuicao de Z for dada
por uma funcao de freqiiéncia py, entao diremos que Z é discreta.

Observagao 1.4 Se Y for uma varidvel continua, entao, para qualquer y
y
PY=y) = / f(x) dx = drea sob grdfico de f do segmento acima de y = 0.
y
(1.16)

Note que mesmo no caso do histograma por classes, podemos definir uma
funcao de densidade de freqiiéncia de Z como:

(1.17)

fi, se x € C; para algum ¢t =1,2,...,
flx) = .
0, caso contrario.
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0

1/2

3/4 1

Figura 1.9 P(1/2 < X < 3/4)

Z freqiiéncia | densidade de freqiiéncia
[4.00, 8.00) 0.28 0.070
[8.00, 12.00) 0.33 0.083
[12.00,16.00) |  0.22 0.055
[16.00, 20.00) 0.14 0.035
[20.00, 24.00) 0.03 0.008
Tabela 1.4

Vamos considerar a variavel Z do Exemplo 1.1. Exibimos na Tabela 1.4 as
freqiiéncias e densidades de freqiiéncia daquela variavel. O grafico de fz,

obtido como em (1.17), aparece na Figura 1.10.

Observacao 1.5 Como fizemos no Exemplo 1.3 acima, vamos daqui para
frente muitas vezes deizar implicita a populacdo I1 em que estiver definida
uma varidvel cuja distribuicao de freqiiéncias for dada (seja através da fungao
de freqiiéncia, ou da funcao de densidade de freqiiéncia, seja de outra forma).

Observacao 1.6 (Aditividade da freqiiéncia de uma variavel)
Tanto no caso em que ¢ dada por fun¢ao de freqiéncia, como quando é
dada por funcao de densidade de freqiiéncia, a freqiéncia de uma varidvel X,
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0.10

0.05

4 8 12 16 20 24

Figura 1.10 Densidade de Z

como na Definicao 1.1, € aditiva, isto €, dados U eV subconjuntos disjuntos
deV (e, UV CVeUNV=0)

P(XeUUV)=PXelU)+P(XeV). (1.18)

Observagao 1.7 (Complementaridade da freqiiéncia)

A aditividade da fregiiéncia tem o sequinte coroldrio. Sejam U e V' sub-
conjuntos de V que além de disjuntos, sao exaustivos (no sentido de que
UUV =V). Neste caso, dizemos que U eV sao complementares, ou que V
¢ complementar de U, e U é complementar de V' ; notacao : V =U°, U = V*°.
De (1.18), 1 =P(X € V) =P(X eUUV)=PX e€U)+P(X V), e
logo P(X € V) =1—-P(X € U). Em outras palavras,

P(X €U%) =1- P(X €U). (1.19)

1.2.1 A densidade normal

Um caso particular muito importante é o da fungao de densidade normal
dada por

2

1
,reR (1.20)

fx) = e

2ro

(=5#)

NI

onde € R e 0 > 0 sao parametros.
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Figura 1.11 Gréfico de f para o caso padrao (=0, 0 = 1).

Uma variavel X com distribuicao de freqiiencia dada por f é dita ter
distribuicao normal com os parametros p e o dados. Em simbolos,

X ~ N(u,0%).3 (1.21)

Veja a Figura 1.11.

w1 € um parametro de localizacao da distribuicao normal, mais especifica-
mente do eixo de simetria de f. Veja a Figura 1.12.

o por outro lado é uma medida de largura da distribuicao normal. Veja
a Figura 1.13.

O caso em que =0 e o =1 é dito padrao.

A importancia da distribuicao normal vem do fato, indicado pelo seu
nome, de que ela é bastante comum. Ela também é conhecida como distri-
buigao de Gauss ou Gaussiana. O grafico da densidade normal sera também
chamado de curva normal.

Para que f seja de fato uma funcao de densidade de freqiiéncia, é ne-

3Ao invés de o, na notacdo colocamos o seu quadrado o2, seguindo uma convencao que
sera justificada adiante.
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Figura 1.12 Graficos da densidade normal nos casos padrao (linhas cheias)
e p =1, 0 =1 (linhas pontilhadas).

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Figura 1.13 Gréficos do caso padrao (cheio) e o caso p = 0, 0 = /2
(pontilhado).
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cessario que

o que pode ser demonstrado. Expressoes fechadas para

b b
1 1(z—p 2
Pa<X<b:/f:cdx:/ e (7)) da 1.23
( )= [ s = [ S
nao existem para a,b € R genéricos, mas podem ser aproximadas numerica-
mente. Tabelas com os resultados sao entao construidas e podemos utiliza-las
em calculos especificos, como veremos abaixo.

Padronizacao da distribuigao normal

Uma propriedade 1util da distribuicao normal é a seguinte. Suponha que
a variavel X tenha uma distribuicao normal com parametros pg e o9 > 0
arbitrarios. Se Z for a variavel obtida de X segundo a transformacao

X — o
0o

7 = : (1.24)

denominada padroniza¢ao de X, entao Z tem uma distribuicao normal padrao
(com parametros 4 =0 e o = 1). Em simbolos,

X ~ N(po,08) = Z ~ N(0,1). (1.25)

Com isto, as freqiiéncias de X podem ser obtidas daquelas de Z da seguinte
forma. Para todo x1,29 € R

P(l’l <X < IQ) = P(Zl < Z< 22), (126)
com z; = (x; — po) /00, 1 = 1, 2.

Propriedades da distribuicao normal padrao

No caso padrao (=0 e o = 1), a densidade normal tem a forma

flz) = ——e 2" z € R. (1.27)



B .

Figura 1.14

A Figura 1.11 representa o histograma pontual neste caso.

Esta densidade é simétrica em torno da origem, como se conclui de (1.27)
e se vé na Figura 1.11.

Desta simetria, temos que para z € R

/Z f(x)dr = h f(z)dz, (1.28)

o que ¢ ilustrado na Figura 1.14 com z < 0.
Em termos de freqiiéncias, se Z ~ N(0, 1), entao

P(Z <z)=P(Z>—=2). (1.29)
Em particular, tomando z = 0, temos por um lado
0 00 [e%S)
P(Z <0)+ P(Z > 0) :/ f(x)dx+/ f(x)dx:/ @) do =1
—0o0 0 —0o0
por (1.22), e por (1.29)

P(Z <0)+ P(Z > 0)=2P(Z > 0).
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Concluimos que
1
P(Z<0)=P(Z>0)= 9 (1.30)

Seja agora a funcao A : R — (0, 1) tal que para z € R
A(z) = P(Z < z2). (1.31)

Entao, se a < b
Pla< Z <b) = A(b) — A(a). (1.32)

Valores de A(z) sdo tabelados para diversos valores de z. Na tabela
disponivel no site do curso, os valores de z sao positivos apenas, mas isto €
suficiente pois, por (1.29), se z < 0

A(z)=P(Z>—-2)=1—-P(Z < —2)=1—A(—=2) (1.33)

onde a complementaridade da freqiiéncia (veja a Observagao 1.7 acima) foi
usada na segunda igualdade.

Note que para dado z, A(z) é a drea sob a curva normal padrao abaixo de
z. As Figuras 1.15 e 1.17 abaixo indicam nas regides hachuradas tais dreas
para dois z’s diferentes.

Calculo de freqiiéncias normais

Combinando (1.26) com (1.32,1.33), podemos calcular freqiiéncias de varid-
veis normais quaisquer em termos de A.

Exemplo 1.8 Suponha que X ~ N(48,625). Note que p = 48 e 0 = 625,
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X—48
25

logo 0 = 25. Entao, a varidavel padronizada é Z = e

P(X <69) "2 Pz <0.84) "2 A(0.84) = 0.7995,
P(x>51) "2 pPz>012)"21-P(Z<012)=1- A(0.12)
— 1 0.5478 = 0.4522,
(1.26) (1.32)
PG1< X <69) "2 P0.12 < 7 <0.84) "2 A(0.84) — A(0.12)
—  0.7995 — 0.5478 = 0.2517,
(1.26) (1.32)
PA2< X <37) "2 p(-144 < Z < —0.44) "2 A(~0.44) — A(~1.44),
U539 (1~ A(0.44)) — (1 — A(1.44)) = A(1.44) — A(0.44)
—  0.9251 — 0.6700 = 0.2551,
(1.26) (1.32)
PRi< X <78) "2 P(-0.96 < Z < 1.20) "2V A(1.20) — A(—0.96)
(1.33)

= A(1.20) — (1 — A(0.96)) = A(1.20) + A(0.96) — 1
= 0.8849 + 0.8315 — 1 = 0.0534,

onde os valores numéricos de A foram obtidos da tabela disponivel no site do
curso.

Invertendo o problema

Vamos inverter o problema e, ao invés de pedir a freqiiéncia com que X
assume valores em dado intervalo, vamos perguntar que intervalo corresponde
a dada freqiiéncia. Comecemos com o caso padrao.

Observamos primeiramente que a fun¢ao A (veja (1.31)) é inversivel. Isto
é, existe uma funcao B : (0,1) — R tal que

B(A(z)) = z, paratodo z € R. (1.34)

Observagao 1.9 Valores de B(«) para diversos valores de o podem ser ob-
tidos da tabela de A consultando-a de forma inversa.

Exemplo 1.10 Suponha que Z ~ N(0,1). Qual o valor de z para o qual
P(Z < z)=0.907 (1.35)

Veja a Figura 1.15.
Queremos z tal que A(z) = 0.90. De (1.534),

2 = B(0.90) = 1.28.
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et

Figura 1.15

Observacao 1.11 Para achar B(a), procuramos a no corpo da tabela de
A (aproximando pelo nimero mais proximo) e lemos o valor correspondente
nas margens da tabela.

Exemplo 1.12 Se Z ~ N(0, 1), qual o valor de z para o qual
P(Z > z) = 0.377 (1.36)

Veja a Figura 1.16.
A(z)=1—=P(Z >2)=1-0.37=0.63. De (1.34),

2 = B(0.63) = 0.33.
Exemplo 1.13 Se Z ~ N(0,1), qual o valor de z para o qual
P(Z < z) = 0.227 (1.37)

Notemos que z deve ser negativo, do contrdario P(Z < z) nao poderia ser
menor do que 0.50. Veja a Figura 1.17.

Neste caso, podemos escrever, pela simetria da distribuicao normal padrao
(veja (1.29)), P(Z < z) = P(Z > —z) e estamos no caso do Exemplo 1.12.
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Z

Figura 1.16

Z

Figura 1.17
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Figura 1.18

Temos que P(Z > —z) = 1 — A(—=2) e logo A(—z) = 1 —0.22 = 0.78.

De (1.34),
—2=B(0.78) = 0.77 = z = —0.77.

Exemplo 1.14 Se Z ~ N(0,1), qual o valor de z para o qual
P(—z< Z < z)=0.957 (1.38)

Veja a Figura 1.18.
Pela simetria da distribuicao normal padrao

Pl(—2<Z <z = 2P(0< Z<z)=2(A(2) — A(0))
= 2(A(z) —1/2) =2A(z) — 1.

Logo, de (1.38)
A(2) = (1+0.95)/2 = 0.975.

De (1.34),
2 = B(0.975) = 1.96.

O caso geral é similar, com a passagem adicional da padronizagao.
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Exemplo 1.15 Suponha como no Exemplo 1.8 que X ~ N(48,625). Qual
o valor de x para o qual
P(X > x)=0.377 (1.39)

Padronizando, i.e., fazendo Z = (X — 48)/25, (1.39) € equivalente a
P(Z > z) = 0.37, (1.40)

onde

z = (v —48)/25. (1.41)
Do Ezxemplo 1.12 temos que z = 0.33, e de (1.41)

z = 48+ 0.33 x 25 = 56.25. (1.42)

Exemplo 1.16 Se X ~ N(48,625). Qual o intervalo simétrico em torno do
ponto de simetria que concentra 95% da freqiéncia?
Queremos achar y tal que

P48 —y < X < 48 +y) = 0.957 (1.43)
Padronizando, (1.43) € equivalente a
P(—z< Z < z)=10.95, (1.44)

onde
z=1y/25. (1.45)

Do Ezxemplo 1.12 temos que z = 1.96, e de (1.45)
y = 1.96 x 25 = 49. (1.46)
Logo, o intervalo procurado é

[48 — y,48 4 y] = [-1,97]. (1.47)

1.3 Funcao de distribuicao de freqiiéncia
Para uma varidvel numérica Z, definimos a fun¢do de distribuicio (de fre-

qiéncia acumulada) como a fungao F' = Fx : R — [0, 1] tal que para todo
r € R, F(z) é a freqiiéncia relativa com que X toma valores menores ou
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iguais a z. Se a distribuicao de freqiiéncias de X for dada pela funcao de
freqiiéncia P(X = -), entao

F(z) =) P(X =wv);

v<zx

se a distribuicao de frequiéncias de X for dada pela funcao de densidade de
freqiiéncia fy, entao

F(x) = / fx(x)dx.
Em qualquer caso, podemos escrever
F(z)=P(X <ux).

No Exemplo 1.1 acima, vamos achar a funcao de distribuicao de W.
Para x < 0, W nao assume o valor x, logo, neste caso, temos

Fy(z)=PW <z)=0, se x <0. (1.48)
Para 0 <z < 1, {W <z} ={W = 0}. Logo
Fyw(z) =P(W =0)=0.30, se 0 <z < 1. (1.49)
Para 1 <z <2, {W <z} ={W €{0,1}}. Logo
Fy(z)=PW =0)+P(W =1)=052, se l <z <2 (1.50)
Para 2 <z <3, {W <z} ={W € {0,1,2}}. Logo
Fyw(z)=P(W =0)+ P(W =1) + P(W =2) = 0.77, se 2 <z < 3. (L.51)
Para 3 <z <4, {W <z} ={W €{0,1,2,3}}. Logo

Fy(r) = P(

W=1
+ PW=2)+P(W=3)=0091,se3<z<4. (1.52)
Para 4 <z <5, {W <z} ={W €{0,1,2,3,4}}. Logo

Fy(z) = P( 0 1
=3)+P(W=4)=097, sed <z <5 (1.53)
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Figura 1.19 Grafico de Fy

Finalmente, para x > 5, todos os valores assumidos por W estao abaixo
de z. Logo
Fw(z) =1, se x > 5. (1.54)

Podemos entao resumir (1.48-1.54) da seguinte forma.

(
0, se x <0,

0.30, se0<x <1,

0.52, sel<x<?2,

Fyw(z) =<0.77, se2<ux<3, (1.55)
091, sed3<z<4,

0.97, sed <z <5,

1, se x > b.

\

Veja o gréafico de W na Figura 1.19.

Observacao 1.17 Note que Fy é uma fungao escada, isto é, nao decres-
cente e constante por intervalos, com saltos nos pontos em que W toma
valores.

No Exemplo 1.3 acima, se x < 0

Fele)=PX <0)= [ fwydy= [ ody=0. (150
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Figura 1.20 Grafico de Fx

pois f(y) =0, se y < 0.

Se<z<l1
T 0 T
Fx(z) =P(X <) = f(y)dy=/ 0dy+/ 3y* dy
— 00 —00 0
3_03
= 0+3% — = (1.57)
Finalmente, se x > 1,
Frlo) = P(X<a) = [ f)dy
0 1 T
- / 0dy+/ 3y2dy+/ 0dy
—0o0 0 1
= 0+1+0=1. (1.58)

E podemos entao resumir (1.56-1.58) da seguinte forma.

0, sex <0,
Fy(x)=< 2%, se0<ax<l1, (1.59)

)

1, sex > 1.
Veja o gréafico de F'x na Figura 1.20.

Observacao 1.18 Note que Fx ¢ uma funcao continua.
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Figura 1.21 Funcao de distribuicao da normal padrao

Na Figura 1.21, exibimos a funcao de distribuicao de uma variavel normal
padrao (veja (1.27)). Note que também se trata de uma fungao continua.

Em geral, a funcao de distribuicao F' de uma varidvel numérica X tem
seguintes propriedades.

e E nao decrescente;
e lim, . . F(z)=0;
o lim, . o F(z)=1;
e Se X for discreta, entao F' é uma funcao escada;

e Se X for continua, entao F' é uma fungao continua.

Observacao 1.19 F' determina a distribuicao de freqiéncias de X. Se X
for discreta, entao

P(X=v)=P(X <v)—P(X <v)=F(v)— F(v—),

onde F(x—) = limy_, y<, F(y). Isto €, os pontos em que X toma valores
(com freqiiéncia positiva) sao os pontos de salto de F (isto €, v’s tais que
F(v) > F(v—)), e as freqiiéncias respectivas sao os tamanhos dos saltos (isto
¢, F(v) — F(v—)).
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E se X for continua, entao

fuo) = [ gy = LR

1.4 Distribuicao de frequéncias de mais de
uma variavel

Suponha que II é a populacao de funcionarios do Exemplo 1.1 do inicio do
capitulo. Consideremos as variaveis

X = Sexo
W = Numero de filhos

Queremos descrever a distribuigao de freqiiéncias da dupla (X, W), isto é,
para os diversos valores possiveis (z,w) da dupla (X, W), queremos indicar
a freqiiéncia relativa respectiva. Por exemplo, para (z,w) = (f, 2),

BT X (1) = £, W(1) =2}
36
#HX=fW=2} 4
= — =0.11. 1.60
36 36 (1.60)
Fazendo o mesmo para todos os possiveis valores de (x,w), obtemos a
distribuicao de freqiiéncia conjunta de (X, W):

P(X=fW=2) =

P(X =xz,W =w), (x,w) os valores possiveis de (X, W). (1.61)
Definicao 1.2 Como no caso com apenas uma varidvel, consideramos a
fungao P(X = - W = -): walores possiveis de (X,W) — [0,1], tal que
P(X = z,W = w) € a freqiéncia relativa com que (X, W) assume o valor
(x,w) na populagdo . Desta forma, chamaremos P(X = -, W = -) também
de fungao de freqiiéncia conjunta de (X, W).

De forma geral, dadas Xi,...,X,, n varidveis definidas em certa po-
pulagcao 11, tomando wvalores em Vi,...,V,, respectivamente, a fun¢do de
freqiiéncia conjunta de (X1, ...,X,) € dada pela fun¢ao

PXi=-..,X,=): Vi x...xV, —[0,1],

4A nocdo de derivada de uma funcdo, indicada pelo simbolo d%, em particular sua
relacdo com a integral (em muitos casos, como aqui, ela é a inversa da integral), é objeto
do curso de Célculo. Nao entraremos em maiores detalhes nestas notas.
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W‘012345

X
f 0.11 0.14 0.11 0.06 0.03 0
m 0.19 0.08 0.14 0.08 0.03 0.03
Tabela 1.5
onde
P(Xl :IL'l,...,Xn:l‘n)
I eIl Xi(I)=21,..., Xo(I) = 2, }
= ¥ _
Chamaremos P(X; = -,..., X, = -) de fungao de freqiiéncia conjunta de
(Xi,...,X,). (Note que V1 x ... xV, € o conjunto de valores possiveis de
(X1,..., Xn).)
Uma maneira pratica de representar P(X = -, W = .) é através de uma

tabela de dupla entrada, como na Tabela 1.5.°

A distribui¢ao conjunta de varias variaveis contém informacgao das dis-
tribuigoes de subconjuntos destas variaveis, em particular da distribuicao de
cada variavel individualmente.

Proposicao 1.20 Sejam Xi,...,X,, n > 2, varidveis com func¢ao de fre-
qiéncia conjunta P(X; = -,..., X,, =) e seja 1l < m < n. Entdo a fungao
de freqiiéncia conjunta P(X, =-,..., X,, =) de X1,..., X, pode ser obtida
de P(X1 =-,...,X,, =) da sequinte forma. Dados x1 € Vi, ..., Tpm € Vp,

P(Xlz.’lfl,...,Xm:.Tm):
Y P(Xi=a1, . X = T, X1 = Ymsts -, X = ). (1.62)

Ym-+1 evm+1 ----- ynevn

Note que a soma é sobre todos os valores possiveis V,, 11 X ... x V, de

(Xmsty o Xn)-
No exemplo acima,

PW=2)=P(X=fW=2)+P(X=mW =2)=0.11+0.14 = 0.25.

®Nesta tabela, algumas aproximacoes numéricas foram feitas de forma ndo usual.

29



w 0 1 2 3 4 5 total
X
f 0.11 0.14 0.11 0.06 0.03 0 0.44
m 0.19 0.08 0.14 0.08 0.03 0.03| 0.56
total 0.30 0.22 0.25 0.14 0.06 0.03
Tabela 1.6
6 7
5 _
4 _
3 _
2 L= 4 s s —
1 - —
O - —
_1 | | | | | | | | | |

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Figura 1.22 Diagrama de dispersao de V' x W

Na Tabela 1.6, isto é ilustrado ao tomarmos os totais das linhas e colunas
da Tabela 1.5, obtendo desta forma nas margens da tabela as distribuigoes
individuais de X e W. Disto vem que a distribuicao individual de cada
variavel de um conjunto de variaveis é chamada de distribuicao marginal da
variavel.

Diagrama de dispersao

Quando h& pouca ou nenhuma repeticao de valores de uma dupla de
variaveis numéricas (X,Y), a tabela de dupla entrada ndo serd muito in-
formativa. Nestes casos, é muitas vezes conveniente representar os valores
possiveis de (X,Y) no plano coordenado, num diagrama de dispersio de
X x Y. Nas Figuras 1.22 e 1.23, exemplificamos com V x W e V x Z.
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Figura 1.23 Diagrama de dispersao de V' x Z

1.4.1 Distribuigao condicional e independéncia

A distribuicao conjunta de varias variaveis da informacao sobre associagoes
entre as variaveis. Vamos considerar as varidaveis X e W do inicio da segao.
Vamos por exemplo tomar as duas subpopulagoes de cada sexo. Isto é, vamos
dividir a populacao II segundo os valores de X. Vamos considerar agora a
distribuicao de W dentro destas duas subpopulacoes . Temos portanto duas
distribuicoes, uma para cada subpopulacao. Se estas duas distribuicoes forem
iguais, entao diremos que X e W sao nao associadas ou independentes; se as
duas distribuicoes forem diferentes, entao diremos que X e W sao associadas
ou dependentes.
Em outras palavras, sejam

II; = {X=f}={lell: X(I)=f} (1.63)
I, = {X=m}={lell: X(I)=m} (1.64)

as subpopulacoes dos sexos feminino e masculino respectivamente.
Entao as distribuicoes de W em Pr(W =) e P,,(W = -) sao dadas por

#{I M, : W(I) =i} #{Iell: X(I) =v,W(I) =1}

P,(W=1) = I, iy
X=v,W=1
_ # #{sz n i (1.65)
parav=fmei=0,...,5.
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Temos entao
Pf(W =0) = 0.25, Pf(W =1)=0.31, Pf(W =2) =0.25,
Pf(W =3)=0.13, Pf(W =4) = 0.06, Pf(W =5)=0

=1) = 0.15, Pp(W
15, Py(W = 4) = 0.05, P(W

2)
5) =

el

<

Il

w o
Il

o O
o

uCJ'\

el

<

|

0.25,
.05,

o que mostra que X e W sao associadas ou dependentes em II.

Observagao 1.21 Se dividirmos o quociente a direita em (1.65) por #I11,
teremos
P(X = v, W = i)

(W =1) = P(X =)

(1.66)

As distribuigoes Pr(W = -) e P, (W = -) sao chamadas distribui¢oes
condicionais de W dado respectivamente X = f e X = m. Usaremos daqui
para frente a seguinte notagao unificadora:

, P X =0, W=1) |
P(W =X =v) = =0,...,5 1.67
( 'l| 'U) P(X — ’U) 9 ? 9 ) Y ( )
que serda entao a funcao de distribuicio condicional de W dado X = w,
v = f,m. Também diremos que
PW=ilX=v),i=0,...,5,v=f,m (1.68)

¢ a funcao de distribuigao condicional de W dado X.

Observacao 1.22 Da Proposicio 1.20, temos que P(X € -) pode ser ex-
pressa em termos da distribui¢ao conjunta de (X, W), temos entdo que o
lado direito de (1.66) pode ser escrito como

P(X =v,W =1)
SO P(X =v,W=j)

(1.69)

0 que mostra que a distribuicao condicional é uma funcao da distribuicao
conjunta, isto €, pode ser obtida da distribuicao conjunta.
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Generalizando o exemplo, dada uma dupla de varidveis (X, Y’) com (fungao
de) distribuigao conjunta P(X = - Y =), a (fungao de) distribui¢ao condi-
cional de X dado Y é dada por

P X=2Y=y) PX=2zY=y)
P(Y =vy) Y P(X =Y =2

PX=zlY =y)= )§ z,y, (1.70)

onde z,y variam entre os valores possiveis de (X,Y).

Observagao 1.23 Note que P(X = -|Y =) € uma func¢ao de freqiiéncia no
primeiro argumento, mas nao no sequndo. Isto €

ZP(X =z|Y =y)=1 para todo vy, (1.71)

(veja (1.7)), mas pode ocorrer (e tipicamente ocorrerd)

ZP(X =z|Y =y)#1 para algum . (1.72)
y

Observagao 1.24 Invertendo a definicio em (1.70), temos
PX=zY=y=PX=zlY =y PY =vy) (1.73)
para todo x,y. Temos entao que

PX=2)=) P(X=2Y=y)=) P(X=z]Y =y)P(Y =y),

(1.74)
onde a primeira igualdade vem da Proposi¢io 1.20 e a sequnda de (1.73).
A FEquagao (1.74) nos diz que podemos obter a distribuicdo marginal de X
a partir da distribuicao condicional de X dado'Y e da distribuicao marginal
de Y usando o lado direito em (1.74).

Independéncia

Como indicado na discussao acima, a condicao de independéncia entre
uma dupla de varidveis (X,Y’) é que a distribuigdo condicional de X dado
Y nao dependa de Y, isto é, para todo z, P(X = z|Y = y) ndo depende de
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y, ou seja, é constante em y, digamos 7(z). Se (X,Y) forem independentes,
entao de (1.74), obtemos

P(X=1z) = ) P(X=z]Y =y)P(Y =y)=) =(z) P(Y =y),

Y

= w(z)Y_ P =y) =n(x), (1.75)

jd que 3 P(Y =y) = 1. Conclufmos que se (X,Y) forem independentes,
entao
P(X =z]Y =y)=P(X =x) paratodo z,v. (1.76)

De (1.73), temos que (1.76) é equivalente a
P(X=2Y=y)=P(X=2)P(Y =y) paratodo z,v. (1.77)

Podemos entao tomar (1.77) como condigao para independéncia. Em
palavras, (X,Y’) sao varidaveis independentes se sua funcdo de distribuigao
conjunta fatorar nas fungoes marginais respectivas.

Observagao 1.25 Note que a condigdo (1.77) indica claramente a simetria
da nocao de independéncia entre X e Y ; esta simetria nao é tao clara, pelo
menos a principio, com a condi¢ao equivalente (1.76).

Exemplo 1.26 Suponha que as varidveis (X,Y) tenham distribui¢ao con-
junta dada na Tabela 1.7, em que as distribui¢oes marginais de X eY apa-
recem nas margens (como no caso das varidveis X e W do Exemplo 1.1 na
Tabela 1.6). Note que Y assume valores no conjunto de categorias {a,b, c}
(e logo € categorica), enquanto X € numérica.

Na Tabela 1.8 representamos em cada linha, correspondendo a cada valor
y de Y, a distribuicao de X dadoY =y. Como as distribuicoes condicionais
apresentam diferencas entre si, concluimos que X e Y sdo dependentes.

A Tabela 1.9 representa a distribuicao conjunta das varidveis categoricas
(X",Y"). FElas sao independentes. Uma forma de atestar esta afirmagdo é
verificar a fatorag¢ao (1.77), e isto pode ser feito da sequinte maneira: para
cada entrada do corpo da tabela, faca o produto dos respectivos valores nas
margens, e verifique que o resultado equivale ao valor da entrada.

Duas ou mais variaveis
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X 1 2 3 4 total
Y
a 0.06 0.12 0.09 0.03] 0.30
b 0.10 0.22 0.09 0.09| 0.50
c 0.04 0.06 0.07 0.03] 0.20
total 0.20 0.40 0.25 0.15
Tabela 1.7
X 1 2 3 4
Y
a 0.20 0.40 0.30 0.10
b 0.20 0.44 0.18 0.18
c 0.20 0.30 0.35 0.15
Tabela 1.8
X' | x y z | total
Y/
a 0.16 0.20 0.04 | 0.40
b 0.24 0.30 0.06 | 0.60
total 0.40 0.50 0.10

Tabela 1.9
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Podemos estender a nocao de condicionamento e independéncia para mais
do que duas variaveis seguindo as idéias acima. Fazemos uma discussao breve

a seguir.
Dadas Xi,...,X,, n > 2, variaveis com funcao de freqiiéncia conjunta
P(Xy=-...,X,=") el <m<mn, a distribuicio condicional de (X, ...,

X)) dado (X441, - .., Xp) é dada pela fungao de distribui¢ao condicional de
(X1, .. Xn) dado (Xpsrs ... Xo0)

P(Xl :SUl,...,Xm:.ﬁUm‘Xerl :.Terl,...,Xn:LUn)
P(Xlsz'l,...,Xn:l‘n)

- , (1.78)
P(Xm+1 = Tm41s - - - 7Xn = xn)
onde x1,...,x, variam entre os valores possiveis de (Xi,...,X,).

P(Xy = x,.... X = 2| Xons1 = Tty -+, X = T,) € uma distri-
buigao conjunta de freqiiéncia em (x1,...,x,,) mas ndo necessariamente em
(.Terl, c. ,l‘n).

Dizemos que Xi,..., X, sao independentes se a funcao de distribuicao
conjunta fatorar, isto é,
para todo z1,...,x,. Esta condicao é equivalente a pedir que para qualquer

par de subconjuntos disjuntos de varidveis {Xj,..., X}, {X{,..., X/} de
Xi,..., X, (note que j + k < n), a distribui¢io condicional de (X7, ..., X7)
dado (X7, ..., X}) ndo dependa dos valores das varidveis no ultimo subcon-
junto.
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