Apendice B

Volta a origem do passeio
aleatoério

Como antecipado no final da Subsegao 3.2.1 acima (vide pardgrafo logo
abaixo de (3.45)), vamos fazer uso da propriedade de falta/perda de meméria
do passeio aleatério (também conhecida como propriedade de Markov), que
diz que quando o passeante, saindo da origem, retorna a origem pela primeira
vez, num tempo finito 7', entao, a partir de 7', tudo se passa, em termos pro-
babilisticos, como se o passeante estivesse comecando seu passeio de novo,
esquecendo/independente de o que aconteceu até T. Com isto podemos es-
crever para n > 1 (fazendo S(n) = S,)

P(S, = 0) = Zn:}P’(T =i,5,=0)= Zn:]P’(T = i)P(S,_; =0). (B.1)

Adotando a notagao u, = P(S,, =0) e f,, = P(T = n), n > 0, notemos
primeiramente que ug =1 e fo = 0; e (B.1) nos diz que

Up = Zfiun,i7 n > 1. (B.2)
i=1
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Fazendo agora Uy = > un, N > 1, segue das observacoes acima que
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== 1+ZleuZ—1+ZfUN1§1+UNFN, (B3)
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onde, na penultima igualdade, fizemos, na segunda soma, a troca de variavel
¢ = mn — i; usamos ainda o fato de que Uy_; < Uy paratodoi=1,...,N, e

introduzimos a notagao Fy = Zfil fi; notemos que Fiy = P(T < N), e logo

P(I' = o) = lim P(T > N) = lim (1=P(T < N)) = lim (1—Fy), (B4)

N—o00

onde o evento {T" = oo} corresponde ao passeante jamais voltar a origem.

Segue de (B.3) que

1
1—Fy < —; B.5
N_UN7 ( )

logo, para concluir que o passeante volta a origem com probabilidade 1, em
outras palavras, que P(T = oco) = 0, basta mostrar o seguinte resultado.

Lema B.1 -
J\}LI{I)OUN:ZUTL:OO (B.6)

Demonstragao

Lembremos (da Subsecao 3.2.1) que u,, = 0, se n for impar, e que
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Agora, paran > 1,

()=

O dltimo produto acima vale

>4”, n>0. (B.7)
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Basta entao mostrar que
1
— = 00. B.10

Este é um resultado bem conhecido, mas vamos apresentar um argumento
simples. Fagamos By = {1,2}, epara k > 2, By, = {2F"1+1,28" 142 ... 2k},
Notemos que

e se n € By, entao % > 2k,
o |Bi| =2e, para k > 2, |By| =281

Segue que
oo oo
n=1 k=1 neBy

= Zi Z 2‘k:§:\Bk\2_k:1+§:2k_12_k Zi;
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que obviamente vale co. [
Observagoes.

1. A desigualdade em (B.8) é de fato excessiva. Pode-se mostrar, com um
pouco mais de trabalho, que o peniltimo produto em (B.8) é de fato da
ordem de magnitude de % — 1i.e., o produto de y/n por aquele produto
é cotado uniformemente para todo n > 1, inferior e superiormente, por
constantes estritamente positivas e finitas; de fato, o limite quando
n — oo existe.

Esta correcao é importante em outras consideracoes sobre o passeio
aleatério, mas para os nossos propositos neste apéndice, a cota infe-
rior obtida em (B.8) é suficiente, e nos permite na sequéncia concluir
com um argumento bastante simples (usando a decomposi¢ao da soma
de (B.10) nos blocos By, k > 1, e suas propriedades, como indicado
acima).



2. Como antecipado ao final da Subsecao 3.2.1, os argumentos acima res-
pondem a questao sobre a volta a origem do passeante com probabili-
dade 1 (de forma positiva, como acabamos de ver acima), por um lado, e
por outro lado prescinde dos argumentos da Subsecao 3.2.1 envolvendo
o principio da reflexdo. Aqueles argumentos s@o no entanto impor-
tantes para obter (3.45), que fornece a distribuigao de probabilidades
(dos valores finitos) da varidvel aleatéria 7. Como por sua vez (3.45)
nao fornece de forma muito imediata resposta a questao da finitude de
T com probabilidade 1 (i.e., ndo hd um argumento muito direto para
estabelecer (3.46) substituindo as expressoes a direita de (3.45) nos
somandos), em certo sentido os resultados da Subsecao 3.2.1 e deste
apéndice se complementam.

3. Podemos formular uma versao do passeio aleatério da Subsegao 3.2.1
em Z% d > 2 (lembremos que o passeio aleatério estudado até agora
toma valores em Z): a cada passo, o passeante, independentemente
do que ocorreu nos passos anteriores, escolhe uma das direcoes de Z?
com iguais probabilidades (logo, iguais a é cada uma), e em seguida
dd um passo de tamanho 1, ou no sentido positivo daquela direcao,
ou no sentido negativo, de novo com iguais probabilidades (de forma
que temos um total de 2d possibilidades para cada passo, todas com a
mesma probabilidade).

De novo, podemos fazer a pergunta sobre a volta a origem com proba-
bilidade 1, e notavelmente a resposta depende de d. Se d = 2, entao
a volta ocorre com probabilidade 1, como no caso unidimensional, mas
para d > 3 temos que a probabilidade de o passeante jamais voltar a
origem ¢é positiva. (Isto pode ser verificado com a mesma estratégia
usada acima, estendendo e/ou refinando algumas das passagens.)



