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Grafo aleatério de Erdos e Rényi

Ke

Seja K, = (Vh, E5) o grafo com n sitios (vértices):

V, ={1,...,n}; e elos entre cada par de sitios:

En = {<Iv./> : I)J € Vm’;'é./}

O grafo aleatério de Erdds e Rényi consiste,

fixado p € [0, 1], no grafo
Gn(p) = (Vm En(p)): Ge(1)

onde E,(p) é uma amostra de elos de E,

escolhida por meio da seguinte familia de

va's iid {ne; e € E,} com distr de Bernoulli

de pardmetro p: Ep(p) ={e € E,: ne = 1}*. 5

P(ne =1) = p=1—P(ne =0); se ne =1, diz-se que e estd aberto ou
presente; do contrério, fechado ou ausente



Regime critico; Transicao de fase

Regime: p=A/n, A >0en> A\
Interesse na ocorréncia ou n3o de componente gigante (com ~ n
sitios) com alta probabilidade (c.a.p.), dependendo do valor de A.

c.a.p.: com probabilidade —+ 1 qdo n — oo

Teorema 1. Seja A = np, com A > 0 fixo.

(i) Se A < 1, entdo c.a.p. o maior componente de G(n, p) tem

Lok 3 /o
no Maximo =3y log n sitios.

(i) Se A >1e = () > 0 for a prob de sobrevivéncia de um

processo de ramificacdo com distribuicdo de prole de Poisson(\),
entdo c.a.p. o maior componente de G(n, p) tem

(1 + o(1)) Bn sitios;

além disto, o segundo maior componente tem no maximo
16\ s
D-1)2 log n sitios.



Teo 1 (Obs)

A nocdo de conectividade é a natural (e usual): dois sitios x e y de
V,, estdo conectados se x = y ou se houver um caminho de elos
abertos ligando x a y; em outras palavras, se existirem £ > 1 e

X=X, X =Yy EVatqnu_ .y =1L i=1...,0
Sejam C7,C5 o primeiro e segundo maiores componentes,

respectivamente (segundo o ndmero de sitios; com algum critério
de desempate, se necessario).

Entdo, fixado € > 0 arbitrario, as afirmacdes do Teo 1 dizem que
as seguintes probabilidades se anulam no limite qdo n — oo:

() B(IC5| > 25y log ),
(i) Plcq] < (1= 5)5”) IP’(\Cﬂ > (14¢)Bn),
(|C2| > ) log n)



Lembrete: Processo de Ramificacao

Modela os tamanhos de sucessivas geracées de uma familia:

Zy = tamanho inicial; para k > 1,
Zk—IX .
Al ; se Z,_1>0;
7 = 2=t X k-l onde
07 se Zk,1 = O7
{Xij; i,j > 1} é uma familia de v.a’s iid inteiras ndo negativas;
Zj representa o tamanho da k-ésima geracdo, k > 1;

Xjj representa(ria) o nimero de filhos do j-ésimo individuo da
i — 1-ésima geracdo (se ele estiver presente naquela geracdo);
Note que se Z; = 0 para algum £ > 0, entdo, Z; =0, i > ¢,

e, neste caso, dizemos que a familia se extingue;

Seja 3 = P(sobrevivéncia); no caso de Xi; ~ Poisson(\), A > 0,
denotamos 3 = (\). Sabe-se que 5 > 0 sse E(X11) > 1.



Simulacao do proc ramificacdo




Processo de crescimento para um aglomerado de G,(p)

Seja x € V,, e Cx o aglomerado de x, ie,
Cx ={y € Vj,: y estd conectado a x}.

Vamos construir C por um processo de crescimento a ser
subsequentemente comparado com processos de ramificac3o:

Comecamos com Zg = Wy = {x};

para k > 1, engto § # Z_1 = {yf1,... ,y,tll}, facamos
V=0, eparaj=1,...,n_1:

Xig={y € Va \Wic1 \ Vf; : (yf1,y) aberto};
VE=VF 1 UXgG Zc=YE i Wi=Wi1U 2.

Seja K = Kx = min{k > 1: Z, = 0}. Entdo, C, = Wk.



Simulacao do proc crescimento




Processo de adicao e saturacao

Vamos pensar no processo de crescimento como feito passo a
passo, COM 0S Passos SUCESSIVOS

0,Rp=1,Rp+1,....R,Ri+1,...,Rx,
onde Rk =rp+---+rn, k=0,...,K.
No passo 0/inicial, comegamos com o aglomerado inicial {x};
em dado passo seguinte Ry, Ry + 1,.. .

(i) adicionamos novos sitios, a saber, os elementos de X},
para certos 1 < k<K, 1< < re_1', ao aglomerado do
passo anterior: Wy_1 U yjk_l — 0 que resulta no aglomerado
do passo atual: Wy UYF —, e

(i) declaramos yjk_1 saturado.

"segundo a ordem natural do proc cres, como descrito no slide 7



Obs.

1) Pode (e vai) acontecer de em dado passo, o correspondente Xj; ser
vazio; neste caso, na pratica ndo ha adicdo, mas de toda forma ha

saturacdo de yjkfl;

2) A cada passo do proc cresc apds o passo inicial, o correspondente
yjkf1 pertence ao aglomerado do passo anterior Wy_1 U ))}‘_1;

3) No final do procedimento (completado o passo Rx), Cx consiste
exatamente de todos os sitios saturados pelo procedimento.

No i-ésimo passo do procedimento, i > 1, seja A; o aglomerado do passo

anterior, ie, para os correspondentes k,j na rotulagem original,

Ai =We_1 U yjk,l; e sejam

A; = |.A,| (S X,' = |ij|.

4)a)Parai>1, A = 2;%) Xy, onde Xy = 1;

b) dado que A; = m, com 1 < m < n, X; ~ Bin(n —m, p);
note que, se m = o(n), entdo X; ~ Poisson(\);

5) Podemos obter, aumentando o esp de prob subjacente, se necessario,
para dada realizac3o de Xi, X, ..., uma seq de v.a’s X;', X, ... iid
com X;" ~ Bin(n,p) e X; < X;", i > 1.
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Gn(p) e Ramificacdo

Vamos usar o proc ramif com desc Poisson(\) para analisar G,(p) a
partir dos aglomerados de sitios de G,(p), cujos primeiros estigios de
crescimento, como indicado acima, tem adicdes X; com distr aprox
Bin(n, p) ~ Poisson(\) engto A; n3o for muito grande (da ordem de n).

Quando A < 1, os aglomerados do proc de ram nunca sdo muito grandes,
ent3o esta estratégia funciona bem neste caso.

Quando A > 1, ha sobrevivéncia no proc de ram (familia com infinitas
geracdes ndo vazias) com prob > 0, e se dada geracdo da familia for
bastante grande, entdo havera alta prob de sobrevivéncia da familia.

Ideia da dem do Teo 1 (ii): como ha muitos sitios em V/,, e enqto os
respectivos aglomerados ndo forem muito grandes, tudo se passa como
na ramif: a prob de pelo menos um aglomerado atingir tamanho bastante
grande é préx de 1; além disto, dado o confinamento de G,,(p)i, se dois
aglomerados atingem um tamanho bastante grande, entao
subsequentemente coalescem com alta prob.

talgo que n3o ocorre na ramif
11



Teo 1 — Dem de (i)

Basta mostrar que a prob com C; no lugar de C5 é o(1/n), pois,
fazendo ¢ = [ﬁ log n], temos que

P(ICT[ > ) = P(Uxev, {ICx| > €}) < nP(|Ca| > £).
Segundo o procedimento de construcdo descrito anteriormente,
temos Ric > ¢, e logo ao menos ¢ + 1 sitios adicionados nos passos
de 1 a £+ 1 (pois os sitios saturados em dado passo foram
incluidos até aquele passo — de fato, antes). Logo
P(Ca| > €) < (g Xi > ) = B(S2 X 2 0) < P X2 0) (%)
Note que S"¢F1 X+ ~ Bin((£ + 1)n, p).
Poderiamos agora prosseguir usando cotas de Chernoff para a
cauda da distr binom (note que (¢ + 1)np ~ M < ¢, pois A < 1).

Em vez disto, vamos comparar a distr binom com a distr Poisson, e
obter cotas + diretas para a esta.
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Comparacao da distr binom com a distr de Poisson

Fatos: (i) Dado p € (0,3), seja p = —log(1 —p), e Y1, Y>,...
va's iid ~ Poisson(p). Entdo, para N > 1,

B:= Z,N:l Tiy,>0y ~ Bin(N, p) (verifique) e, claramente,
B<S:= Zf\’:l Y; ~ Poisson(Np). (1)
(i) Por outro lado {S > B + 5} esta contido em
{Zh Lvzey 2 1 U{ T Ly 2 6}
U{ X Tviegy = L 8 Ty 2 3)
Subadtvdd: probs dos eventos da unido acima podem ser cotados por
NP(Y; > 4), N°P(Y; = 2)% e N3P(Y; = 3)P(Y; > 2)?, resp;
por sua vez, estas expr podem ser cotadas por, a menos de cte mult,
Np*, (Np?)® e N3p7, resp.
. P(S > B+5) < const {Np* + (Np?)® + N3p"}. (2)

Corolario. Do fato (1), temos a seguinte cota superior para a tltima prob
em (x) no slide anterior: P(S* > /), onde S ~ Poisson((¢ + 1)np).
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Estimacdo de P(S* > /() S

S1

[ee] i M/\/] o] i
P(S+2£):e_MZ,—|: Z H —onde
i Vi =M
= (E—i— l)n[) ~ A, e por Stirling, e_M%‘ ~ C\‘}”—St < 1. Agora,
4k J 1
< - < Iy \__ =
Jj= Jj= j=
—— — ~1/(1-)
fi dep de k <(M/E) 2
2
e temos que s ~ ff log x dx = A log 3> (- ’\)
Como M ~ )\m log n, segue que para n grande
51 < %’1?”72 = o(l/n) Ueo 1 (i)

Obs. Note que obtemos igualmente a cota de o(1/n) se substituirmos 3
por qualquer const > 1, e logo o Teo 1 (i) é vélido com esta substituicéo.

Slembre que A < 1 neste caso



Dem. Teo 1 (ii) — Lema 1

Sejam k_ = % log n e ky = n?/3. Lembre que A > 1 neste caso.

Lema 1 C.a.p., para todo k € [k_, k] e todo sitio x € V,, ou o proc
cresc de C, descrito acima termina antes de k_ passos ou ha pelo menos
(A = 1)k/2 sitios ndo saturados gerados pelo proc cresc até ai. Em
particular, c.a.p., nenhum aglomerado de G,(p) tem (exatamente) k
sitios com k € [k_, ky].

Dem. Dado x € V,, se Rc > k, entdo no (final do) passo k do proc de
cresc de C, temos k + 1 sitios sat, e N, := Zif:l Xy — k sitios ndo sat.
No evento Ef = {Rx > k, N < (A —1)k/2}, temos que

S X < k+(A—1)k/2=(A+1)k/2,
e logo, supondo ainda k < ki, temos que A, < 21k, 1 < ¢ < k.
Da 12 parte da Obs. 4b no Slide 10, segue que existem, no espaco de
prob aumentado do modelo como na Obs. 5 no mesmo slide, va's
X{ ..., X iid ~ Bin(n — % ki, p) tq, em ES, X, < Xg, € < k.
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Dem. Lema 1 (cont)

A prob de Ef é entdo limitada para k € [k_, ki] por

P(Sia X < 24 k) <P(S- < K') + o(1/n°)?), (1)
onde K' = 281 k+5,5_ ~ Po(K), K = k(n— 2£% k.)p.
Obs. Usamos (2) do Slide 13 com N = k(n — 2L ky) < n5/3.
Estimacdo de P(S_ < K') 1
Obs. K' ~ XNk, K ~ Xk, N = % < A, logo K! < K para n gde.
Dados a,btq N < a< b < A, se ngde, P(S5_- < K’) é cotada por

ak

Senltl (0" S (e
NC R T

onde P = ()\8 )Qa( —1—log(2)).

Ylembre que A > 1 neste caso
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Est. P(S_ < K') (cont.)

Lema 1’. Dado \ > 1, existem a, b como acima tq P > 1.

Dem. Por continuidade, basta tomar a= M\, b=\

Neste caso, fazendo § = >\+1

P =(1+6)% (6 —log(1+0)).
Note que § = §(\) : (1,00) — (0,1).

temos que

Expandindo o log em Taylor em torno de 0 e rearranjando:

P=1+ ZJ>1 71(11%;;11) %=1 >1se6>0.
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Dem. Lem 1 (cont)

De volta & dem Lema 1, usando o Lema 1’ em (2), subst em (1),
temos que

P(Ef) = o(1/n°/3). (3)

Agora, o evento E, em que o proc de cresc de algum sitio de V,
chegou a algum passo k € [k_, k] com menos do que %k sitios
ndo saturados satisfaz

En C LJXGVn Uke[k—7k+] EI):

Por subadtvdde — |V,,| = n, k* = n?/3 — e (3), temos que

P(E,) < nx n?/3 x o(1/n°/3) = o(1) Diema 1
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Lema 2

Se x,y € V, sdo tais que |C«|,|C,| > k;, entdo c.a.p. Cx =C,.

Dem. Dados x # y € V,, se Rk, R, > ki, sejam N; o conjunto de

sitios ndo saturados no passo ki do proc cresc de C;, z = x, y. Note que

|INZ| = N (vide 1° par dem Lema 1, slide 15). Pelo Lema 1, no evento
Exy = {Rk,, Rx, > ki }, temos que c.a.p.N, > %l@, zZ=x,y.

Em {Rx, > k+}, seja S, o conjunto de sitios saturados no passo ki do

proc cresc de C;, z = x,y. Temos entdo que, em {Rx,, R, > ki }, ou

{NUSGFN{N,US,} #0, e neste caso Cx = Cy; se ndo, Ny NN, = 0.

Logo, em E,. para que Cy # C,, é preciso que ocorra o evento Exy de
que os elos (u, w), u € Ny, w € N, devem estar todos fechados. Como
neste caso nenhum destes elos terd sido ainda examinado até o passo k.,
temos que, fazendo E;‘y = Exy N Exy,

(/\—lk )2 N ()x—41)2n1/3 AG=1P /3

P(Ey) < (1 -p) TR [(1-2)] T e 2o(h)

. aprob de que 3 x,y € V, tq |Cs|,|Cy| > ki e Cx # C,, é cotada por
P(nyyevnE;‘y) < n?x o(n—lz) — 0 qdo n — co. Olema 2
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Dem. Teo 1 (ii) — Lema 3

Dos lemas anteriores, temos que c.a.p. cada sitio x de V|, pode ser
classificado como

pequeno: se |Cx| < k_; ou como

grande: se |Cx| > k4 ; todos os sitios gdes num mesmo aglom

Para completar a prova do teo:

estimar Y := #{sitios pequenos de G,(p)}
Lema 3. Caap. Y=[1—-F—o0o(1)]n

Dem. Dado x € V,, seja p = p(n, p) = prob de que x seja peq.
Entdo p < py(n, p) = prob ext proc ram c/desc Bin(n — k_, p).

(Pois, como apontado na situacdo similar no final do slide 15,
podemos obter a existéncia de va's X1, Xo, . .. iid com distr

Bin(n — k_,p) tq Xy < Xp, £ < Ryc, em {|Cy| < k_}; logo,

|Cx| < k_ = tamanho da familia do proc ram com desc X < k_.)
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Dem. Lem 3 (cont)

Por outro lado, como X; < X;, se ocorrer o evento
A = {proc ram c/desc X+ se extingue até passo k_}I,

entdo |Cx| < k_; logo
=p_

p > P(A) = P(proc ram c/desc X* se extingue)
—P(proc ram c/desc X se extingue apés k_ passos)
=p- +o(1)
Obs. p4,p— -1 —p qdo n —
Segue que E(Y) =np = n(1— 5+ o(1)).
Note agora que Y2 = (3, cy, ]1{|C,-|§k_})2 =

= 2xev, Hiezkot [ Xyee, e k) T Zygc, ﬂ{|cy|§k7}}

|Cx]

Imesmo proc cresc p/proc ram do que p/Cx
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Dem. Lem 3 (cont)

SE(Y?) < npke 4+ Yvev, B[ yee, Lie <k} 1Cx] < k-]

Obs. {Cy, y & Cx}: componentes de G,_c,|(p)

E[- -] =Y ccvuicich 2ygc PGy < ki Cx = C)
= S Y ciciek Dyev,, B(ICK < k) P(Cx = C)
~—_———

< K p(n—k,p)
< max p(n—k,p)np

= npp(n — k_, p) < npp1(n— k_, p),
onde C)’,‘ é o aglomerado de y em G,_(p).
Subst (2) em (1):
E(Y?) < op (n— k_,p) < (1+ o(1)[E(Y)P?

(1)

(3)
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Dem. Lem 3 (cont)

Tchebichev:

Var(Y) _ E(Y?) - (E(Y))?
(E(Y)?  2(E(Y))

2 o)

B(|Y — E(Y)| > E(Y)) <

—0qdon— o0 Ve>0,

e, logo, podemos tomar ¢ = o(1).
Ulema 3, Teo 1 (ii)
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